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Vorbemerkungen. 

Im Jahre 1921 habe ich eine „Theorie der reellen Funktionen*' ver- 
offentlicht ; sie ist seit langem vergriffen. Die groBen Fortschritte, die 
dieses Wissensgebiet seitber gemacht hat, lieBen es zweckmaBig erscheinen, 
statt einer Neuauflage des fruheren Werkes ein ganz neues herauszu- 
geben. Es wird zwei Bande umfassen. Der vorli^ende erste behandelt 
die „Punktfunktioneii‘' ; der zweite, der bald folgen soil, wird die „Mengen- 
funktionen“ behandeln. 

An Vorkemitnissen wird lediglioh vorausgesetzt, was jedem Studenten, 
der die Anfangervorlesungen gehort hat, gelaufig ist, Insbesondere 
werden die erforderliohen Hilfsmittel aus der Mengenlehre im Buohe 
selbst entwickelt; da aber dabei die Mengenlehre nioht Selbstzweck ist, 
wird auf die logischen Grundlagenfragen nicht eingegangen. 

Ich habe mich bemiiht, so weit als moglich in die Gebiete der aktuellen 
Forschung hineinzufiihren. Nur wo die Dinge noch aUzusehr im Flusse 
sind, muBte ich mir dies versagen; lediglioh aus diesem Grunde wurde 
die verheiBungsvoUe Lehre von den projektiven Mengen nioht aufge- 
nommen. 

Einige historische Hinweise findet der Leaer am Schlusse jedes Ab- 
schnittes zusammengestellt; sie erheben keinerlei Anspniche auf Voll- 
standigkeit; insbesondere war nicht beabsichtigt zu jedem Satze, jedem 
Begriffe seinen ersten Urheber namhaft zumachen; solohe Fragen soheinen 
mir fur die Mathematik wenig bedeutungsvoll. 

Die Satze sind, um das Naohschiagen zu erleiohtern, durchgehend 
numeriert mit Nummem wie 27*4*81; dabei bedeutet die Zahl vor dem 
ersten Punkt den Paragraph, die Zahl zwischen erstem und zweitem Punkte 
den Abschnitt des Paragraphen, in dem sich der Satz findet (Satz 27*4*81 
steht also in § 27, Abschnitt 4); die Ziffem nach dem zweiten Punkte 
sind zu lesen wie die Stellen ernes Dezimalbruches, so daB also Satz 
27*4*72 ’ dem Satze 27*4*8 vorangeht, hingegen Satz 27*4*81 dem Satze 
27*4*8 nachfolgt. 

In ahnlioher Weise wurden auoh einzelne Formeln mit Nummem ver- 
sehen. Die Formeln § 33 (5), § 33 (5*1) z. B. findet man in § 33. Ab- 
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Vorwort. 


schnitt 5. Wo eine Fonnelnummer ohne Angabe des Paragraphen zitiert 
ist, ist immer der Paragraph selbst gemeint, den man eben liest. 

Eine Reihe von Fachgenossen haben mich freundlichst durcb Ver- 
besserungs- und Erganzungsvorsohlage unterstiitzt; ich danke den Herren 
Godel, Hausdorff, Hurewioz, Knaster, Kuratowski, Linden- 
baum, Monger, Nobeling, Radakovio, Sierpiiiski, Szpilrajn fiir 
ibre giitige Unterstiitzung. Besonders aber mochte ich noch betonen, 
daB ich aus Hausdorffs Darstellungen der Mengenlehre mehr Nutzen 
gezogen habe, als durch Zitate belegt werden kann. 

Noch habe ich der Akademischen Veriagsgesellschaft und den Heraus- 
gebem der Sammlung „Mathematik und ihre Anwendungen in Mono- 
graphien und Lehrbuchem'* zu danken, daB sie — trotz der Ungunst 
der Zeit — den Druck meines Buches ermoglichten. Moge dieses Buch 
einem schonen und ertragreichen, in Deutschland noch zu wenig be- 
kannten Zweige der Mathematik neue Kenner imd Forscher zufiihren! 

Wien, August 1932. Hans Hahn. 
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Erstes Kapitel. 

Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. 

§ Henge, Belation. 

1. Aussagen. Um zu den Begriffen „Menge‘*, „Relation“ zugelangen, 
gehen w aus vom Begriffe der Aussage. Seien p,q,r,,.. Aussagen, wie 
z. B.: „Der Schnee ist weiB;‘‘ „Sokrates war ein Grieche**. Jeder Aussage 
kommt einer und nur einer der beiden Wahrheitswerte w (wahr) oder 
/ (falsch) zu. Zwei Aussagen p und g, die denselben Wabrheitswert haben, 
heifien aqui valent, in Zeichen p^q. Je zwei wahre Aussagen sind 
also aquivalent, ebenso je zwei falsche. Zu jeder Aussage p gibt es ihre 
Negation die Aussagen p und haben entgegengesetzte Wahr- 
heitswerte. 

Aus je zwei Aussagen p und g konnen durch „Verknupfung“ neue Aus- 
sagen gebildet werden; wir fuhren an: die Summe p\/ q\ sie sagt aus, daB 
sei es p, sei es g den Wert w hat, d. h. daB mindestens eine der beiden Aus- 
sagen p und g wahr ist ; es hat also p\l q den Wert / dann und nur dann, wenn 
sowohl p aJs g denWert/ hat ; in alien anderen Fallen hat p\J q den Wert w. 
Sodann das Produkt p .g; es sagt aus, daB sowohl p als g den Wert w 
hat; p . g hat also den Wert w dann tmd nur dann, wenn sowohl p als g den 
Wert w hat ; in alien anderen Fallen hat p . g den Wert/. Endlich die Im- 
plikation p 3 g, die nur eine andere Schreibweise ftir die Summe ( ^ p) V 
ist ; sie hat also den Wert / dann und nur dann, wenn p den Wert w und g 
den Wert / hat, in alien anderen Fallen hat sie den Wert w, 

2, Aussagenfunktioiien. Wir gehen nun aus von irgendeiner Gesamtheit 

von Gegenstanden (den „Individuen“), die wir auoh den„Grundbereioh“ 
nennen; wir bezeichnen diese Gegenstande mit x. Es heiBe <p (x) eine „Aus- 
sagenfunktion*', wenn <p (a?) fiir jedes Individuum x eine Aussage ist; z. B. 
„x ist weiB‘‘. Gilt fur jedes x die Aquivalenz (p(x)^^ (a?), so schreiben wir 
p (x) (a?) und nennen p{x) und p (x) formal Equivalent; gilt fiir 

jedes X dieimplikation p (») 3 p (a?), so schreiben wir p (a;) (a?) (for- 

male Implikation). 
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3 . Mengen. Aiissagenfunktion <p («) wird fiir gewisse x den Wert to, 

fur andete den Wert f haben. Wir sagen: die Aussagenfiinktion <p {x) defi- 
ni^rt eine Menge^) if, namlich die Menge aller x, im die q> (x) den Wert to 
hat ; nnd wir setzen f est : formal aquivalente Aussagenfunlrtioneii definieren 
dieselbe Menge. Ist M die durch f (x) definierte Menge, so sagen wir : „x ist 
Element von if“ oder „x gehort zu if in Zeichen xeM, wenn 9? (x) den 
Wert to hat, hing^gen: „x gehort nicht zu if‘‘, in Zeichen x weim 

q> {x) den Wert /hat. Die durch (p (x) definierte Menge bezeichnen wir mit 
[(p{iB) ]. Es ist also die Aussage XB[q>(i£)] aquivalent mit der Aussage 

Es gibt Aussagenfunktionen, die fur aUe x den Wert w haben, z. B. 
9 (^)Z )9 (*) > bildet der Grundbereich selbst eine Menge, die 

voile Menge, in Zeichen F. — Es gibt anch Aussagenfunktionen, die 
fiir kftin a? den Wert to haben, z. B. 9? (a?) . ( ^ 9? (a;)) ; also gibt es auch eine 
Menge, die kein Element besitzt, die leere Menge, in Zeichen A. Je zwei 
Aussagenfunktionen, die fur kein x den Wert to haben, sind formal aquiva* 
lent, definieren also dieselbe Menge: es gibt (bei gegebenem Gnmdbereiche) 
nur eine leere Menge. Die Aussagenfunktion x=^ a (das Zeichen ~ bedeutet 
IdentitUt) definiert die nur aus dem Elemente a bestehende Menge, 
die mit {a} bezeichnet wird. Ebenso definiert, wenn u 4= 6 , die Aus- 
sagenfunktion (a? = a) V (a? = die aus den beiden Elementen a und b 
bestehende Menge {a, 6} usf. Wir bezeichnen die aus den endlich vielen 
Elementen bestehende Menge mit U2> • • 

Es definiere gj (z) die Menge M und 9? (z) die Menge N. Gilt 9? {x) 9 (^)y 

so gehort jedes Element von J!f auch zu N ; wir sagen : if ist Teil von N, 
in Zeichen M oder N 1st insbesondere if = .d, d. h. hat <p (a?) 

fiir alle x den Wert /, so gilt sioher 9? {x) (^) > 3 ®^® Menge N 

gilt: A g iT, die leere Menge ist Teil jeder Menge. 

Da 9? (a?) Z)x 9 M QM- Gilt 9? (x) ^'ber nicht 

9> («) D* 9 (a?), so gilt if g iT, aber nicht g if : es gibt mindestens ein 
das zu N, aber nicht zu if gehort. In dem Falle sagen wir: M ist eohter 
Teil von iT, in 2 feichen: MQN, oder N'^M, 

Die Aussagenfunktion r^<p(x) hat fOr jedes x den entg^engesetzten 
Wert, wie q> (a?). Ist M die durch <p {x) definierte Menge, so heiBt die durch 
^9? (x) definierte Menge das Komplement von if, in Zeichen — if. 
Aus if gi/'folgt — if 2 — iJ^. Wegen ^ {^ 9 {^)) «*9> (^) ist — (—if) 
= if. 

4 . Belationen* Wir haben bisher Aussagenfunktionen f (x) betrachtet, 
die von einem variablen G^nstande abh&ngen; wir betraohten nun Aus* 


In der Logik sagt man ^Elasae** statt 
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sagenfunktionen (p (x, y) (%. B. ist Sohn von y'% wobei sehr wohl x 
und y verschiedene Grundbereiche durcblaufen konnen. Gilt fur jedes x 
und jedes y die AquivaJenz (p (x, y)^tp (x, y), so sagen w aucb 
bier: <p (x, y) und ip(x,y) sind formal Equivalent und sebreiben 
<pi^^ ^ 

Eine Aussagenfunktion (p (x, y) wd fur gewisse Baare (x, y) den Wert w, 
fiir andere den Wert / haben. Wir sagen: die Aussagenfunktion <p {x, y) 
definiert eine Relation B (und zwar definieren formal aquivalente Aus- 
sagenfunktionen dies el be Relation); wir sagen „von a: zu ^ besteht die 
Relation in Zeiohen : x By, wenn <p (x, y) den Wert w hat ; anderenfalls : 
X By, Die durch die Aussagenfunktion q> (x, y) definierte Relation 
bezeichnen wir aucb mit [ 9 ? ^)]. Burch die (untereinander formal aqui- 

valenten) Aussagenfunktionen <p {x, y), die fiir alle Paare (x, y) den Wert / 
haben, wird eine Relation B definiert, fiir die a; -B 2 ^ stets falsch ist; sie heiBt 
die leere Relation. 

Zu jeder Relation gibt es eine inverse Relation B'~\ die definiert ist 
durch: (x y)"^ n^^iy ^ Es ist = B, 

Ist B eine gegebene Relation, und bezeichnen wir mit <p (x) die (nur von x 
abhangige) Aussage : „Es gibt mindestens ein y, fiir das x By gilt“, so heiBt 
die durch 9 ? (x) definierte Menge [ 9 ? (£^)] der Bereich der Relation J?, 
in Zeichen B (B) ; analog heiBt die durch die Aussage : „Es gibt mindestens 
ein X, fur das x By gilt‘‘ definierte Menge der Gegenbereich von B, 
in Zeichen S (B). Offenbar ist 3{B) = B 

Sind P und Q zwei Relationen, und bezeichnen wir mit 9 ? (a;, y) die (nur 
von X und y abhangige) Aussage : „Es gibt mindestens ein z, fiir das x P z 
und zQ y gilt**, so heiBt die durch 9 ? {x, y) definierte Relation: die aus P 
und Q zusammengesetzte Relation, in Zeichen PlQ. Diese Zusam- 
mensetzung zweier Relationen ist i. a. nicht kommutativ. Offenbar ist 
(P10'“^ = Von besonderem Interesse ist der Fall, daB S(P) 

Q S (§) ; in diesem Falle ist B(P|0 = B{P); ebenso: ist ff(P) 
so ist ff(Ple) = ar((3). ist also Sr(P) = B(«), so istB(P|e) = B(P), 
ff(P|«) = ff(<2). 

Wir bezeichnen in iiblicher Weise eine Relation B auch als eine Ab- 
bildung des Bereiches B(B) auf den Gt^enbereich 3(B). Ist xsB(B), 
so heiBt jedes y, fiir das xBy gilt, mn Bild von x\ ist ye 3{B)^ so heiBt 
jedes ar, fur das a; P y gilt, ein Urbild von y. Die Menge aller Bilder 
von X heiBt die Bildmenge von a;, in Zeichen B (a:); die Menge aller XJr- 
bilder von y heiBt die Urbildmenge von y; sie k an n offenbar mit 
jR-i (y) bezeichnet werden. Ist A ^ B (P), so heiBt die Menge aller Bilder 
aller xeA die Bildmenge von A, in Zeichen -fe (A); ist O Cff(P), so 
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heifit die Menge aller Urbilder aller ysC die Urbildmenge von C; eie 
kann offenbar mit (O) bezeichnet werden. Offenbar gilt fitr jedes 
A £ B(E) und jedes G £ff(i2): 

(4) {B(A)) ^A; B {B-\C)) 2 C . 

1st B — P\Q imd Sr (P) £ JB (Q), so ist (fur jedes AQB (P)): 

5. Eindentige Eelationen. Fonktionen. Die Eolation (Abbildung) B 
heiBt mehr-eindeutig oder kurz eindeutig, wenn jedes xs B (B) nur 
ein Bild bat; sie heiBt ein-mehrdeutig, wenn jedes ysR(B) nur ein 
XJrbildhat; sie heiBt ein- eindeutig (oder schlicht), wennsiesowohlmehr- 
eindeutig als ein-mehrdeutig ist. 1st B mehr-eindeutig, ein-mehrdeutig, ein- 
eindeutig, so ist ein-mehrdeutig, mehr-eindeutig, ein-eindeutig. 

1*54. Damit fur jedes A £ B (P) gelte\ (P {A)) A, ist notw&ndig 
und hinreichend, dap B ein-mehrdeutig set. 

Notwendig: Ist P nicht ein-mehrdeutig, so gibt es ein ysQ (P) mit 
zwei verschiedenen Urbildern x^y Sei nun A = so ist y s P (A) ; 
also {a^, a^} £ P~^ (P (A)), also P"^ (P (A)) 3 A, Hinreichend: 
Sei xe P“^ (P (-4)); d. h. es gibt ein ye B (A), so daB x B y; d. h. es 
gibt einzeA, so daB z By und xB y; da P ein-mehrdeutig, folgt aus z By 
und xByaher: z = a;, und well zeA, ist auch xeA. Also: aus 
a: e P”^ (P (A)) folgt are A, d. h. P”^ (P (A)) £ A. Da nach (4) auch 
P“i (P (A)) 2 A, ist also P“i (P (A)) = A. 

Ersetzt man in P durch P“^ so erhSlt man: 

1*641* Damit fiir jedes C QS{B) geUei B (P" ^ (G)) = O, ist notwendig 
und hinreichend, dap B mehr-eindeutig sei. 

1«5*2. Damit far je zwei frmde Mengen A^B(B),A' QB (B) auch 
die Bildmenyen P (A), P (A') fremd seien, ist notuendig und hinreichendy 
dap B ein-mehrdeutig sei. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. 

Dine eindeutige Eolation (Abbildung) ordnet jedem xe B (P) genau ein 
Bild yzxLi es ist also in diesem Falle P (a?) = Wo MiBverstandnis 
mdglich, schreiben wir statt dessen auch P (a?) = y. Tyfan i sagt auch: eine 
mehr-eindeutige Eolation P definiert auf (oder in) B (P) eine Funktion; 
B (B) heiBt auch der Bereich dieser Funktion. Zur Bezeichnung der ein- 
deutigen Funktionen verwenden wir statt der Buchstaben P, P, Q usf. auch 
die Buchstaben /, g^ h usf. 

Sei A eine bdhebige Menge; wir betrachten die mehr-eindeuiige E ol atfoTij 
die jedem xe A die Zahl 1, jedem x e A die Zahl o zuordnet. Die durdh 
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diese Belation definierte Punktion (ihr Bereich ist die voile Menge V) heiBt 
die charakteristische Punktion der Menge A, 

Literatur zu Nr. 1 — 5; A. N. Whitehead u. B. Russell, Principia Mathema- 
tica I, Cambridge 1910 (2. Aufl, 1925). Zur EinfUbrung; R. Carnap, AbriB der 
Logistik, Wien 1929. 

6. Komplexe, Folgen. Besteht der Bereich B (i 2 ) der eindeutigen Rela- 
tion R aus den nattirlichen Zahlen 1 , 2 , . . ., n, so ordnet R jeder natiirlichen 
Zahl ♦ (1 ^ i ^ w) ein Element y^eSiR) zu; ist dann ff (B) QM, so sagt 
man: die Elemente y29 • • -i yn l>il<ieii einen w-gliedrigen Komplex 
Oder ein n-tupel aus M; wir bezeichnen einen solchen Komplex mit 
(Vi* * * *> ^n)* 

Ist sodann der Bereich B (R) der eindeutigen Relation R die Menge 
aller natiirlichen Zahlen, so ordnet R jeder naturliohen Zahl n ein Ele- 
ment y„€ff(R) zu; ist dann H(R)^M, so sagt man: die Elemente 
yi j ^2? * • ’ bilden eine Polge aus M ; w bezeichnen sie abgekiirzt 

mit ((y„)). Sind 92 i<n 2 <. wachsende naturliche Zahlen, 
so bilden auch y „^ , y „^, . . . eine Polge ((y^.)) (y^. ist der natur- 

lichen Zahl i zugeordnet) ; * sie heifit eine Teilfolge von ((y„)). Haben in 
einer Polge ((^n)) Glieder mit hoohstens endlich vielen Ausnahmen 
eine Eigenschaft (d. h. gibt es eine natiirliche Zahl n*, so daB y^ fiir n'^n* 
diese Eigenschaft hat), so sagen wir: fast alle Glieder der Polge haben 
diese Eigenschaft. 

Sei nun eine Polge von Polgen gegeben: 
yu> 2^12? • * •> Vim * • • 

2^21 > 2^22 > * • *J Vim • • • 

(6) 

Vmii 2/m2> • ^ •» Vitin* • • • 


Wir sagen: die bilden eine Doppelfolge, und zeigen: 

Die Glieder einer Doppelfolge honnen in eine einfacJie Folge geordnei 

werden. 

Das kann auf verschiedene Arten gesohehen: Wir koimen z, B. die Ele- 
mente des Schemas (6) „nach Diagonalen“ ordnen: 

2(u> 3^125 2^21 > yjz> 2^22> 2/81 » 2/34» y23> 2/82» 2/41 > • * ** 

Oder wir konnen sie „dyadisoh‘* ordnen : die Elemente der ersten Zeile in (6) 
werden der Reihenachmit Zj, 23, Zg, . . di© der zweiten mit *io> — » 
die der w-ten Zeile mit » * * * bezeichnet. 
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1. Kapitel. Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. 

§ 2. Verkniipfimgen von Mengen. 

1 . Summe, Durelisclmitt, Differenz- Seien 9 ? (a?), y (a;) zwei Aussagen- 
funktionen, [<p (tB)] = A, [ip = B die durch sie definierten Mengen. Die 
durch die Aussagenfunktion (p{x)\J ip {x) definierte Menge wird bezeichnet 
mit A + B Tind beiBt die Summe der Mengen A und B; sie besteht aus 
alien Elementen, die zu mindestens einer der beiden Mengen A und B ge- 
horen. Die durch die Aussagenfunktion (p{x) .ip (x) definierte Menge wird 
bezeichnet mit A.B oder A B und heifit der Durchsohnitt der Mengen A 
und B; sie besteht aus alien Elementen, die sowohl zu A als zu ^ gehoren. 
Offenkundig gelten die kommutativen und assoziativen Gesetze: 
A+B^B + A, (A+B) + C=^A+{B + C); 
AB^^BA, (AB)C ^A(BC)\ 

ferner erkennt man unmittelbar das Bestehen der beiden Distributiv- 
gesetze: 

( 1 * 2 ) A . (B + G) = A B + A C; A ^ BC ^ (A + B) . (A + C) . 

Die folgenden drei Aussagen sind zu je zweien aquivalent: 

(1-3) ACB, A+B^B, AB = A. 

Die Differenz zweier Mengen wird definiert durch: 

A - B = A . B) , 

wo — B das Komplement von B bedeutet ; sie besteht aus alien nicht zu B 
gehorenden Elementen von A. Bedeutet V die voile Menge, so ist: 
— B = F — B. Ist B ^ A, so bezeichnen wir die Differenz A — B auch 
als das Komplement von B zu A. Man erkennt ohne weiteres: 

(A ^ B) -f B = A + B, A - (A - B) - A B , 

^ ^ -~(A-B)==:(-A)+B, 

Fur die DiCferenzbildung gilt: 

A - (B + G) = (A ^ B) . (A ~ 0 - (A ^B)- G, 

^ ^ A-BC = {A-B)+(A~C); 

insbesondere also fur die Komplementbildung: 

(1-50) -- (B + G) - B) . H 0); - (B C) - B) + (- €) . 

Wegen B--- C = B . G) folgt aus der zweiten Formel (1*5), indem man 
O durch — C ersetzt: 

(1-51) A - (B- G) = (A - B) + A C . 

Fur die Differenzbildung gelten die Distributivgesetze: 

(h6) U+B)^ O - <A - C) +(B- C), 

A (B — 0) = A B ^ A G A B— C = (A — 0) (B — C). 
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§ 2. Verknupfvingen von Mengen. 

1st A B = A heiBen A und B fremd. Durch 
(1-7) A=:^AB + (A- B) 

ist eine Zerlegung der Menge A in zwei fremde Summanden gegeben. Die 
Summe A + B wird durch die beiden folgenden rormeln in eine Summe ver- 
wandelt, deren Summanden (zu je zweien) fremd sind: 

(1-71) A+B=^A+(B---A); A+B A B + {A -- B) + {B ^ A). 

Aus der Definition von Summe und Durchschnitt zweier Mengen ergibt 
sioh unmittelbar auch die Definition von Summe und Durchschnitt endlich 
vieler Mengen A^, A^, • . Aj,. Wir schreiben: 

h k 

Ai 4 " A2 + • • • “h Aj^ = Ai A2 • . . Aj^ = ^ ; 

die Summe ist die Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen 
dj, A^f A gehoren; der Durchschnitt ist die Menge aller Elemente, die 
zu samtlichen Mengen Aj, Ag, . . Aj^ gehoren. Auf folgende Weise wird auch 
Summe und Durchschnitt aus unendlich vielen Mengen definiert. 

Sei M eine Menge von Elementen m ; durch eine eindeutige Relation, deren 
Bereich M ist, sei jedem ms M eine Menge A^ zugeordnet. Die durch die 
Aussagenf unktion : ,,Es gibt ein m e M, so daB xe A^* defimerte Menge wird 
bezeichnet mit S A^und heiBt die Summe der Mengen A,;^; sie besteht 

msM 

aus alien Elementen x, die zu mindestelns einer Menge A^ gehoren. Die 
durch die Aussagenf unktion: „Eiir alle msM gilt xsA^^ defimerte 
Menge wird bezeichnet mit D A^ und heiBt der Durchschnitt der 

Mengen A^; sie besteht aus alien Elementen x, die zu samtlichen Mengen 
A^ gehoren. Ist M die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, . . ., w, . . ., 
so haben wir es mit einer Mengenfolge A^ , Ag , . . . , A„, . . . zu tun, 

00 CO 

deren Summe und Durchschnitt wir mit S A„ und D A^ oder kurz 

n~l n«l 

mit SA„ undDA„ bezeichnen. Ist M die Menge (A;, n) der Paare 

n n 

naturlicher Zahlen, so haben wir es mit einer Doppelfolge von 
Mengen Aj ^ zu tun, deren Summe und Durchschnitt wir mit 

D Ai.^ bezeichnen. Ist Af = A, so ist auch S A^ == A, hingegen D A^ 

= F, deim die den Durchschnitt definierende Aussagenfunktion kann als 
formale Implikation geschrieben werden: {yeM)‘^y{xeA^)\ ist nun 
if 5 = A, so hat ysM fm alle y den Wahrheitswert /, die Implikation hat 
also fur alle y den Wahrheitswert tp, definiert also die voile Menge. 
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In Verallgemeinerung von (1*5) gelten, wie unmittelbar einzusehen, die 
Formeln : 


( 1 * 8 ) C- S D {C-A^ 

meM meM 


C- DA„ = S (C~A^). 

meM meM 


Sei mm B eine Relation, B (B) ihr Bereioh und sei B (R), 

A SB (B), A'QB (B); dann gilt: 

B( SAJ^ SB (A„,); B ( D 4 J £ DB (^„); 

Qv meM meM meM meM 

B(A'-A)^B(A')-BiA). 

2*1-1. Damit stete gdte B(, D A„) — D B (A„), ist 

meM meM 


reich&nd, dap B ein-Tnehrd&utig sei, 

Notwendig: Ist R nicht ein*niehrdeutig, so gibt es ein ST (JB) mit 
zwei verscbiedenen Urbildem Sei = {a^}, A^ = ist 

Aj^ A 2 = A, also auch E (A^ A^) = A, bingegen gilt ye B (^i) . B {A ^) ; also 
ist B (Ai) , B (-42) 4= A, Hinreichend: Wegen (1*9) ist nur mehr zu 
zeigen: D B (A^) ^ B (D A^), Sei yeDR(A^), d. h. yeB{A^) fiir 

m m m 

alle mBM\ da B ein-mebrdeutig, bat y nur ein Urbild x, und wegen 
yeB{Am) ist a; e .4„i fiir alle w s if , d. b. es ist arfiZ) und furdasBUd 

m 

y von X gilt also: ye B{D -4^). Aus ye DR (A„) foigt also :ye B(D A^), 

mm m 

d. b. es ist D jB (-4^) QB{D -4^).. 

m m 

2*1*2. Damit stets gdte JB (A' — -4) = JJ (A') — JS (A), ist natioendig und 
Mnreick&nd, dafi B ein-mehrdeuiig sei. 


Notwendig: Es babe y zwei versebiedene Urbilder x^, und sei 
A' = {a^}, A = {aij}, also ysB (A'), yeB (A), und mitbin: y '^e B(A') 
— jB (A) ; da aber A' — A = {a?i}, ist yeB (A' — A), also B (A' — A) 
4= B (AO — B (A). Hinreicbend: Wegen A' — A £A^ ist B (A* — A) 
gjB(A0; nacb 1-5-2 ist jB(A' — A) fremd zu R{A)\ also ist iE(A^ — A) 
£ jB (AO — jB (A). Aus (1*9) foigt also die Bebauptung. 

Aus 2*1*1 und 2* 1*2 foigt, indem man R durob ersetzt: 

2*1*3. Ist B eindetUig, so gilt: 

E-i (D A J = D 22-1 , 22-1 ^ A) ^ B‘HA') ~ 22-i (A) . 


2. Auswahly Produkt. Die Summe S A« tmd der Durcbsobnitt D A-, 

meM meM 

Bind offenkundig kommutativ und assoziativ. Um fur sie aucb die Distri- 
butivgesetze formulieren zu konnen, bendtigen wir die Definition des 
Jdengenproduktes P A,„. 

« meM 
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Unter einer Auswahlrelation, oder kiirzer: einer Auswahl aus den 
Ajn (msM) verstehen wir eine eindeutige Relation/, deren Bereich B (/) =M 
ist, und ftir die f(m)eAyn (fiir alle meM) ist; sie ordnet also jeder 
Menge eines ihrer Elemente zu. Die Auswahlrelation, die jeder Menge 
Ajn (w € M) das Element s zuordnet, bezeichnen wir als die Auswahl 
((am)) (»» e 

Besteht die Menge M aus den natiirlichen Zahlen 1, 2, . . ., k, so ist eine 
Auswahl aus A^, Ag, • • ., A;(. nichts anderes als ein ^-tupel (a^, ag, . . a^) mit 

£ Ai (i = 1, 2, . . ifc). Besteht die Menge M aus alien natiirlichen Zahlen, 
so ist eine Auswahl aus den A„ (n = 1, 2, . . .) nichts anderes als eine Edge 
((a„)) mit a„ e A„ (ti = 1, 2, . . .). 

Das Auswahlaxiom besagt: Ist A^^ 4= A fiir alle m e Af, so gibt es 
eine Auswahl aus den A^* Wahrend diese Aussage fiir endliche 
Mengen M ohne weiteres bewiesen werden kann, scheint sie fiir unendliche 
Mengen M von den iibrigen Prinzipien der Logik unabhangig zu sein. Sie 
stellt eine zur Begriindung vieler Satze der Mengerdehre — wie es scheint — 
unentbehrliche Annahme dar. 

Unter dem Produkte P A ^ versteht man die Menge aller Auswahlen 

me3I 

aus den A^ (m e M). Besteht Jf aus den natiirlichen Zahlen 1, 2, . . ., A*, so 
schreiben wir das Produkt in der Form AjX AgX . . . X A;t P A^; es 

besteht dann aus alien A;-tupeln (%, aj^) mit £ A^ (t = 1, 2, . . ., k). 

Insbesondere ist also A X B die Menge aller Paare (a, b) mit a e A,b e B, 
Offenbar gilt: 

(A X B) - (A' X BO = ((A - AO X B) + (A X (B ~ BO) 

= ((A ^ AO X (B ~ BO) + ((A - AO X B B') + (A A' X (B - BO), 
und in dieser letzten Darstellung sind die drei Summanden zu je zweien 
fremd, 

Es ist A X B 3 A dann und nur dann, wenn sowohl A 3 A als B 3) A. 

224. Damit A' X B' £ A X B sei, ist hinreichend, und wenn 
A' 3 A, B' 3 A ist, auch notwendig, da^ A' £ A, sei. 

2«241. Demit A' X B' QAx B sei, ist, wenn A' 3 A, JS' 3 A, not- 
wendig, und wenn A 3 A, B 3 A, hinreichend, dafi sei es A' £ A, B' Q B, 
sei es A' C A, B' £ B gdte* 

Es gelten (wenn Jf 3 A) die Distributivgesetze: 

{2-1) ( S X 5 = S (ul„ X i) ; ( D ^m) X JB = D JA^ X B) , 

sowie analoge Gesetze fiir den zweiten Faktor. 
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1st M — A, so gibt es genau eine Auswahlrelation aus den die leere 
Relation L (§ 1,4). Also ist: 

(2-2) P [L} fur = il. 


Nun sind wir in der Lage, die Distributivgesetze fur Summen und Durch- 
scbnitte allgemein zu formuHeren: Es sei zu bilden D S Ajni und 

msM leLf^ 

S D A^i; sei P die Menge aller Auswahlen aus den also: 

maM 


P == P Ljn, und sei p s P, etwa p = ((^m))J ^ setzen: 


meM 


D„=D A„ 


= S A. 


nteM 


V 


meM 




dann lauten die Distributivgesetze: 

meM IsXim peP ^ meM 


(2-3) ,P, 


Literatur: Die Bedeutung des Auswahlaxioms hat zuerst E. Zermelo erkannt, 
N&heres bei W. Sierpidski, Bull. Crac. 1918, S. 97; Fund. math. 2 (1921) S. 112; 
A. Tarski, Fund. math. 6 (1924) S. 145; A. Fraenkel, Berl. !Ber, 1922, S. 253; 
Whitehead-Russell, Princ. Math. I, Part II, Sect. D (Selections). 


3. Potenz. Die Potenz A*® wird definiert als das Produkt P Av, in 

heB 

dem alle Faktoren A ^ == A sind. Es ist also A^ die Menge aller Funktionen 
/ (6), deren Bereich = B ist, und fiir die /(6) e A fur alle heB, Aus (2-2) 
folgt insbesondere: 

(3) AA = {Lh 

wo L die leere Belation bedeutet. 


§ 3. Mengensysteme^ Mengenfolgen. 

1. Abgeschlossene Mengensysteme. Eine Menge von Mengen woUen 
wir als ein Mengensystem bezeicbnen. Wir nennen ein Mengensystem 
disjunkt, wenn je zwei verschiedene seiner Mengen fremd sind, Sei ein 
Mengensystem gegeben und eine endliche Anzahl Verknupfungen 
> 1^2, . . F|., die aus je zwei Mengen von 9R wieder eine Menge ber- 
leiten; wir nennen das System SOt abgeschlossen hinsichtlioh der Ver- 
knupfungen Fj, F 2 , F|., wenn jede dieser Verknupfungen, ange- 

wendet auf zwei Mengen aus 3K, wieder eine Menge aus SOi ergibt. 

34-1* jedem Mengemystem SR giht es ein kleinstes System 3R S 9R, 
das hinsichtUch der VerknU^f ungen F^, Fg, . . F|. abgescMoasen ist, 

Wir fugen zu alle Mengen binzu, die aus je zwei Mengen von 9R duxch 

Anwendung der Verknupfungen Fi, F*, , . F^ b«rvorgehen; dae so ent- 
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standene Mengensystem heiBe SDli- In derselben Weise entstehe SDlg aus 
sTOi, 2R8aus30^ usf. Wir zeigen: ^ — S Jedenfalls mu6 jedes 501 ent- 

n 

haltende, hinsichtlich der Verknupfungen , Fg, . . abgeschlossene 
System M„ sein. Es ist also nur mehr zu zeigen, daB S hinsicht- 

» n 

lich der Verknupfungen F^, Fg, . . F^ abgeschlossen ist. Sei ^ e 5 

n 

B s S9Ji»; dann gibt es ein n' und ein n", so daB A e 50l„, , B e 501^,,; sei 

n 

etwa wegen 50l„/ ist dann auch Entsteht C 

aus A und B durch Anwendung von F<, so ist CsSR-,,. i, also auch 
CeSmn- 

n 

Offenbar gilt: 

8*1*2* Sirid die Mengemysteme SOI und 3t ahgeeckhssen hinsicMich der 
VerknupfuTigen F^, Fg, . . so auch ihr Durchechnitt SJiSR. 

2. Binge* Ein erstes Beispiel erhalten wir, wenn wir fiir die obigen Ver- 
knupfungen Vi Summon- und Burchschnittsbildung wahlen. Ein Mengen- 
system, das hinsichtlich Summen- und Burchschnittsbildung aus je zwei 
Mengen des Systemes abgeschlossen ist, heiBt ein Ring. Beispiele : Bas leere 
Mengensystem ; jedes Mengensystem, das nur aus einer einzigen Menge be- 
steht; das System aller Teile einer gegebenen Menge. 

Wegen der Gultigkeit der Bistributivgesetze zwisohen Summen- und 
Burchschnittsbildung vereinfacht sich die Konstruktion des kleinsten 
Binges 81 3 501 (des „kleinsten Binges iiber 501“) gegeniiber dem eben 
auseinandergesetzten Verfahren in folgender Weise: Man fiige zunaohst 
zu 501 die Durchschnitte aus je endlichvielen Mengen von 201 hinzu ; da- 
durch entstehe das Mengensystem WV; sodaxm fiige man zu 501^ die 
Summen aus je endlich vielen Mengen von 201' Mnzu; das so ent- 
stehende System SR ist der kleinste Bing uber 501. Ba offenbar jeder 
Biog iiber 201 das S 3 ^tem 81 enthalt, brauoht nur gezeigt zu werden, 
daB 81 ein Bing ist; sei also A s 81, J5 s 31, etwa A = + Pg + . . . + P„, 

jB = + ^2 -f . . . wo jedes P<€ 501' und jedes e 3)1'; daB nun auch 

A + Be 31, liegt auf der Hand; und nach dem ersten Bistributivgesetz 
(§ 2, (1*2)) ist A B = S P^ (i = 1, 2, . . m; / = 1, 2, . . ., n) ; da hierin 

PiQ^eW, ist A Be 81. — Ebenso hatte man den kleinsten Ring 31 iiber 501 
auch erhalten, indem man zuerst zu 201 die Summen aus je endlich 
vielen Mengen von 501 hinzufiigt, wodurch das System 501" entstehe, und 
dann zu 201" die Burchschnitte aus je endMch vielen Mengen von 201" hin- 
zufiigt. 
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I. Kapi’tel. Gnmdbegriffe der allgememen Mengenlehre. 


OO 

3 . 2 . 1 . 1st aR eim Tting, so kannjede Summed) Ai (Ai sW) in der Form 

00 cso 

dargestelU werden: S Ai= S wo BisWt und A^^B^ Q 

isl i«l 

Man hat nur zu setzen: + ^42 + • * • "i" 

CO 

3*241« 1st 2K ein Bing, so kannjeder Durchsdinitt^) D^Ai {Ai e^) in der 

OO OO 

Form dargestdU werden: D Ai=D Bi, wo BiS^ und 2 2 

Man hat nur zu setzen: Bi = A^A^. . ^ Ai. 

3. Korper. Ein zweites Beispiel erhalten wir, wenn wir fiir die Verkniip- 
fungen F* Summon- und Differenzenbildung wahlen. Ein Mengensystem, 
das hinsichtlich Summon und Difierenzenbildung aus je zwei Mengen des 
Systemes abgesohlossen ist, heiBt ein Korper. Beispiele : Das leere Mengen- 
system; das nur aus der leeren Menge bestehende Mengensystem; jedes 
Mengensystem, das aus der leeren und einer nicht leeren Menge besteht; 
das System aller Teile einer gegebenen Menge. 

Da vermoge der zweiten Formel § 2, (1*4) Durchschnittsbildung durch 
Differenzenbildung ausgedriickt werden kaim, ist jeder Korper auch hin- 
sichtlich der Durchschnittsbildung abgesohlossen; d. h. jeder Korper ist 
auch ein Ring. 

Jeder nicht leere Korper SDi enthalt die leere Menge A; denn aus A 
folgt A — A d. h. A s 

3*3*1. 1st das Mengensystem Tt abgeschlossen JiinsichUich der Summen- 
hildnng aus je zweien seiner Mengen, giht es ein E e 3)i, so dafi A ^E fur 
Me A e Wt, und gilt neben Ae^ stets E — As so ist ^ ein Korper. 

Denn nach § 2, (1-5) (erste Formel) ist: ^ — R = JSf — [{E — .4) + J5). 

Kach 8*1*1 gibt es uber jedem Mengensysteme einen kleinsten Korper 
wir zeigen, wie er gebildet werden kann. Da A{—B)^A — B, 
A (— B) (— (7) = ( — jB) — C usf., muB ^ alle Durchschnitte M-^ M^ 
enthalten, in denen fiir jeden Faktor sei es e 9)1 sei es — Jf ^ e 9)1, und 
fiir mindestens einen Faktor e!0l gilt. Man fiige alle diese Durchschnitte 
zu 9R hinzu, wodurch 9)1' entstehe. Mit ® bezeichnen wir das System, das 
aus 9)^' hervorgeht, indem man zu Wt' alle Summon aus endlich vielen in 
W vorkommenden Mengen hinzufiigt. Da offenbar jeder Korper fiber 3)i 
das System ^ enth«Ut, ist — um zu beweisen, daB ® der kleinste Korper 
uber 9K ist — nur mehr zu zeigen, daB U ein Korper ist; und da aus 

* , k 

Satz gilt auch fUr Summen S, Satz 8«2«11 auch fiir Durchsohnitte D. 
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Me&i N gewiB folgt: M + Ne% ist nur mehr zu zeigen, daB auch 
M — N e Sei also M = Mi + M^ + . . . + Mf ^ , N = Ni + N 2 + * . . 
+ Nn, wo Mi s Wt NisW; daim ist nach § 2 (1*50) (erste Formel) : 
^ N = Ni) , (~ ^2) •••(*“ -^n)* 8^0 § 2 (1*2) (erste Formel): 

M^N =^Mi(^N)+M2{-N)+.., +M^(^N) 

(3) = Ml (- Ni) (- N 2 ).,. (~ N^) +M 2 {- Ni) (- iV2) . . . (- N„) + 

Wegen e 9Jl' ist hierin jedes Durchschnitt endlich vieler Mengen, 
die selbst, oder deren Komplemente zu gehoren; also ist nach § 2 (1*60) 
(zweite Formel) — Summe endlich vieler Mengen, die selbst, oder 
deren Komplemente zu gehoren; also ist in (3) jeder Summand 
Mi (— ^1) (— . • • {— Nn) Summe endlich vieler Summanden aus 211', 

dasselbe gilt daher fur Jfef — also ist if — ^ e S, w. z. b. w. 

00 

3*3*11* 1st SDl ein Korper, so harm jede Summed) S Ai (Ai s 9Jl) in der Form 

00 

dargeetdlt werden: S Ci {Ci s 2Jl), wo g Ai undje zwei Cifremd sind, 

t-i 

Man hat nur zu setzen: C, = A, C- = -4^ — S Aj fur t > 1 . 

/*=i 

Sei 211 ein Mengensystem; wir bezeichnen mit 211.^ das System aller 
Mengen, die Summen endlich vieler Mengen aus 211 sind. Dann gilt: 

3*3*2« Wenn aus M e 211, Jf' eBU folgt: M — if' £211+, so ist 211+ ein 
Korper, 

Da 211+ jedenfalls hinsichtlich Summenbildung abgesohlossen ist, ist nur 
zu zeigen : aus N e 211+, N' e 211+ folgt N — N'e 211+. Sei also N = Mi + M^ 
+ ...+Mn,> N' = Mi + M' 2 -\- . , . + Mn(M,€ M'ism). Da dann 

m 

{Mi — (Mi+Mi M*J) und da21i+ abgeschlossen hin- 

sichtlich Summenbildung, gentigt es zu zeigen, daB Mi— {Mi+M^ + . . . 
+ if^) e 211+. Das ist nach Voraussetzung richtig fur = 1 ; w haben also 
noch zu zeigen: ist M^ — {Mi + M ' + . . . -t- M'^ e 211+ und -3f^+ 1 s 211, 
so ist auch Jfj— {Mi + -M' + . . . i)e21l+. Sei also Mi — (if' -f if' 

+ . . . -}-if;) = ift +ifj 4- . . . +Mt{M* € W); dann ist Mi- {M[^Mi 

k 

+ . . , +ifj^^ j) = S (if*— if' +i) ; da nach Voraussetzung if*— if^^.^ e 2R+, 
so ist auch Mi — (if^ + if^ + . . . + if^+j) £211+, w, z. b. w. 

i 

Satz 8*8*11 gilt auch fOr Summen 5. 

i-i 
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I. Kapitel. Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. 


3«3*21. 1st {fiir alle MeM, M' eWl) M -- M* 8umme endlich vieler dis- 
junkter Summanden aus S!K, so ist auch jede Menge aus Summe endlich 
vieler disjunkter Summanden aus 2R. 

Sei N e §0^+, d. h. iV' = -f" -^2 H"* • * -^n ^ 5D2). Die Behauptiing 

ist richtig fur % == 1 . Wir baben also noch zu zeigen : gilt die Behauptung fiir 
Nj und ist Wl, so gilt sie auch fiir 2^?^+ -^n+r N = M[ + 

Ml. f wo die f fi 2R und disjunkt. Dann ist N + ^ = M[ + 

. . . + MI+ (-afn+x — (JkT' + . . . + Ml)), und es geniigt zu zeigen, dafi 
{M[ + . . . + Ml) Summe endlich vieler disjunkter Summanden aus 

ist. Das ist nach Voraussetzung richtig fiir 1;= 1 ; bleibt also noch zu zeigen : 
ist M^^^ — {M[ + . . . + Ml) Summe endlich vieler disjunkter Summanden 
aus SQR und ist Ml^^e'SSl, so ist auch — {M[+ . . . + Summe 

endlich vieler disjunkter Summanden aus SD^i. Sei also M^^^ — (Jf' + . . . 
+ Ml) = M'l + . . . 4- M'l, wo die M'l e ^ und disjunkt; dann ist 

M,,,^(MI+.. ^ ^+Ml,) = iM'I^Ml,)+,...+(M'{^Ml,,); 

hierin ist nach Voraussetzung jeder Summand Summe endlich vieler dis- 
junkter Mengen aus SD^, und da die Summanden M'l — Ml^^^ selbst disjunkt 
sind, ist auch {M[ + . . . + Summe endlich vieler disjunkter 

Mengen aus iDZ, w. z. b. w. 

3 . 3 . 22 . Seien SJ und © MeTjgemysteme, in denen die Differenz je zweier 
Mengen des Systems Summe endlich vieler disjunkter Mengen des Systemes ist, 
und sei $ das System alter Menken AxB {A s%, B bS&)\ dann ist ein 
Korper, und jede Menge aus ist Summe endlich vieler disjunkter Mengen 
aus 

Sei ^ X Ba ip, A'xB'e ip. Nach 8.8.2 sind und % Korper; da 

jeder Korper ein Ring, ist AA's^j^, nach 8.8.21 ist also 

A A' Summe endlich vieler disjunkter Summanden aus 21, und nach 
Voraussetzung gilt das auch fur ^ — ebenso sind BB' und B--- B' 
Summen endlich vieler disjunkter Summanden aus S. Nach § 2 (2) ist 
also, auf Grund des Distributivgesetzes § 2 (2*1), auch (^4 X B) — (A' X B') 
Summe endlich vieler disjunkter Summanden aus Nun folgt die 
Behauptung aus 8.8*2 und 8.8*21. 

4. a-Systeme, d-Systeme. Betrachten wir nun an Stelle der in Nr. 1 
betrachtetenVerknupfungen F^, V^, . . Vj^, die je zwei Mengen aus 2K eine 
Menge zuordneten, irgendwelche Operationen PFi, IF^, . . ., TF^^, die jeder 
Mengenfolge aus 211 (oder auch nur gewissen solchen Mengenfolgen) eine 
Menge zuordnen. Gehoren die einer solchen Mengenfolge duroh die ge- 
nannten Operationen zugeordneten k Mengen stets wieder zu SR, so heiBt 2R 
hinsichtHch der Operationen IF^, PFjj, . . TF* abgesohlossen. Auch hier 
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kann man zeigen, daB es zu jedem Mengensystem 2)1 ein kleinstes System 
^ 2 SK gibt, das hinsichtlich PTi, abgeschlossen ist ; dock gehen 

wir anf diesen allgemeinen Satz nicht ein. 

Zwei Beispiele erbalten wir, wenn wir die Smnmenbildung oder die 
Durchschnittsbildung aus einer Mengenfolge betrachten. Ein Mengen- 
system, das hinsiobtlich der Summenbildnng (der rhirchschnittsbildung) 
aus Mengenfolgen abgeschlossen ist, heiBt ein cr-System (ein d-System). 
Beispiele: Das leere Mengensystem; jedes Mengens 3 rBtem, das nur aus 
einer einzigen Menge besteht; das System aller Teile einer Menge. Offen- 
bar ist jedes cr-System (jedes d-System) auch abgeschlossen hinsichtlich 
der Summenbildung (der Durchschnittsbildung) aus je zweien seiner 
Mengen, denn ^+J? = ^ + j5+.4 + jB + .,.. Also ist ein Mengen- 
system, das sowohl cr- als auch d- System ist, ein Ring. 

Wir bezeichnen mit (mit das Mengensystem, das entsteht, 
indem man zu 2)1 die Summen S (die Durchschnitte D M^) aller Mengen- 

y V 

folgen ((Jf,)) aus 2R hinzufiigt. Jede Sfonge Ms Wig kann in der Form 
geschrieben werden: M—SM, ist JtfeaRo — 501 , so folgt 

V 

dies aus der Definition von 2)l<,; ist so setze man alle M^^M, 

Ebenso: jede Menge M kann in der Form geschrieben werden: 

V 

2)l<r das hleinste a-Systemy 2)1^ das hhinste d-System iiber 2)1. 
Da offenbar 2J1„ in jedem cr-System iiber 2)1 enthalten ist, bleibt nur zu 
zeigen, daB Wla ein c-System ist; d.h. wir haben zu zeigen: ist 
(1; = 1, 2, . . .) imd A = S At , so ist auch A a 2R^. Wegen a 2)1<, ist 

k 

Aj^= S A|^ mit A;^£2)1, und daher A = S Aj^^, Nach kann die 

n k%n 

Doppelfolge der A|.„ in eine einfache Eolge Bg, . . ., , . . . geordnet 

werden; somit ist auch A = S und wegen e 2)1 ist also A s2)itf, wie 
behauptet. * 

Aus 8*4«1 folgt unmittelbar: 

Die Aussage: 2)l<y ist dquivdlent mit: „2)1 ist ein a-System^\ 
Die Aussage: 2Jl6 — 2)1 dquivalent mit: y,^Eft ist ein d-System*\ 

34-2. BUden die Mengen A ein a-System {ein S-System) und ist 0 eine 
bdiebige Menge, so bUden die Mengen C — A ein d-System {ein a-System). 
Dies folgt unmittelbar aus § 2, (1*8). 

Wir nennen den tJbergang von 2)1 zu 2)1<, (zu 2Ra) den cr-ProzeB (den 
d -Pr ozefl). Das duroh den cr-ProzeB aus 2)1^ entstandena System bezeichnen 
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wir mit Wtaa, und analog ist die Bedeutung von Aus und 8*4.11 

folgt: 

(4) ^ 66 =^ 6 - 

Die Aufgabe, liber einem Mengensystem 2)^ das Meinste System zu bilden, 
das sowohl ein o- System als auch ein <5- System ist, werden wir in § 33, 1 
behandeln. 

5. o-Ringe, d-Ringe. Ein cr-System (d-System), das gleiohzeitig ein Ring 
ist, heifit ein cr-Ring (d-Ring), 

3*5-l. 1st SDl ein Ring, so ist ein a-Ring, ein d-Ring, 

Nach 8*4*1 ist SJic ein o-System, also abgeschlossen hinsichtlioh der 
Summenbildung; es ist also nur mehr zu zeigen: ist A e B a so ist 
auch A Be . Sei also A SAj^. (Aj^ a fSfl), B = S B^ (B^ a Tt ) ; nach 

le n 

dem ersten Distributivgesetz § 2, (2-3) ist A B = S Aj^ B^, und weil SDi 

JSt n 

ei n Ring, ist Ajj.B^a'M; nach 1*6*1 konnen die Aj^ B^ in eine einfache 
Folge geordnet werden; also ist A B a^^^, w. z. b. w. 

3*5*11. Ist 9ft dar Meinste Bing iiber 90ft, so ist Meinste a-Ring, 

tRfi djer Meinste d-Bing iiber 90t. 

Denn jedenfalls muB 9ft(y im kleinsten o-Ring iiber SDt enthaJten sein ; ande- 
rerseits ist aber nach 8*5*1 9ft^ selbst ein o-Ring. 

Wir nennen die Mengenfolge ((AJ) mono ton wachsend, wenn 
A^QA^^^, monoton abnehmend, wenn 2-4 n+i* 

3*5*2. Ist 90t ein Bing, so ist jede Mmge A a 90ft<, in der Form darstdlbar 
A = S An, wo {(An)) eine monoton wmhservde Mengenfolge aus 9K, und jede 

n 

Menge A a 90^5 in der Form A =^D A^, wo ((A„)) eim moruiton abnehm&nde 

n 

Mengenfolge aus 90ft. 

Sei Ae 9Dft<y, d. h. A == 5 mit B^ a 9Dft; wir setzen A„ + Rj + . . . 

n 

-j- R^; dann ist auch A = SA^, femer A^ £ -^n+l > und weil 901 ein Ring, 
istA„s90t. 

6. c-Kfirper, d-K6iper. Ein or-System (d-System), das gleichzeitig ein 
Korper kt, heiBt ein (r-Korper (d-Korper), 

3*6*1. Jeder o-Rorper St ist auch ein d-K&rper^), 

Hingegen ist keineswegs jeder cr-Bing auch ein d*Bmg. Beispiel; 90t bestehe aus 
denMengenAyCv— 1,2, . . .), wo A„+j £A^, A^4=A, D A^^ A. I>aA---^69K, 
ist 2Jt kein d- System. 
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Es ist zu zeigen, daB aus auch folgt: DA^eS. Wir setzen 

n 

£i = A> B^ = Ai A2 . . . A„ (n> l); dannist B„sS, g£„undjD 
= DB„; femer ist:D B„ = B^^ — S {B„ — B^^^) ; da hierin B„ — B„^”e S, 
und ff ein <r-System, ist auch S (B„ — e S, und da S ein Korper, 
ist auch Bi — S (B„ — d.h. D B„s D A„s St, w.z. b. w. 

n n n 

3«6*11. Jeder d-Korper S, in dem es eine gro^te Menge gibt^), ist auch ein 
a-Korper, 

Sei E die groBte Menge von ^ (d. h. es seiE e B'o.ndA £-E?furaUe 
^ ; wir bilden zu jedem -4 e ® die Menge E --- A ; weil ^ ein 5-System, 

ist nach 3*4*2 das System aller dieser Mengen E A ein o- System; weil 
aber S ein Kdrper, ist das System aller Mengen E — A identisch mit 
d. h. ^ ist ein (x-Korper. 

Ein Analogon zu 3-5-1 gilt fur Korper nicht; ist iOl ein Korper, so wird 
i. a. weder noch Mq ein Korper sein. Dementsprechend kann auch die 
Aufgabe, zu einem Mengensystem Wt den kleinsten cr-K6rper iiber zu 
finden, nicht so einfach gelost werden, wie in 3'5.H die Aufgabe gelost 
wurde, den kleinsten a-Ring zu finden. Mit der Auffindung des kleinsten 
or-Korpers iiber SOI werden wir uns in § 33, 2 beschaftigen. 

7. Limesbildung. Sei ((A„)) irgendeine Mengenfolge. Wir bezeichnen 
mit Lim die Menge aller Elemente x, die unendlich vielen angehoren 

n 

{x e An fhr unendlich viele n), mit Lim die Menge aller x, die fast alien A„ 

5i 

angehoren (x e fiir fast alle n), Diese beiden Mengen konnen aus den 
durch Summen- und Durchschnittsbildungen hergestellt werden ; man setze : 

W An + ^n+i + • • •; Dn^ D A^^ 

t^n i^n 

daxm ist: 

(7*1) Lim An= S Dn ; Lim A^ — D . 

n n n 

Mithin gilt fiir alle k: 

(7*11) DA^CLiniA„; S A^^IJ^An^ 

i^k n 

LaBt man aus ((A„)) endlich viele Mengen -v^eg oder fiigt endlich viele Mn- 
zu, so andem sich Idm An, Lim An nicht. Man beweist ohne Schwierigkeit : 

"n” 

(7*2) lim An S An . 

~ « 

Ohne diese Yoiarussetzung w&re der Satz nicht richtig; Beispiel: das System 
aller endUchen Teile einer unendlichen Menge. 
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(7-21) (iS — j1„) = jE? — Lim : Lim {E—A„)^E— Lim . 

« « « n 

Lim + Lim S ^ {A„ + £„) £ lam + Lim B„ 

^ n « « ti »* 

£ Lim (*4„ + £„) = Lim + Lim . 

n « « 

Lim . Lim = Lim A„ B, £ A„ . Lim £ Lim A^ B„ 

^ Lim A„ . Lim B„ . 

n n 

I Lim — Lim 
— !L _JL 

Lim lim 

£Lim [A^ — J5„) SLim — Lim J5„ . 

n ** n 

3.7-1. £ -Bn /»'■ 

Lim An £ Lim 5„ ; Lim A^ £ Lim . 


3.7.11. Fur jede Teilfolge ({.4,^) von ({A„)) gilt: 

Lim A. £ Lim A. S Lim A^ £ Lim A„ . 

~r“ “T“ i ^ 71 

n * 

3 . 7 . 12 . !«< i4, £Iim.4„ (bzw. .4,-2]ym.4„) /itr aiie t, ao ist; 

n n 

Lim = S {bzw. Lim A^ = D Ai) , 

n i n ^ 

Deim nach Voraussetzung ist S-4^£Lim-4„, imd nach (7*11) ist 
S -ii 2 Lim A„ . 

i n 

Gilt in (7-2) das Zeichen =, so setzen wir: 

Lim An = Lim = Lim A^ . 

« -IT* » 

Die Gleichung Lim A^^ A besagt also: ist as A^ so auch as A^ fiir fast 

n 

alle n; ist a ~ f .4, so auch a ~e An fiir ’*• 

3 . 7 . 2 . lat Lim A^ — Lim C„ und .4„ £ £ C„ fur fast alle n, so ist 

n n 

auch Lim A^ = Lim = Lim 0„. 

n n n 

Dies folgt aus 8® 7*1. 

3 - 7 * 21 . Ist Lim -4- = A, so auch fur jede Teilfolge: Lim A^^ — A . 

n i 

Dies folgt ans 8,7.11 . 

3*7*22. Ist A„ = A fur fast alle n, so ist auck Lim -4„ = -4 , 



§ 3. Mengensysteme, Mengenfolgen. 19 

3*7*3. 1st ((-4„)) TMmoton toachsend, so id Lim ((-4„)) mono- 
ton abnehmend, so ist Lim = Z) -4^ . ^ ^ 

n n 

Demi ist ((^„)) monoton wachsend, so ist in (7) : = 5 = -4^ , 

also nach (7*1): lim = Lim A^ = S A„ . 

n -;p- n 

Aus (7*21) folgt, wenn Lim A^ existiert: 

n 

(7*6) Lim (E — A^) = E — Lim A„ . 

n n 

Aus (7*3), (7*4), (7*5) folgt, wenn Lim und Lim existieren: 

n n 

Lim -1- Bf^) = Lim + Lim By ^ ; Lim B^ = Lim . lim Bj^ ; 

(7-7) ” « « n n n 

Lim (Af^ — B^) = Lim A^ — Lim B ^ . 

n n 11 

Bezeiohnen wir die charakteristischen Funktionen (§1,5) von 
Lim A„, Lim u4„, Lim der Keihe nach mit /„, /, /, /, so gilt: 

n „ n - 

(7-8) / = 

n - — n 

die letzte Beziehung naturlich nur, wenn Lim A^ existiert. 

n 

Bezeichnen wir mit und die Mengensysteme, die aus 9)l<, bzw. 
durch Anwendung des d-Prozesses, bzw. des or-Ptozesses entstehen, so 
entnehmen wir aus (7) und (7*1): 

3*74. 1st ((-4-)) eine Mengenfolge aus 9JJ, so ist Lim A„ a 

n 

Lim A^a und somite wenn Lim A^ eadstiert: Lim A„ a 


8. Z-Systeme. Ein Mengensystem 9Jl, das abgeSchlossen hinsichtlich der 
Limesbildung ist, d. h. das neben jeder Mengenfolge ((A,j)), fiir die Lim 

n 

existiert, auoh die Menge Lim A„ enthSlt, nennen wir ein Z- System. 

n 

3-8-1. Damit der Bing 2Ji ein l-Sydem set, ist notwendig und hinreichend, 
dafi er sowohl ein a-System cds auch ein d-System sei, 

Notwendig: Sei AaWal nach 8*5*2 gibt es in SK eine monoton 
wachsende Mengenfolge ((A„)), so daB A ~ S A^ I nach 8*7«3 ist dann 

auch A = Lim A^, und da 9Dl einZ-System, gilt: A e 5K; es ist also S SWj 

n 

d, h. SDla,= 3K, d. h. SK ist ein <r-System; ebenso zeigt man, dafl SR ein 
d-System. Hinreichend: Ist 2R ein o-System und ein d-System, so ist nach 
8 * 4.11 aR« = SK, a »4 = 2R, also auoh SW^ , = 3)1, = SR, Wlaa = SR,, == SR. 
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Nach 8* 7*4 ist also fiir jede Folge aus SOJ, fiirdie Lim-4^ existiert: 

Lim An e SUl, d. h. ist ein A-System. 

n 

Damit der Kdrper £ ein ^.-System sei, ist noiwendig und hin- 
reichend, dafi er ein a-System sei, 

Notwendig: folgt aus 8*8.1* Hinreichend: Ist ^ ein o- System, so 
nach 8*6.1 auch ein d-System; also folgt die Behauptung aus 8*8*1. 

Mit der Bildung des kleinsten A-Systemes uber einem gegebenen Systeme 
SOI werden wir uns in § 33, 2 befassen. 

Literatur zu § 3: F. Hausdorff, Mengenlehre (Leipzig 1927) § 17, 18. 
M. Fr4chet, Fund. math. 4 (1923) S. 331. A. T arski, Fund. math. 16 (1930) 
S. 181. Die in Nr. 7 besprochenen Mengen Lim .4„ wurden zuerst von 

Borel betrachtet. 


§ 4. Die Miehtigkeiten. 

1. Gleichheitsrelationen. Sei xH y eine Relation, bei der x und y 
demselben Grundbereich angehdren (§ 1, 2). Wir bezeichnen (§ 1, 4) C (R) 
= B (R) ^H(R) als das Feld von i?. Die Relation heiBt reflexiv, 
wenn fur jedes xsC{R) gilt: x R x; sie heiBt symmetrisch, wenn 
^die beiden Aussagen x Ry und y R x fiir alle x, y aquivalent sind, 
asymmetrisch, wenn x R y und y R x niemals gleichzeitig gelten, d. h. 
wenn ^ ((a; R y) ,{y R x)) gilt fiir alle xe C (R) und yeC (R) ; R heiBt 
transitiv, wenn aus xRy und yRz folgt xRzy d. h. wenn {xR\Rz) 
3) (xRz). 

Eine Relation R, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, nennen wir 
eine Gleichheitsrelation; fur eine Gleichheitsrelation gilt jB(i?) = 
B{R) = C (i?). Sei R eine Gleichheitsrelation ; wir bilden zu jedem xeC (R) 
die Menge aller y, fiir die xRy^t, Dadurch ist6'(i?) in ein System 
fremder Mengen zerlegt, so daB jedes x e C{R) zn einer und nur einer dieser 
Mengen gehort, und zwar so, daB y und z ziir selben oder zu verschiedenen 
dieser Mengen gehdren, je nachdem yRz gilt oder nicht gilt. 

Literatur: Whitehead-Russell, Principia Mat hematics Nr. 72; N. Lusin, 
Fund. math. 10 (1927) S. 83. 

2. XquiyalenZf Machtigkeit* Wir nennen nun zwei Mengen A und A' 
aquivalent (inZeichen: A A^), wenn es eine eineindeutige Abbildung 
(§ 1, 5) von A auf A^ (d. h. eine eineindeutige Relation R mit B{R) = A, 
3 (R) = -4') gibt. Offenbar ist diese Aquivalenz eine reflexive, symmetrische, 
transitive Relation zwischen Mepgen, deren Feld das System aller Mengen 
ist. Es zerfallt also das System aller Mengen in fremde Teilsysteme, so daB 
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je zwei Mengen desselben Teilsystemes aquivaient, je zwei Mengen verschie- 
dener Teilsysteme nicht aquivaient sind. Jedem dieser Teilsysteme denken 
wir uns ein Symbol zugeordnet, das wir-als die Maohtigkeit oder Kardi- 
nalzahl jeder diesem Teilsysteme angehorenden Menge bezeichnen^). Es 
haben also zwei aquivalente Mengen dieselbe Machtigkeit, nicht aquivalente 
Mengen verschiedene Machtigkeiten. Eines der genannten Teilsysteme 
besteht nur aus der leeren Menge; diesem Teilsysteme ordnet man die 
Kardinalzahl 0 zu; ein anderes Teilsystem besteht aus alien denjenigen 
Mengen, die nur ein einziges Element enthalten; diesem Teilsysteme wird die 
Kardinalzahl 1 zugeordnet. Offenbar deckt sich der so eingefiihrte Begriff 
der Kardinalzahl einer Menge, wenn es sich um endliche Mengen handelt, 
voUig mit dem, was man seit jeher unter Kardinalzahl einer endlichen Menge 
verstanden hat. 

Zum Unterschiede von den endlichen Mengen kann eine unendliche 
Menge sehr wohl dieselbe Machtigkeit wie ein echter Teil von ihr haben 
(dies trifft sogar nach 6-1-62 stets zu). So sieht man z. B., indem man n 
und 2n einander zuordnet, dafi die Menge aller und die Menge aller ge- 
raden natiirlichen Zahlen aquivaient sind, und also gleiche Machtigkeit 
haben. 

3. Eechnen mit Machtigkeiten. Wir definieren nun die Verknupfungen 
von Machtigkeiten. Dabei bezeichnen wir (provisorisch) die Machtigkeiten 
mit kleinen deutschen Buchstaben, und zwar die Machtigkeit von A mit a, 
die Machtigkeit von mit a^, usf. Man wird ohne weiteres sehen, daB, 
wenn es sich um endliche Mengen handelt, die zu definierenden Verknup- 
fungen sich auf die bekannten Verknupfungen der endlichen Zahlen re- 
duzieren. 

1st das System der Mengen A^ (me M) disjunkt, und ist = S A^^ 

mtM 

so heifit a die Summe der Machtigkeiten cu, in Zeichen: a= 27 tt,n* 

Diese Definition beruht darauf, daB, wenn auch das System der 
Mengen B^(meM) disjunkt ist, aus A^ folgt: S A^ S B^, 

meJkf mtM 

Offenbar ist diese Addition der Machtigkeiten assoziativ und kommutativ. 
Ist M die Menge {1, 2, . . ., k}, so schreiben wir: a = % -f CI2 + • • • + <1^5 
sind also die Mengen , A^^ . , A^ zu je zweien fremd, so istai-l-ct 2 H- 
. . . + Ujfc die Machtigkeit von + Ag + • • • + • 

Bein logisoh betrachtet ist es gauz uberfllissig zwischen einem solchen Teil- 
systeme und dem ihm zugeordneten Symbole zu unterscheiden: man kann das be- 
treffende Teilsystem selbst aJs die M&ohtigkeit jeder ihm angehdrenden Menge be- 
zeiohnen. Dies ist die Auffassung von Frege und Bussell. 
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1st (§ 2, 2): ^ = P (diesmal braucht das System der nicbt dis- 
iunkt zu sein), so heifit a das Produkt der , in Zeichen 11 Biese 

’* msM 

Definition beruht darauf, da 6 aus ^ J5^folgt; P A^ P . Diese 

m eM ni e M 

Multiplikation der MSchtigkeiten ist assoziativ und kommutativ. 1st M 

die Menge {1,2,...,*}, so schreiben wir: a = Oj . 05 , a* . Also: 

4.3.I. Hat A, die MdcAtigkeit a, (i = 1, 2, . . ., *), so hat die Menge 
aller k-tupel (a^, a^, .. ., o*) mit a, s A, (i = 1, 2, . . ., *) die Machtigkeit 


Oj • O2 • ■ • • 0* • 

Es gilt das Distributivgesetz : 


( 3 ) 


Za. 

msM me 31 


Sind in einer Summe alle Summanden gleich: = b, so ist 2* = m 6 , 

wo nt die Maehtigkeit von M bedeutet. 

Unter c? verstehen wir die Maehtigkeit von A^ (§ 2, 3) wenn a die 
Machtigkeit von A, h die von B ist. Diese Definition beruht darauf, 
daB aus A A', B ^ B' folgt: A^ A'^\ Es gelten die Rechenregeln: 

(3-1) naj> = {na^f; a‘'=(a^'. 

ineM mtM nteM 


Smd‘m einem Produkt alle Faktoren gleich: = b, so ist 11 
wo m die Machtigkeit von M bedeutet. 

Aus der Definition von A^ (§ 2, 3J folgt unmittelbar: 

4;>3*2« Hat A die Mdchtigheit a, B die MdchtigTceit b, so hat die Menge aller 
Funktionen f (b), deren Bereich B ist, und fur die f (b)e A ist, die Mdchtig^ 
keit a'^. 

Ist insbesondere B die Menge {1, 2, . . k}, so erhalt man hieraus: 

4*3*21. Hat A die Machtigkeit a, so hat die Menge aller k-tufel aus A die 
Mdchtigheit a*. 


Aus § 2 (3) folgt: a® = 1 . 

4;«3-3. Hat B die Mdchtigheit b, so hat das System alter Teile von B die 
Mdchtigheit 2*. 

In der Tat, denkt man sich zu jedem Teile von B die charakteristische 
Funktion gebildet (§ 1 , 6 ), so sieht man: die Menge der Teile von B ist 
equivalent der Menge der Funktionen des Bereiches J5, die nur die Werte 
0, 1 annehmen. Nun folgt die Behauptung aus 4 - 3 ^ 2 , indem man dort 
A = {0, 1} setzt. 

Wir woUen nun zeigen, dafi 2^ =}= b ist; dazu benotigen wir denHilfssatz; 
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4*34. 1st jedem xs B ein Teil J5^ von B zugeordTiet, so ist die Menge B* 
der der Beziehung x B^ geniigenden Elemente von B verschieden von alien 
{xeB). 

In der Tat, fiir alle xe B gilt die Aussagenaquivalenz : (xe B*) 
^(x B^), Gabe es nun ein x* s B, so daB B* = B^^, so wiirde fiir 

dieses x* unsere Aussagenaquivalenz lauten: {x* e B^^) ^ {x* 
was unmdglich. 

4*3*5* Fiir jede Mdchtigkeit b ist 2^ =^b . 

Sei in der Tat B eine Menge der Machtigkeit b, und sei B eineindeutig 
abgebildet auf ein System S von Teilen von B. Aus 4«3*4 folgt, dafi © 
nicht das System aller Teile von B sein kann, d. h. B kann nicbt Equi- 
valent sein dem System aller Teile von B, d. h. nach : b =t= 2^ . 

Literatur zu §4. Der Inhalt dieses Paragraphen stammt im wesentlichen 
von G. Cantor. Naheres in den Lehrbuchern der Mengenlehre, insbesondere: 
P. Hausdorff, Mengenlehre, Leipzig 1927; A. Praenkel, Einleitung in die 
Mengenlehre, 3. Aufl., Berlin 1928; W. Sierpiiiski, Legons sur les nombres 
transfinis, Paris 1928; Whitehead- Russell, Principia Mathematica I, It. 


§ 5. Beispiele von Machtigkeiten, 

1. Ahzahlbare Mengen. Eine Menge, die Equivalent ist der Menge aller 
naturlichen Zahlen, heiBt abzahlbar unendlich. ,,A ist abzahlbar un- 
endlich** heiBt also soviel wie: „es gibt eine eineindeutige Abbildung von A 
auf die Menge der naturlichen Zahlen“ ; bezeichnen wir das dabei der Zahl n 
zugeordnete Element von A mit a„, so sehen wir : Jede abzahlbar unendliche 
Menge kann als Folge 

( 1 ) , (72 , • . * , * 

mit lauter verschiedenen Gliedern geschrieben werden ; umgekehrt : sind in 
einer Folge je zwei Glieder verschieden, so bilden sie eine abzahlbar un- 
endliche Menge^). 

Nach Definition haben alle abzahlbar unendlichen Mengen dieselbe Mach- 
tigkeit; sie wird mit bezeichnet (wegendieser Bezeichnung vgl. § 8 , 3). 

5*1*1* Bedeutet k eine endlicke Kardinalzahl = 4 = 0, so ist: 

(M) Xo+fc = «o. *.Xo=*<o. «o-2<o = *<o. 

In der Tat, ist A die Menge der Elemente (1) und B die endUche Menge 
> 62 , . , , so kann ^ a,ls Folge ; 

j • « * , b^ , , ^2 ) * * * y ^71 ) * * * 

Der Name „abzEhlbar unendlich" ruhrt daher, daB diese Mengen mit Hilfe 
aller naturlichen Zahlen durchnumeriert (abgez&hlt) werden kSnnen, wie eine 
Menge aus n Elementen mit Hilfe der ^khlen 1, 2, . . n. 
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geschrieben werden; das ist die erste Gleichung (1*1). 1st die Menge 
der Elemente oJii , fl^i2 » • • • > > • • • (t = 1, 2, . . . , A) , so kann Aj^-h A 2 

+ . . . 4- als Eolge: 

®11 > > • • • J > ^12 » ®22 > • • • > ^it2 » ®13 ’ ^23 » • * • » > • • • 

geschrieben werden; das ist die zweite Gleichung (1*1). Die dritte Glei- 
chung (1*1) ist eine unmittelbare Folgerung aus Die vierte Glei- 

chung (1*1) folgt durch wiederholte Anwendung der dritten. 

Hat A die Mdchtigkeit so auch die Menge alter lc4uj>el aus A. 
Denn nach 4-3-2 1 hat die Menge aller ^-tupel aus A die Machtigkeit 
KJ, und nach 5-1-1 ist K* = . 

5*1*21. Hat A die Mdchtigkeit , so auch die Menge M aller endlichen 
Komplexe (§ 1, 6) aus A, 

Denn bedeutet M]^ die Menge aller A*-tupel aus A, so ist M =: S Mj^ ; 

k 

nach 5- 1-2 hat hierin die Machtigkeit Machtigkeit 

^0 . Kq , und nach 5-1-1 ist Sq . Sq = ^0 * 

5-l«22. Hat A die Mdchtigkeit a, so hat die Menge aller Folgen aus A die 
Mdchtigkeit 0 ^ 0 . 

Dies folgt aus 4-3-2, denn eine Folge ({«„)) ^ Funktion /, 

deren Bereich die Menge der naturlichen Zahlen ist, und fur die 
f(n) = a«, und a^eA. 

Wir fassen die leere Menge, die endlichen Mengen und die abzahlbar 
unendlichen Mengen zusammen unter die Bezeichnung abzahlbare Men- 
gen. Eine Menge, die nicht abzahlbar ist, heiBt unabzahlbar. Man er- 
kennt unmittelbar: 

5*1*3. Jeder Teil einer abzdhlbaren Menge ist abzahlbar. 

51-81. Die Summe abzahlbar vieler abzdhlbarer Mengen ist abzahlbar. 
Nach 0-1-3 genugt es, den Beweis fur Summen aus unendlich vielen 
Sumnaanden zu fiihren. Sei also: A = Wir setzen = 

n 

— (A^ + Ag + . . . (w- > 1) ; dann ist auch A = S J5„, und 

n 

das System der ist disjunkt. Wegen 5-1-8 konnen wir uns auf den 
Fall beschranken, dafi alle J5„ abzahlbar unendlich sind; dann aber hat 
A die Machtigkeit Kq . Kq = Sq , ist also abzahlbar. 

5*1*4. Die Menge R aller rationalen Zahlen hat die Mdchtigkeit . 

Ist P die Menge aller posdtiven, N die aller negativen rationalen Zahlen, 
so ist i? = P -f N -f {0} , und da P ^ N , genugt es nach 5*1*31 zu zeigen, 

dafi P die Machtigkeit Kq hat. Jede positive rationale Zahl hat die Form ^ , 
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wo p und q teilerfremde natiirliche Zahlen sind ; also ist die Menge P aqui- 
valent einem Teil der Menge aller Paare (w, n) natiirlicher Zahlen; nach 
5* 1*2 aber hat die Menge aller Paare natiirlicher Zahlen die Maehtigkeit 
Sq, nach 5* 1-8 also auch die Menge P. 

In 5- 1*4 ist vermoge 5* 1*8 enthalten: 

5-1-41. Die Menge aller ganzen Zahlen 0) hat die Mdchtigkeit Kq . 

Jedes disjunkte System von Intervallen reeller Zahlen ist ab- 

zdhlbar, 

Denn jedes Inter vail reeller Zahlen enthalt eine rationale Zahl; jedes 
disjunkte System von Intervallen ist also Equivalent einem Teil der Menge 
aller rationalen Zahlen. Die Behauptung folgt somit aus o«l*4 und 5- 1*8. 

Bedeutet g eine natiirliche Zahl > 1 und ((gn)) Folge natiirlicher 
Zahlen mit ^ ^ gn ^ g — 1 , so bezeichnen wir den Ausdruck ^ ^ als 

n 

einen Systembruch der Grundzahl ^ (fiir =2alseinenDualbruch); 
der Systembruch heiBt endlich, wenn fast alle gri = ^ sind, anderenfalls 
unendlich. Wir betrachten zwei Systembriiche der Grundzahl g als 
verschieden, wenn die Folgen ((^„)) ihrer „Stellen“ verschieden sind. 
Bekanntlich stellen zwei verschiedene endliche Systembriiche der Grund- 
zahl g stets verschiedene Zahlen dar, ebenso zwei verschiedene unendliche 
Systembriiche; hingegen gibt es zu jedem endlichen Systembruch der 
Grundzahl g, in dem nicht alle Stellen = 0 sind, etwa dem mit der 
Stellenfolge^g^j, gTg, . . 0, 0, . . . (gr„ 4= 0), einen und nur einen unend- 
lichen, der dieselbe Zahl darstellt: namhch den mit der Stellenf olge ; 

• • • » 1 » ^ — 1 , S' — 1 , . . . Die durch einen endlichen 

Systembruch der Grundzahl 2 (bzw. 3) darstellbaren Zahlen heifien dya- 
disch (bzw. triadisch) rational. 

5*1*43. Die Menge E der endlichen Systembriiche der Grundzahl g hat die 
Mdchtigkeit Kq. 

Denn da jeder endliche Systembruch eine rationale Zahl darstellt und 
verschiedene endliche Systembriiche verschiedene Zahlen darstellen, ist E 
Equivalent einem Teile der Menge der rationalen Zahlen, und die Behaup- 
tung folgt aus 5*1*4 und 5*1*8. 

Bezeichnen wir, wie es in der analytischen Geometric iiblich ist, die 
Menge aller n-tupel reeller Zahlen als den P„ (vgl. §9,3), so gilt: 

54*44. Die Menge aller rationalen Punkte des jR„ hat die Mdchtigkeit Xq . 

Dies folgt aus 5*1*4 und 5*1*2. 

5*1*5. In jeder unendlichen Menge M gibt es einen Teil der Mdchtigkeit * 



26 


I. Kapitel. Gmndbegriffe der allgemeinen Mengenlehre^. 


Denn zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es einen aus n Elementen be- 
stehenden Teil = {dni > ®n2 » • • *> ^nn) ^ setze 64 = 011, und wenn 
64, <3&2> • • • «n-.i schon bestimmt sind, wahle man fiir o„ ein von Oi, Og, . . 
^n-i verschiedenes Element von . Dann sind je zwei verschieden, die 
a^in = 1, 2, . . .) bilden also einen abzahlbar unendlichen Teil von M. 

5-1-6. 1st A eim dbzahlhare, B eine unendliche Menge, so hahen B und 
A B dieselbe Mdchtigkeit. 

In der Tat, nach 6- 1*5 gibt es in B einen Teil A' der Machtigkeit Sq • 
1st dann b die Machtigkeit von B und b' die von B — A', so ist : 

(1*2) b = «o+h'. 

Eerner ist: 

(1-3) A + B=: {A^ B) +A' + {B- A'), 

Hierin ist A — B sis Teil der abzaJilbaren Menge A nach 5-1-3 abzahlbar; 
also ist nach 5-l*31 auch {A — B) + A' abzahlbar; und da in (1-3) 
(il — jB) + A' und B-- A' fremd sind, hat + J? die Machtigkeit «o + b', 
also nach (1*2) die Machtigkeit b von B. 

51-61. Ist A ein abzdhlbarer Teil der unendlichen Menge J5, und ist die 
Menge B — A uTiendlich, so haben B und B — A dieselbe Mdchtigkeit. 

Denn wegen B = A + (-S — A) folgt die Behauptung aus 6»1*65 
indem man dort B durch B — A ersetzt. 

51-62. In jeder unendlichen Menge B gibt es einen echten Teil von der- 
selhen Mdchtigkeit wie B. 

Denn ist b irgendein Element von B, so haben nach 5* 1*61 B und 
B—{b} dieselbe Maehtigkeit. 

2. Die MSch%keit des Kontinuoms. Nach 4*8»5 ist 2^0 
Wir setzen 

(2) 2^0 =« (X=t=«o). 

und bezeichnen diese Machtigkeit wegen der in 5»2-8 ausgesprochenen 
Tatsache als die Machtigkeit des Kontinuums. Aus 4*8*8 folgt: 

5*2*1. Das System oiler Teile einer abzahlbar unendlichen Menge hat die 
Mdchtigkeit K. 

5-2-2. Die Menge oiler Dualbriiche hat die Mdchtigkeit X . 

Dies folgt aus 5*1«22, indem man dort A = {0, 1}, also a = 2 setzt. , 
5-2-21. Die Menge oiler unendlichen Dvalbruche hat die Mdchtigkeit X. 
Dies folgt aus 5-2*2 vermoge 5-1*48 und 5*1-61. 
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5*2*3- Jedes (abgeechlossenej offeney halboffene) IrUervall reeller ZaMen 
hat die Mdchtigkeit 

Da jede Zahl aus (0, 1] duroh genau einen unendlichen Dualbruch dar- 
gestellt wird, sind das Intervall (0, 1] und die Menge der unendlichen Dual- 
briiche aquivalent; nach 5* 2*21 hat also das Intervall (0, 1] die Machtig- 
keit K. Da durch a;' = (6 — a) a; -f a das Intervall (0, 1] eineindeutig 
auf (a, h] abgebildet wird, hat auch (a, 6] die Machtigkeit N, daher wegen 
5*1»6 auch \a, 6], und wegen 5* 1*61 auch [a, b) und (a, 6). 

5*2*31. Jede {abgescklossene, offene) Halbgerade hat die Machtigkeit X. 

Wegen 5*l-6 geniigt es, die Behauptung fiir offene Halbgeraden nach- 
zuweisen. Da die Halbgeraden a; > a und of da durch die eineindeutige 
Abbildung a/ = 2 a — a; in einander iibergehen und die Halbgerade a: > a 
durch die eineindeutige Abbildung a;' = a; — a in die Halbgerade a/ > 0 
ubergeht, geniigt es, die Behauptung fiir die Halbgerade a/ > 0 zu beweisen. 

Und da diese durch die eineindeutige Abbildung a;" = , ins Inter- 

val! (0, 1) ubergeht, folgt die Behauptung aus 5* 2*3. 

5«2*32. Die Menge alter reellen ZaMen hat die MdcMigkeit X. 

Deim sie geht durch die eineindeutige Abbildung- of = x — — aus der 
Halbgeraden a; > 0 hervor. 

5*2*33* Die Menge alter irraiicmalen ZaMen, die Menge alter irrationalen 
Zahlen eines Irdervaltes, einer Halbgeraden hat die Mdchtigkeit X. 

Dies folgt aus 6*2*3, 5*2*31, 5*2*32 vermdge 5*1*4 und 5*1*61. 

5*2*4. Bedeutet k eine endliche Kardinalzdhl 4= 0, so gelten die Gleichungen: 
(2-0) X+A; = X, X+Xo = X, ^.X = X, Xo.X = X, X*= = X, X^'o^X, 

Die beiden ersten Gleichungen folgen aus 5*1*6. Die dxitte folgt aus 
der Zerlegung: [0, k) = [0, 1) + [1, 2) + . . . -f [I; — 1, ^) , in der die 
Menge links und jeder Summand rechts nach 5*2.8 die Machtigkeit X 
hat. Ebenso folgt die vierte Gleichung (2*0) vermoge 5*2*31 aus der Zer- 
legung der Halbgeraden a: 0 in [0, 1) + [1, 2) + . . . -f [n — 1, n) + , . . 
Die beiden letzten Gleichungen (2-0) ergeben sich aus (vgl. 5*1*1 und die 
Rechenregeln § 4, (3*1): 

X* = (2^o)^ = 2^^® = 2^® = X; X^® = (2^®)*^® = 2^®*^® = 2^® = X . 

Die vorletzte Gleichung (2-0) besagt vermoge 4*3*21: 

5*2*41* Hat A die Mdchiigkeit X, so omch die Menge alter k^tupel am 

Ganz wie 5*1*21 beweist man vermoge der vierten Gleichung (2*0): 
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A die Mdchtigkeit 8, 50 auch die Menge aller endlicJien Kom» 

plexe a'us A. 

Die letzte Gleichung (2-0) besagt vermoge 5*1.22: 

5.243* Eod A die Mdchtigkeit K, so amh die Menge aller Fclgen aua A, 

5*2.5* let g eine natiirliche Zdhl >-1, so hat die Menge aller Systemhriiche 
der Gfundzahl g die Mdchtigkeit K. 

Die Menge aller unendlichen Systembriiche der Grundzabl g ist aquivalent 
dem Interval! (0, 1], hat also die Machtigkeit S. Nun folgt die Behauptung 
aus 5.1.43 und 5- 1-6. 

Setzt man in 5.1.22 ^ = {0, 1, . . . , — 1} , also a = , so sieht man, 

daB die Menge aller Systembriiche der Grundzabl g die Maohtigkeit 
hat. 5.2.5 besagt also: 

(2-1) g^o = 8 {g eine naturliche Zahl > 1) . 

5*2.51. Eat A die Mdchtigkeit so hat die Menge aller Folgen aus A die 
Mdchtigkeit K . 

Sei ((kn)) sine Folge natiirlicher Zahlen; wir ordnen ihr denjenigen unend- 
lichen Dualbruch E ^ zu, fiir den = 1 , — 1 » ^ 

y 

w&hrend alle anderen gp ^ 0 sind. Dies ist eine eineindeutige Abbildung 
der Menge F aller Folgen natiirlicher Zahlen auf die Menge aller unencUichen 
Dualbriiche. Nach 5*2.21 hat also F die Machtigkeit K. Damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Zufolge 5*1.22 hat die Menge aller Folgen aus einer Menge der Machtig- 
keit die Machtigkeit ; 5*2*51 besagt also : 

(2-2) = K . 

3. Die MacMgkeit 2«. Nach 4*8*5 ist 2« =t= K . Nach 4.8*3 ist 2« die 
Machtigkeit des Systemes aller Teile einer Menge der Macht^keit K, 
insbesondere also die Machtigkeit des Systemes aller Mengen reeller 
Zahlen. Aus = (2Xo)^ = 2^®^ folgt nach 5*2*4: 

(3) K^=2*^. 

Dnter einer r eellen Funktion auf A verstehen wir eine Funktion, deren 
Bereich A ist, imd firr die / (a) fiir alle as A eine reelle Zahl ist. Dann gilt: 

6*3*1 • Eat A die Mdchtigkeit X, so hat die Menge aller reeJlen FunMionen 
auf A die Mdchtigkeit 2X. 

Denn nach 4.8*2 hat diese Menge die MSchtigkeit X^, die Behauptung 
folgt also aus (3). 

Literatur zu § 5: wie zu § 4. 
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§ 6. Geordnete Mengen. 

1. Ordnende Relationen. Sei -4 eine Menge, jB eine asymmetrische, 
transitive Relation, deren Feld die Menge Aist \ C {R) = .4 (§ 4, 1) ; fur 
je zwei verschiedene Elemente x, y von A gelte eine (und wegen der Asym- 
metrie von R nur eine) der beiden Aussagen x R y R x. Dann nennen wir 
R eine ordnende Relation, oder kurz eine Ordnung von Ay und A heiBt 
eine geordnete Menge, genauer: durch R geordnet. Statt x R y schreiben 
■wkix <^y(xvoTy) oder y)> x(y nach x). Die aus ein und derselben Menge 
durch verschiedene ordnende Relationen entstehenden geordneten Mengen 
werden als verschiedene geordnete Mengen betrachtet, und sind dem- 
gemaB durch verschiedene Symbols zu bezeichnen^). 

Gleichzeitig mit einer Menge A ist auch jeder ihrer Teile geordnet. Wo 
nicht ausdrucklich das Gegenteil gesagt wird, nehmen wir immer, wenn von 
einem Teile einer geordneten Menge A die Rede ist, an, seine Elemente 
seien ebenso geordnet, wie in A. 

Ist A eine geordnete Menge, a e Ay A' ^ Ay und gilt a < a' fiir alle a' e A', 
so schreiben wir a < A\ Analog ist die Bedeutung von 4' < a und 
von A' << A". 

Gilt a' < a" < a'", so sagen wir: a" liegt zwischen a' und a'". Analog 
ist die Bedeutung von: A" liegt zwischen a' und a'", A" liegt zwischen 4' 
und 4'" usw. — Gibt es kein a" zwischen a' und a'", so sagen wir : a'" f olgt 
unmittelbar auf a' {of geht unmittelbar voran). Gibt es kein a" 
zwischen 4' und 4'", so sagen wir: 4'" folgt unmittelbar auf 4' usw. 

Liegt zwischen je zwei Elementen von 4 mindestens ein Element, so 
heiBt 4 dicht geordnet. Ist 4' £4, und liegt zwischen je zwei Ele- 
menten von 4 mindestens eines von 4', so heiBt A* dicht geordnet 
in 4. Beispiele: die Menge der der GroBe nach geordneten rationalen 
Zahlen ist dicht geordnet, ebenso die Menge der der GroBe nach geord- 
neten reellen Zahlen. Die erste ist dicht geordnet in der zweiten. 

Gibt es in 4 kein Element vor (nach) a, so heifit a erstes (letztes) Ele- 
ment von 4. 

Aus einer geordneten Menge 4 entsteht wieder eine geordnete Menge, 
indem man alle Ordnungsbeziehungen umkehrt (indem man u < a' in 
a' a verwandelt); die so geordnete Menge heiBt die Inverse von 4, in 
Zeichen 4*. 

^) Wir muBten also streng genonunen zur Bezeichnung der geordneten Mengen 
andere Symbole verwenden als zur Bezeichnung der (ungeordneten) Mengen. Es 
wird aber zu keinen MiBverstSndnissen fuhren, wenn wir auch die geordneten Mengen 
mit groBen lateinischen Buchstaben 4, J5 . . . bezeichnen. 
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2. Xhnlielie Abbildungen* Ordnungstypen. SeienA und JB geordnete 
Mengen ; eine eineindeutige Abbildung von A anf £, bei der fiir je zwei Ele- 
mente a', a" von A und ibre Bilder 5', 6 " in B die Aussagen a' < a" und 
6 ' <; b'' Equivalent sind, heiBe eine abnliche Abbildung. Gibt es eine 
ahnlicbe Abbildung von A auf J5, so heiBen A und B ahnlich, in Zeichen: 
A ^ B. Diese Ahnlichkeit zweier geordneter Mengen ist eine Gleichheits - 
relation (§ 4, 1), deren Feld das System aller geordneten Mengen ist. Es 
zerfallt also {§ 4, 1) das System aller geordneten Mengen in Teilsysteme, so 
daB je zwei Mengen desselben Teilsystemes abnlich, je zwei Mengen ver- 
schiedener Teilsysteme nicht ahnlich sind. Jedem dieser Teilsysteme 
denken wir uns ein Symbol zugeordnet, das wir als den Ordnungstypus^) 
jeder diesem Tedsysteme angehorenden geordneten Menge bezeichnen. Es 
baben zwei geordnete Mengen dann und nur dann denselben Ordnungs- 
typus, wenn sie abnlicb sind. Wir bezeicbnen Ordnungstypen mit kleinen 
griecbiscben Bucbstaben. Ist a der Ordnungstypus von A, so wird der 
Ordnungstypus der Inversen A* mit a* bezeicbnet (der zu a inverse 
Ordnungstypus) . 

Abnlicbe Mengen sind aucb Equivalent ; Mengen von gleichem Ordnungs- 
typus a baben also aucb gleicbe MScbtigkeit ; man nennt sie : die Macbtig- 
keit des Ordnungstypus a. Die Ordnungstypen abzablbarer Mengen 
beiBen aucb abzEblbare Ordnungstypen. 

Seien A und B zwei geordnete endlicbe Mengen gleicber Kardinalzabl n, 
Sie seien gegeben durcb << Og < . . . < , bzw. 6 ^ < 62 <...*< . 

Ordnet man und bi einander zu (t = 1 , 2, . , so siebt man, daB 
A und B Ebnlicb sind. Also : alle geordneten endlicben Mengen gleicber 
Kardinalzabl baben denselben Ordnungstypus. Er kann also, ohne daB 
MiBverstEndnisse zu befiircbten wEren, mit demselben Symbole n be- 
zeicbnet werden, wie diese Kardinalzabl^). Fiir unendlicbe Mengen trifft 
dies, wie wir sogleicb an mannigfacben Beispielen seben werden, nicht zu. 

BEat eine Menge vom Ordnungstypus a ein erstes (letztes) Element, so 
gilt dies von alien solchen Mengen; wir sagen dann: a ist ein Ordnungs- 
typus mit erstem (letztem) Element. Analog bezeicbnen wir den 
Ordnungstypus einer dicbt geordneten Menge als einen die b ten Ord- 
nungstypus. 

Den Ordnungstypus der Menge der der GrdBe nacb geordneten natiirlicben 
Zahlen bezeicbnen wir mit m. Es ist ein Typus mit erstem, aber ohne letztes 


^) Als „Ord i n a lzahlen** werden nnr spezielle Ordnungstypen bezeicbnet (§7, 3). 
*) Insbesondere schreiben wir der leeren Menge den Ordnungstypus 0, den aus 
einem einzigen Element bestebenden Mengen den Ordnungstypus 1 zu. 
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Element. Sein inverser ca* ist umgekehrt ein Typus mit letztem, ohne erstes 
Element. Also ist co* =(= cu. Hier haben wir schon ein Beispiel zweier ver- 
schiedener Ordnungstypen gleicher Machtigkeit. 

3. Addition von Ordnungstypen. Was die Verknupfungen von 
Ordnungstypen anlangt, so begniigen wir uns, die Addition zweier (und 
damit endlich vieler) Ordnungstypen zu definieren. Seien A und B fremde, 
geordnete Mengen mit den Ordnungstypen a und p. Wir machen A + B 
zu einer geordneten Menge durch die Vorschrift: ist aeA, a' e A und 
a a' in A', so soli auch a a' in A B sein; analog fiir be By b' e B; 
ist hingegen a e A, be By so soli a < 6 in A + J5 sein, Unter a + ver- 
stehen wir den Ordnungstypus der so geordneten Menge A B, (Das ist 
eine zulassige Definition, da bei dieser Ordnung der Summenmenge aus 
A A' y B B' folgt: A + B A' + B'). Diese Addition ist offenbar 
assoziativ; sie ist aber nicht kommutativ, Z. B. ist offenbar 1 + m 
wahrend co -f* 1 ©in Ordnungstypus mit letztem Element, also 4= <o ist. 
Wir bemerken noch, daB a>* + co der Ordnungstypus der Menge der der 
GrdBe nach geordneten ganzen Zahlen (= 0) ist, 

4. Der Ordnungsiypus Wir haben in m, m*, m + !> tw* + n) vier 
Beispiele verschiedener abzahlbarer Ordnungstypen vor uns. Ein weiteres 
Beispiel liefert der Ordnungstypus der Menge der der GrOBe nach geord- 
neten rationalen Zahlen; er ist ein Typus ohne erstes und letztes Element 
und, zum Unterschiede von den eben genannten, dicht. Durch diese Eigen- 
schaften ist 7] vollig charakterisiert; denn es gilt: 

64*1. rj ist der einzige abzdhlbare, dichte Ordnungstypus ohne erstes und 
letztes Element. 

Seien in der Tat A und B geordnete Mengen, beide abzahlbar, dicht ge- 
ordnet, ohne erstes und letztes Element; wir haben zu zeigen: A B. Da 
die Mengen A und B abzahlbar unendlioh sind, konnen ihre Elemente den 
nat^lichen Zahlen zugeordnet werden^) : 

(4) Oj, 03 ,..., a„, ... 

(4*1) , 62 , b^, .... y b„ , . , . 

Um eine ahnliche Abbildung von A auf B herzustellen, bilden wir 0 ^ auf b^ ab, 
und setzen o^ — o^, 6^ “ 6^ ; sodann bilden wir 63 = auf das in der Folge 
(4) zuerst kommende Element ab, das zu dieselbe Ordnungsbeziehung 


Die gegebene Ordnung der Elemente in A und B ist natUrlich eine ganz andere 
als in (4) und (4*1). 
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hat, wie 6^ zu 6^ (d.h. <^a^, wenn 6^ c^b^; a^)> a^, weim 62> h^)\ so- 

d ann bezeichnen wir mit a® das in (4) znerst kommende, von und a® ver- 
schiedene Element, und bilden es auf das in (4-1) zuerst kommende Ele- 
ment 6® ab, das zu W- und 6® dieselben Ordnungsbeziehungen hat, wie a® 
zu und a® (6® < 6^ oder 6® > 6^, je nachdem a® < a?- oder a® > a^; 6® < 6® 
Oder 6® > 6®, je nachdem a® < a® oder a® > a®). Sodann bezeichnen wir mit 

das in (4-1) zuerst kommende, von 6^, 6®, 6® verschiedene Element, und 
bilden es auf das in (4) zuerst kommende Element ab, das zu a^, a®, a® 
dieselben Ordnungsbeziehungen hat, wie b^ zu 6^, 6®, ^®, usf. (wobei immer 
abwechselnd von (4) und (4-1) auszugehen ist); dieses Verfahren ist unbe- 
grenzt fortsetzbar, weil es in A und B kein erstes und letztes Element gibt 
und zwischen je zwei Elementen immer nooh andere liegen. So erhalten wir 
tatsachlich eine ahnliche Abbildung von A auf B, d. h. A ^ jB, w. z. b. w. 

In 6-4-1 ist enthalten: 

6*4*1 1. Die Menge der der Grope nach gecrdneten rationalen Zahlen eines 
offenen Intermixes (einer offenen Ealbgeraden) hat den Ordnungstypus rj, 

6*4*12. Die Menge der der Grope nach geordneten endlichen Systembriiche 
=^= 0 der Grundzahl g hat den Ordnungstypus rj, 

6*4*2. In einer Menge B vom Ordnungstypus y) gibt es zu jedem abzdhl- 
baren Ordnungstypus a einen Teil B' vom Ordnungstypus a. 

Dies ist trivial, wenn a ein endlicher Ordnungstypus. Wir nehmen also 
sogleich an, a sei ein abzahlbar unendlicher Ordnungstypus. Sei A eine 
Menge vom Ordnungstypus a. Seien wieder (4) und (4-1) die Elements 
von A und B. Wir setzen b^ = 6^, bezeichnen sodann mit 6® das in 14*1) 
zuerst kommende Element, das zu 6^ dieselbe Ordnungsbeziehung hat, 
wie a 2 zu o^; sodann mit 6® das in (4*1) zuerst kommende Element, das 
zu und 6® dieselben Ordnungsbeziehungen hat, wie % zu und a^ usf. 
Der von den Elementen 6^, 6®, . . . , 6*', . . . gebildete Teil B' von B hat 
dann den Ordnungstypus a. 

Aus 6*4*2 folgt; 

6*4*21. Ist a ein abmhlbarer Ordnungstypus, so gibt es eine Menge ratio- 
nakr Zahlen, die — der Grope nach geordnet — den Ordnungstypus a hat. 

5. Der Ordnungstypus 1. Sei A eine geordnete Menge ; ist A = A' + A'', 
A' A" 3 A' A" = A, A' << A", so heiBt das Paar (A', A") ein 
Schnitt in A. Gibt es weder in A* ein letztes, noch in A" ein erstes Element, 
so heiBt der Schnitt ein Lilckensohnitt in A. Eine dicht geordnete Menge, 
in der es keine Lilckenschnitte gibt, heiBt stetig geordnet, ihr Ordnungs- 
typus heiBt ein stetiger Ordnungstypus. Dfe Menge der (der GrSfie 
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nach geordneten) reellen Zahlen, eb.enso jede (abgeschlossene, offene) EEalb- 
gerade, jedes (abgeschlossene, offene, halboffene) Intervall sind stetig ge- 
ordnete Mengen. 

Den Ordnungstypus der Menge der der GroBe nach geordneten reellen 
Zahlen nennen wir L 

6*S4. Jede stetig geordnete Menge A ohne erstes und letztes Element, die 
einen abzdhlbar unendlichen, in A dichi geordneten Teil B hat, hat den Ord- 
nungsty'pus A, und es gibt eine aJmLiche Abbildung von A auf die Menge der 
reellen Zahlen, dutch die die Menge B auf die Menge der rationaten Zahlen 
abgebildet wird, 

Sei X die (der GroBe nach geordnete) Menge der reellen Zahlen; wir 
haben zu zeigen d ^ X. Da es offenbar in B kein erstes und kein letztes 
Element gibt, hat nach den Ordnungstypus rj’, es gibt also eine 
ahnliche Abbildung / der Menge B der rationalen Zahlen auf J5; das dabei 
der rationalen Zahl r entsprechende Element von B heiBe b^, Sei nun x 
eine beliebige reelle Zahl und i?' die Menge aller rationalen Zahlen < x, 
die Menge aller rationalen Zahlen ^ x, und seien B*^ und B'f. die durch die 
Abbildung / aus und R'f, hervorgehenden Teile von B, Wir bezeichnen 
nun mit die Menge aller as A, txjl denen es ein 6 a mit a < 6 gibt, und 
setzen A'J = A — dann ist A'^ << A" und S A'^, B'f, Q A'f., also 
A1DA,A^' 3 A;somitist (A'^,A^^)einSohnittinA. Da es nach Definition 
zu jedem aeA'^ ein 6 e mit a << 6 gibt und B'^ £ A'^ ist, gibt es in A'^ kein 
letztes Element, und weil A stetig geordnet, gibt es somit in A^' ein erstes 
Element; wir bezeichnen es mit und ordnen es der Zahl x zu. Dadurch 
ist eine Abbildung g von X auf einen Teil A* von A definiert: g (x) = a^ ; 
offenbar ist gr (r) = 6^ fiir aJle rationalen r; die Abbildung g bildet also 
die Menge der rationalen Zahlen auf B ab. Wir zeigen, daB die 
Abbildung g ahnlich ist. Sei x^eX, x^eX, a^^Cx^; dann gibt es ein 
re 22, so daB x^KrKx^; dann ist r e 22'^^ also bfSB^'^ also auoh 
bj. e A'^ A^ ; mithin gilt a^^b^, a^^ > b^ , also a^,^ < a^^ , d. h. die Ab- 
bildung g von X auf A* ist ahnlich : A* X. Wir haben also nur mehr zu 
zeigen, daB A*=A, unddaA*£ A, genugt es zu zeigen, daB A £ A* Sei 
a e A, und sei B* die Menge aller hsB mit 6 a und .B" = B — B' ; da a 
weder erstes noch letztes Element von A, und B dicht geordnet in A, ist 
B' 3 A, B" 3 A, und in B' gibt es kein letztes Element; seien B' und 22" 
die vermoge der Abbildung / den Mengen B' und B" entsprechenden Teile 
von 22 ; dann gibt es in B' kein letztes Element, und (B', B") ist ein Schmtt 
in B ; es gibt also eine reelle Zahl x, so daB x^r fur alle r eW und x 
fur alle tbR*^\ also ist B' = 22^, B" = Sf,, also auoh B' = B^, B" = B^. 
Daraus aber folgt a ^ a^^^ denn ware a a^, so gabe es ein b e B, so daB 
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a <6 dann aber ware (= was umnbglich, und 

ebenso sieht man, daB nicht sein kann. Also ist a = und mithin 

a £ A*, Aus aeA folgt also a € A*, d. h. es ist A ^ A*, w. z. b. w. 

Aus 6«5*1 folgt: 

6*5*11* Menge der der Grofie mch geordneten Zahlen einer offenen 
Halbgeraden, eines offenen Iniervalles hat den Ordnungstypits L 

Literatur zu § 6: wie zu § 4. Femer: C. Kluratowski, Fund. math. 2 (1921) 
S. 161; W. Sierpiilski, Fund. math. 2 (1921) S. 199; A. Fraenkel, Fund, 
math. 7 (1926) S. 308; Joum. f. Math. 165 (1926) S. 129; B. V. Huntington, 
Ann. of Math. (2) 6 (1906) S. 161; (2) 7 (1906) S. 16. 

§ 7. Die wohlgeordneten Mengen. 

1. Wohlgeordnete Mengen* Eine geordnete Menge heiBt wohlge- 
ordnet, wenn jeder ihrer nicht leeren Teile ein erstes Element hat. 
Die leere Menge, jede geordnete endliche Menge, jede Menge vom Grd- 
nungstypus a> ist wohlgeordnet ; hingegen ist eine Menge vom Ordnungs- 
typus CD*, CD* + co,rj nicht wohlgeordnet. Aus der Definition folgt un- 
mittelbar : 

7*1*1. Jeder Teil einer wohlgeordneten Menge ist wohlgeordnet, 

7'1*2. Ist A wohlgeordnet, aeA, und gibt es ein b eA, so dafi a <^b, so 
gibt es in A ein unmittelbar auf a folgendes Element, 

Denn die Menge der auf a folgenden Elemente bildet einen nicht leeren 
Teil von A, der somit ein erstes Element besitzt. 

7.121. Ist A wohlgeordnet, A' £ A, und gibt es ein b e A, so da^ A' -< b, 
so gibt es in A ein unmittelbar auf A' folgendes Element, 

Denn die Menge der auf A' folgenden Elemente von A ist nicht leer, be- 
sitzt somit ein erstes Element. 

7-1.3. Ist die wohlgeordnete Menge A dhnlich abgebildet auf einen ihrer 
Teile, und ist dabei a' das Bild von a, so kann nicht a' a sein, 

Denn angenommen, es gabe ein as A, fur dessen Bild a* a gilt. Die 
Menge A* aller solchen a ist dann nicht leer, besitzt also ein erstes Ele- 
ment a^; fur das Bild von a^ gilt dann: aj daraus folgt fiir das 

Bild Uq von (wegen der Ahnlichkeit der Abbildung) : a^ << a^. Es ware 
also auch a^eA*, im Widerspruche damit, daB a^ erstes Element von A* 
und a^ << dQ. 

7*1.4. Damit die Menge A loohlgeordnet sei, ist notwendig und hinreichend, 
dap es in ihr heine Folge ((a„)) von Elementen mit a^^^ << a„ gebe. 

Notwendig: Gibt es in A eine solche Folge ((a„)), so bdden die Elemente 
a^ einen Teil von A ohne erstes Element. Hinreichend: Ist A moht wohl- 
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geordnet, so gibt es eine Menge A* ohne erstes Element, so dafi AQA' QA. 
1st a^ a A\ so gibt es dann ein Og a A', so dafi sodann ein a A', 

so dafi Os <; ^2 

2. Abschnitte. 1st A wohlgeordnet und as A, so beifit derdurcb x<^a 
definierte Teil von A der Abscbnitt von a (in A), in Zeichen A (a). 1st 
a* <a, also a' a A {a), so ist der Abscbnitt von a' in A (a) gleiobzeitig der 
Abscbnitt von a' in A. Ist a das erste Element von A, so ist A (a) = A, 

7*2*1. Eine wohlgeordnete Menge ist Jceinem ihrer AbschniUe dhrdich, 

Denn bei einer abnbchen Abbildung von A auf A (a) wiirde a auf ein 
Element a' a A (a) abgebildet, es ware also entgegen 7-1* 3. 

7-2*ll. Zwei verachiedene AbschniUe einer wohlgeordneten Menge sind nicht 
dhnt/ich* 

Denn sind A (a), A (a') Abscbnitte von A, und ist a'<,a, so ist A (a'} 
Abscbnitt von A (a), und die Bebauptung folgt aus 7*2«1. 

7-2*2. Sind A und B woMgeardnet, und gibt es zu jedem AbschniUe von A 
einen dhnlichen AbschniU von B und umgehehrt, so ist A ^ B. 

Nacb 7-2-11 gibt es zu jedem Abscbnitte von A aucb nur einen abn- 
bcben Abscbnitt von B und umgekebrt. Ordnen wir also ein Element as A 
und ein Element be B einander zu, wenn A (a) ^ B (6), so ist dies eine 
eineindeutige Abbildung von A auf B, Es ist nocb zu zeigen, dafi diese Ab- 
bildung abnlicb ist, d. b. wir baben zu zeigen: Ist A (a)^ B (6), A {a^) 
^ B (b') und a* < a, so ist aucb b' <b. Da A (a) B ip) und a' C a, gibt es 
ein b" a B (6), so dafi A (a')=^ B (6"); weil aucb A (a')=^ B ip'), ist dann 
B (b") ^ B (60 , also nacb 7.2.11 : 6" = 6' ; wegen b" a B ip) ist 6"< 6 , also 
aucb h'<^ b, w. z. b. w. 

7* 2* 21* Sind A und B wohlgeordnet und gibt es in A einen Abscbnitt, 
der keinem AbschniUe von B dhnlich ist, so ist B dhnlich einem Ab- 
schnitte von A. 

Nacb Annabme ist die Menge A* aller as A, zn deren Abscbnitte A (a) 
es keinen ahnbcben Abscbnitt von B gibt, ^ A; da A wohlgeordnet, ent- 
balt A* ein erstes Element a*. Zu jedem Abscbnitte von A (a*) gibt es nun 
einen abnJicben Abscbnitt von B, Wir zeigen, dafi es aucb umgekebrt zu 
jedem Abscbnitte von B einen abnlicben Abscbnitt von A (a*) gibt. Anderen- 
falls gabe es unter den Elementen baB, deren Abscbnitt B (b) keinem 
Abscbnitte von A (a*) abnlich ist, ein erstes 6* ; ist dann be B und 6 )> 6*, so 
ist aucb B (b) keinem Abscbnitte von A (a*) abnlicb ; die den Abscbnitten von 
A (a*) abnlicben Abscbnitte von B sind also aucb Abscbnitte von J5(6*), imd 
es ist somit jeder Abscbnitt von A (a*) abnbch einem Abscbnitt vonB(6*), 
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jeder Abschnitt von B {b*) ahnlich einem Abschnitte von A (a*) ; nach 7.2.2 
ware aber dann A (a*) ^ B (b*), entgegen der Definition von a*. — Es ist also 
jeder Abschnitt von B ahnlich einem Abschnitte von A (a*), und da auch 
jeder Abschnitt von A (a*) ahnlich einem Abschnitte von B war, ist nach 
7.2*2 A (a*)^ B, wie behanptet. 

7*2*3. Bind A und B wohlgeordnet, so trifft eine und nur sinA der dreifoU 
genden Mdglichkeiten zu: 1, A B ; 2. B ist ahnlich eimm Abschnitte ‘con A ; 
S, A ist ahnlich einem Abschnitte von B, 

Denn entweder gibt es zn jedem Abschnitte von A einen ahnlichen Ab- 
schnitt von B und umgekehrt, dann ist jB nach 7.2.2; oder es gibt 
in A einen Abschnitt, der keinem Abschnitt von B ahnlich ist, dann ist B 
ahnlich einem Abschnitte von A nach 7*2*21; oder es gibt in B einen 
Abschnitt, der keinem Abschnitt von A ahnlich ist, dann ist nach 7*2*21 
A ahnlich einem Abschnitte von B. — Und daB nur eine der drei Mdg- 
lichkeiten 1., 2., 3. eintreten kann, folgt aus 7.2*1. 

3. Ordinalzahlen. Die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen 
werden als Ordinalzahlen bezeichnet. Die Ordnungstypen 0, 1, 2, , 

71 , . . . der geordneten endlichen Mengen, der Ordnungstypus a> sind also 
Ordinalzahlen (nicht aber u)*, ft)*+ m, rj. A). 

Die Summe zweier Ordinalzahlen ist eine Ordinalzahl ; denn sind A und B 
fremde wohlgeordnete Mengen, und ordnet man A+ dies bei der 

Definition der Summe zweier Ordnungstypen (§ 6, 3) geschah, so ist auch 
A+ B wohlgeordnet. 

Seien a und ^ die Ordinalzahlen der wohlgeordneten Mengen A und B; 
wir definieren: a < (oder > a), wenn A almlich einem Abschnitte von B, 
Nach 7*2.8 gilt dann fur je zwei Ordinalzahlen a, ^ eine und nur eine der 
drei Belationen a == a < j?, jS < a, und aus P <Sy folgt a 4* < oc + y* 

Offenbar ist die Relation < transitiv. Damit sind die Ordinalzahlen der 
GroBe nach geordnet. Auf Grund dieser Definition ist 0 die kleinste Or- 
dinalzahl, (0 die kleinste nicht endliche (transfinite) Ordinalzahl. Es be- 
deutet im folgenden stets W(ex) die (der GrdBe nach geordnete) Menge aller 
Ordinalzahlen, die < a sind. 

7*34. Ist a eine Ordinalzahl, so ist die derGrofie nach geordnete Menge W(oc) 
oiler Ordinalzahlen f < a toohlgeordnet, und es ist cc die Ordinalzahl von 

wm. 

Dieser Satz besagt, daB die (endlichen und tr^oisfiniten) Ordinalzahlen << a 
ebenso znm „Nii]n6rieren** der Elemente einer wohlgeordneten Menge der Ordinal- 
zahl a verwendet werden kdnnen, wie die endlichen Ordinalzahlen 0, 1, 2, • • % n — 1 
znm Numerieren der Elemente einer Menge Ton n Elementen. 
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Sei in der Tat A eine wohlgeordnete Menge der Ordinalzahl a; nach Defi- 
nition der Relation < gibt es dann zu jedem f e W{a) ein (undnach 7*2*H 
nnr ein) a e A, dessen Abscbnitt A (a) die Ordinalzabl f hat. Ordnen wir 
jedem ^ eW{(x) dieses Element a von A zu, so haben wir eine ahnliche 
Abbildung von W(ol) auf A, d. h. auch W(ai) hat die Ordinalzahl a. 

7-3*2* Jede Mmge der Qrope nach geordneter OrdirudzoMen ist tvoklgeordriet. 

Sei in der Tat M eine Menge von Ordinalzahlen und A (2 Al' wir 
haben zu zeigen: unter den Ordinalzahlen Is Jf' gibt es eine kleinste. 
Sei a £ Jf' ; ist dann a nicht selbst kleinste in AT', so ist M' Tf (a) xmd 
nach 7*8*1 und 7*1*1 wohlgeordnet ; also gibt es in M' W((x) eine kleinste 
Ordinalzahl, die auch kleinste in M' ist. 

7*3«3* Ist A wohlgeordnet. A' g und sind cl, a' die Ordinalzahlen von 
A, A', so ist cff ^ a. 

In der Tat, ware a' > a, so gabe es eine ahnliche Abbildung von A auf 
einen Abschnitt A' (a) von A'; bei dieser Abbildung wiirde das Element 
a von A abgebildet auf ein Element a' von A' (a) ; es ware also a' < a, ent- 
gegen 7*1*8. 

7*3*4* Zu jeder Ordinalzahl cl gibt es eine unmitteLbar folgende, ndmlich 
a + 1. 

Nach 7*8*1 hat die Menge W (cl) die Ordinalzahl a. Die Menge Y, die 
aus W (a) durch Hinzufugung von a entsteht, hat daher, der Gr6Be nach 
geordnet, die Ordinalzahl a + 1 (§ b, 3), Da W (a) ein Abschnitt von F ist, 
ist a < a 4- 1. Da jeder Abschnitt von 7 entweder W (a) oder ein Ab- 
schnitt von TF (a) ist, ist jede Ordinalzahl, die < a + 1 Ist, auch ^ a. Also 
folgt a + 1 unmittelbar auf a. 

7341. Zu jeder Menge A von OrdincdzaMen gibt es eine unrniUelbar 
folgende^). 

Die Menge R = S (TF(a) +{a}) ist wohlgeordnet, nach 7*8*2. Sei P die 

aeA 

Ordinalzahl von B; wir behaupten: es ist die gesuchte. In der Tat, ist as A, 
so ist TF(a) ein Abschnitt von B, also nach 7*8*1 : a < jS. Wir haben noch zu 
zeigen : ist p'<. p, so gibt es ein a £ A, so daB P' ^ cl, Sei also p'<, p ; dann 
ist p' die Ordinalzahl eines Abschnittes B (f ) von B, Nach Definition von 
B gibt es ein as A, so daB f £ TF(a) + {a}, und mithin f ^ a; wegen 
f £TF(a) +{a} und lF(a) +{a} folgt aus f f auch eB; also ist 
R(|) = }F(f), somit nach 7*8*1: f ; wegen f ^ a ist also auch 

P' ^ CL, w. z. b. w. 

Daraiis folgt, daB es eine „Meng6 aller Ord i n a lz ah len** ziioht geben kann. 
Anders gesproohen: kein Orondbereich (§ 2) kann alle Ordinalzahlen enthalten. 



38 


I. Kapitel. Grundbegriffe der allgemeinen Mengenlehre. 


Die Satze 7*3*4 lehren, wie man snkzessive immer groBere 

Ordiilalzablen bilden kann, ohne dabei jemals eine auszulassen. Sei M die 
Menge der bereits gebildeten Ordinakahlen, wobei keine ausgelassen sei 
(d. h. ist ^ £ M, und ^ < fi, so auch f e M). Die naohstfolgende ist dann 
nach 7 . 3*1 nichts anderes als die Ordinalzahl von M, Die erste auf alle 
endlicben Ordinalzahlen folgende ist o). Die nacbstfolgenden sind co + 1, 
(y 2, . . w + n., . . . ; die auf alle diese folgende Ordinalzahl wird mit 
ct) . 2 bezeichnet ; es folgen o) . 2 + 1, co . 2 + 2, . . . co . 2 + w., . . . ; die 
naohstfolgende wird mit w . 3 bezeichnet usf . Man gelangt so zu Ordinal- 
zahlen der Form co ,h -\-n. Die auf alle diese folgende wird mit (o^ bezeich- 
net, und man kommt so zu Ordinalzahlen der Form -f- . . . 

-f- 0 ) . Oi^i + , wo Z, ttQ, Oj , . . , , endliche Ordinalzahlen bedeuten. Die 

auf alle diese folgende wird mit bezeichnet, Naher woUen wir auf die 
Bezeichnungsweise und die Arithmetik der Ordinalzahlen nicht eingehen. 

Wir unterscheiden die Ordinalzahlen in isolierte Zahlen und Grenz- 
zahlen. Isolierte Zahlen sind alle diejenigen, zu denen es eine unmittelbar 
vorhergehende gibt (also alle endlichen Zahlen =f= 0, femer z. B. co + 

0 ) + 2, usw.), Grenzzahlen sind alle iibrigen (z. B, 0, o), co . 2, cu^, of*). 
Ist a eine isolierte Zahl, so bezeichnen wir die unmittelbar vorhergehende 
mit a — 1. 

4. Transfinite Induktion. Dieselbe Rolle, die in der Reihe der natur- 
liohen Zahlen der Satz von der „vollstandigen Induktion** (der „SchluB 
von n auf n + spielt, spielt in der Ijehre von den transfiniten Ordinal- 
zahlen der Satz von der transfiniten Induktion: 

JSeien ocq < zwei Ordirudmhlm und M eine Menge von Ordinal- 
zahlen mit folgenden Eigenschaften: 2. ist Se M fiir oco ^ f < a 

< o^, so ist auch as M. Dann gilt as M fur ao ^ a < oc^. 

Angenommen in der Tat, es gabe eine Ordinalzahl j?, so daB Oq ^ 
und In der wohlgeordneten Menge aller der Ungleichung olq ^ S 

^ p genugenden Ordinalzahlen mit f ^ £ if muB es dann eine kleinste Pq 
geben; wegen 1. ist Po> nun gilt f £ if fur <Pq; wegen 2. miiBte 

also auch p^sM gelten, entgegen der Definition von Pq . 

Offenbar kann 7*4.1 auch in folgender Form ausgesprochen werden: 

7*4:*11, Seien olq < zwei Ordinalzahlen und M eine Menge von Ordinal- 
zahlen mit folgenden Eigenschaften: 1. a^sM; 2. ist a eine isolierte Zahl 

> ao und <ai und ist a — I sM, so ist auch aeM; 3. ist a eine Grenzzahl 

> ao und < und ist ^sM fur ao ^ f < a, so ist auch as M. Dann giU 
a sM fur ^a< a^. 

Auf 7*4.1 beruht der Beweis durch transfinite Induktion: 
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7442. Urn zu beweisen^ dap ein von einer beliebigen Ordinalzahl a 
handelnder Satz q> (a) fur jede Ordinalzahl a ^ ao gilty geniigt es zu zeigen : 

9 W 9 (f) ao ^ f < a, 50 gilt cp (a). 

Sei P eine beliebige Ordinalzahl; man setze in 7*4*1 + 1 und 

verstehe unter M die Menge aller der XJngleichung Oq ^ f < aj geniigenden 
Ordinalzahlen, fiir die q) (f) gilt. Nach 7.4*1 ist dann p s M, d, h. <p (P) 
gilt, w. z. b. w. 

Genau so erkennt man: Um fiir jede Ordinalzahl a ^ zu defi- 
nieren, geniigt es: 1. zu definieren, und 2. unter der Annahme, a^ sei 
fiir ao ^ f < a schon definiert, a^ zu definieren (Definition durch trans- 
finite Induktion). 

Als Beispiel beweisen wir durch transfinite Induktion: 

74*2. Jede Ordinalzahl a ist auf e.ine und nur eine Weise in der Form dar- 
stellbar: ol = rj + n, wo rj eine Grenzzahl und n eine erdliche Ordinalzahl, 

1. Die Behauptung ist offenkundig richtig fiir a= 0. 2. Angenommen 
die Behauptung sei richtig fiir alle f < a. Ist dann a eine isolierte 
Zahl, so gilt sie fiir a — 1; d.h.a — 1 ist auf eine und nur eine Weise 
in der Form ^ darstellbar; dann aber ist a = ?; + (w + 1), also 
ist auch a in der behaupteten Form darstellbar ; und es kann keine zweite 
Darstellung dieser Form geben; derm aus a == ?;' -f ti' folgt zunachst 
n/ > 0, da a keine Grenzzahl; sodann folgt a — 1 = rj' + — 1), also 

nach Annahme tf =7],n' — 1 = ti, d. h. n' = + 1- 1st hingegen a Grenz- 

zahl, so gibt es fiir a genau eine Darstellung der Form r] n, namlich 
rj =z OL, n = 0. 

Auf Grund von 7.4.2 unterscheiden wir die Ordinalzahlen a in gerade 
und ungerade, je nachdem in der Darstellung a = >; + von 7.4.2 
die endliche Ordinalzahl n gerade oder ungerade ist. Jede Grenzzahl ist 
dann eine gerade Zahl (w = 0). 

Literatur zu § 7: wie zu § 4. 

§ 8. Die Vergleichung der Machtigkeiten. 

1. Der Wohlordnungssatz. Wir woUen nun zeigen, dafi jede Menge 
Equivalent einer wohlgeordneten Menge ist. Sei A eine beliebige nicht leere 
Menge, ® das System ihrer nicht leeren Teile. Wir denken uns eine Auswahl 
aus K gegeben (§ 2, 2), d. h. jedem nicht leeren Teile C von A sei eines 
seiner Elemente zugeordnet; es heiBe das ausgezeichnete Element 
von C, Diese Auswahl aus ^ denken wir uns im folgenden festgehalten. 
Mit W(p) bezeichnen wir die Menge der Ordinalzahlen S < P- Eine 
eineindeutige Abbildung von W(p) auf einen Teil B von A heiBe erne 
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ordinale Abbildung, wenn sie folgende Eigenschaft hat: ist das Bild 
von pr(f) (f < )?), so ist das Bild von f das ausgezeichnete Element von 
A — Bf. Das Element as A heifie ein ordinales Bild von f , wenn es 
ein /S > f und eine ordinale Abbildung von W{P) auf einen Teil von A gibt, 
bei der a das Bild von f ist. Daraus folgt unmittelbar: 

Besitzt die Ordinalmhl S ordinales Bild, so avdh jede Ordinal- 

zaJil <l 

Zn einer OrdinalzaM a gibl es hochstens ein ordinales Bild, 

Wir beweisen das durch transfinite Induktion (7*4*12). Die Behauptung 
ist richtig ftir oc = 0 ; denn bei jeder ordinalen Abbildung von W(fi) (/5 > 0) 
ist — zufolge Definition der ordinalen Abbildung — das Bild von 0 das 
ausgezeichnete Element von A A = A. Angenommen die Behauptung 
sei richtig f iir alle ^ < a ; bezeichnet dann B^ die Menge der ordinalen Bilder 
aller f < a, so muB bei jeder ordinalen Abbildung von W{p) a) das 
Bild von a das ausgezeichnete Element von A B^^^ sein. 

84*12. Ist oL^= of und sind a^, a^, ordinale Bilder von oc bzw, a', so ist 
auch 4= Cg^,. 

Sei etwa <xf>(x.; da a' ein ordinales Bild besitzt, gibt es ein ^>a' 
und eine ordinale Abbildung von Wffi), bei der Bild von a' ist. Wegen 
a<<d<p und wegen ist bei dieser Abbildung Bild von a; und 

da jede ordinale Abbildung eineindeutig ist, folgt die Behauptung. 
84*13« Jedes Element von A ist ordinales Bild einer OrdinalzaM, 

Sei M die Menge der Ordinalzahlen, die ein ordinales Bild besitzen; nach 
7«8«41 gibt es eine auf M unmittelbar folgende Ordinalzahl y, Nach 8*1«1 
und 8«1*11 hat jede Ordinalzahl f < y ein und nxir ein ordinales Bild a^, 
Ordnen wir jedem f < y sein ordinales BUd zu, so ist dadurch eine 
nach 8«1*12 eineindeutige Abbildung von W (y) auf einen Teil A* von 
A gegeben, die offenbar eine ordinale Abbildung ist. Wir haben zu 
zeigen: A — A* = d. Ware A — A* 3 so gabe es ein ausgezeichnetes 
Element o* von A — A*. Ordnen wir nun jeder Ordinalzahl f < y ihr 
ordinales Bild und der Ordinalzahl y das Element a* zu, so hatten 
wir eine ordinale Abbildung von W (y + 1) auf A* + {a*}, und es ware 
somit a* ordinales Bild von y, entgegen der Definition von y. Also ist 
A — A* = A, w. z. b. w. 

8»1»2« Zu jeder Menge A gibt es eine dquivalente wohlgeordnete Menge, 
Sei wieder y die kleinste Ordinalzahl, die kein ordinales Bild besitzt. Qrd- 
nen wir jeder Ordinalzahl f < y ihr ordinales Bild zu, so ist dies nach 
8«1«18 eine AbbUdung von W (y) auf A, die nach 8*1»12 eineindeutig 
ist; also ist A IT (y); da (y) nach 7*8*1 wohlgeordnet ist, ist 8*1*2 
belidastn. 
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Damit ist auch gezeigt: 

Ist A eine beliebige Menge, so gibt es eine Ordinalzahl y, so dafi die 
Elemefite von A mit (f < y) bezeichnet werden Icdnnen. 

Man driickt die Satze 8«1*2 , 8* 1*21 oft kurz so aus: Jede Menge -4 
kann wohlgeordnet werden. 

Literatur: Der Satz, daB jede Menge wohlgeordnet werden kann, war von 
G. Cantor vermutet worden; er wurde zuerst bewiesen von E. Zermelo, Math. 
Ann. 69 (1904) S. 614; 65 (1908) S. 107. 

2. Vergleichung Ton Machtigkeiten. Um zwei Machtigkeiten ihrer 
Grofie nach vergleichen zu konnen, beweisen wir znnachst den Satz: 

8»2»1. Ist A '^G und Ar^C^ so ist auch A ^ B. 

Naoh 8- 1*2 gibt es eine zu A aquivalente wohlgeordnete Menge A'; 
bei einer eineindeutigen Abbildung von A auf A' gehen B und C liber in 
Mengen B' und G', fixr die gilt: A' ^B' ^ C' und A' und da 4. ^ A', 
B B\ geniigt es, zu zeigen: A' ^ B\ Schreiben wir wieder 4, B, C statt 
4', B', C\ so konnen wir also von vornherein 4 als wohlgeordnet an- 
nehmen; nach 7*1*1 sind dann auch B und C wohlgeordnet. Ware die 
Behauptung nicht richtig, so gabe es nach 7*8-2 unter den wohlgeordneten 
Mengen 4, fur die sie nicht gilt, eine solche von kleinstmoglicher Ordinal- 
zahl a. Sind p, y die Qrdinalzahlen von B und G, so ist nach 7*8*8 y 
^ a. Da4^G, gibt es eine eineindeutige Abbhdung von 4 auf G; 
sie fiihre B iiber in B* und G in G*; dann ist B^B*, G<^G*, und aus 

2-^2^ folgt: G 2^* ^0*1 jedoch kann nicht C^B* sein, da aus 
G J?*, G ^ 4, B^B* folgen wurde : A r^B, entgegen der Annahme. Es 
ist also G 2-®* G^G*, aber nicht C^B*', zufolge der Definition 

von a als der kleinstmoglichen Ordinalzahl, zu der es eine wohlgeordnete 
Menge gibt, fur die die Behauptung nicht gilt, kann also nicht 7 <a 
sein. Und da y^oc^p war, ist y = ^ = a, mithin B'^A, im Wider- 
spruch zur Annahme, daB fur 4 die Behauptung nicht gilt. 

Nun folgt unmittelbar der „Aquivalenzsatz*‘ : 

8-2-11. Ist A dquivatent eifiem Teile von B und B dquivalmt einem Teile 
von Ai so ist A B, 

Sei 4 J5', B ^ 4', B' g B, 4' g 4 . Eine eineindeutige Abbildung 

von 4 auf B' fuhrt dann 4' fiber in eine Menge B" Q B', und es ist 4' ^ B", 
also wegen B ^ 4' auch B ^ B". Wir haben nun B ^ B' ^ B'% B ^ B", 
also ist nach 8*2*1 B B', und somit wegen 4 B' auch A^ B. 

Seien a und B zwei Machtigkeiten, 4 eine Menge der Machtigkeit a, B eine 
Menge der Machtigkeit B. Wir definieren^) : a < B (oder B > a), wenn 4 

OBenbar ist diese Definition unablifingig von der Wahl der Mengen 4 und B. 
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Equivalent einem Teile von JB, aber nicht ^ ^ JS. Dann besagt a ^ b : 
A ist Equivalent einem Teile von J5. Wir werden nun zeigen, dafi die so 
definierte Belation < den Forderungen geniigt, die man an den Begriff 
„kleiner“ zu stellen bat. 

8*2*2. Zvjischm zwei MdcMigkeiten a, b gilt eine und nur eine d&r drei 
Eelation&n: a == b, a < b, a > b. 

Habe A die Macbtigkeit a, B die Machtigkeit b. Ist dann A ist 

n = b. Sei nun nicbt A^ B , also auch nicht a = b . Nach 8* 1*2 gibt es 
wohlgeordnete Mengen A\ B\ so dafi A' A , B' ^ B . Nach 7*2«3 ist 
dann A^ ahnlich (also auch Equivalent) einem Abschnitte von B\ oder J5' 
ahnlich einem Abschnitte von A^, Im ersten Falle ist a ^ b, also da nicht 
a = b ist : a < b ; ebenso ist im zweiten Falle b < a, d. h, a > b. Damit ist 
gezeigt, dafi mindestens eine der drei Relationen a = b, a<b, a>b gilt. 
Wir zeigen nun, dafi nur eine gelten kann. Dafi u = b und ck b (und ebenso 
a==b und a > b) sich ausschliefien, folgt unmittelbar aus der Definition. 
Es ist also nur mehr zu zeigen, dafi a < b und a > b sich ausschliefien. 
Wiirde sowohl a < b als auch a > b gelten, so ware A Equivalent einem 
Teile von B und B Equivalent einem Teile von A ; dann aber ware nach 
8*2«11 a == b , was unmoglich, denn a < b und a = b schliefien sich aus. 
8*2*21. Au& a < b , b < c folgt a < c . 

Seien A, B, C Mengen der MEchtigkeiten a, b, c. Aus a < b, b < c folgt 
dann: A ist Equivalent einem Teile B' von B, B ist Equivalent einem Teile 
C' von G; also ist auch A Equivalent einem Teile C" von C". Wegen G'' E <7' 
£ 0 ist somit a ^ c. Ware nun a == c , d. h. A ^ (7, so ware wegen A ^ 0" 
auch G^G*\ und aus CEC7'2(7" wurde nach 8*2* 1 folgen r^C, 
also wegen B auch B , entgegen der Annahme b < c . Es ist also 
nicht a = c; wegen a ^ c ist also a < c. 

Nun kann 5* 1*6 so ausgesprochen werden: 

8*2*3. Kq ist die hleinste unendliche {pransfinite) Machtigkeit 

Ferner verscharfb sich 4*8*5 zu: 

8*2*4. Fur jede Mdchtigkeit b 2® > b. 

Sei B eine Menge der MEchtigkeit b und (£ das System ihrer Teile; nach 
4*8*8 hat ® die Machtigkeit 2®. Indem man jedem be B die Menge 
{5} a® zuordnet, sieht man: B ist Equivalent einem Teile von also ist 
b ^ 2®. Aus 4*8*5 folgt also b < 2®. 

Da nach § 5 (2) : 2^® = 8 ist, verscharft sich nun auch die Ungleichung 
K =f= Kq zu: 

(2) K>Ko- 
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Zufolge 8*1*2 bedeutet es keinerlei Einschrankung, wenn wir uns beim 
weiteren Studium der Machtigkeiten auf die Machtigkeiten wohlgeord- 
neter Mengen beschranken. 

Literatur; Der Aquivalenzsatz 8*2*11 wiorde zuerst bewiesen von F. Bern- 
stein (verSffentlicht in iS, Borel, Iie^ons sur la th^orie des fonctions, Paris 1898, 
S. 103). Femer: Whitehead-Bussell, Principia Mathematioa L Nr. 73; 
S. Banach, Fund. math. 6 (1924) S. 236; A. Lindenbaum u. A. Tarski, 
C. R. Vara. 19 (1926) S. 299. 

3. Zahlklassen, Anfangszahlen, die Alephs. Wir fassen alle trans- 
finiten Ordinalzahlen gleicher Machtigkeit in eine Zahlklasse znsammen. 
So gehoren o), ct> + w, of* als Ordinalzahlen der Machtigkeit Kq alle 
zur selben Zahlklasse, die wir mit Zq bezeichnen. Naoh 7*8*2 gibt es in 
jeder Zahlklasse eine kleinste Ordinalzahl, sie heiBt die Anfangszahl 
dieser Zahlklasse; die Anfangszahl von Zq ist od. 1st ^ eine, Anfangszahl, 
so ist nach 7*8*2 die Menge aller Anfangszahlen < f wohlgeordnet ; 
ist a die Ordinalzahl dieser Menge, so schreiben wir f == 0 ^. Verschiedene 
Anfangszahlen erhalten so verschiedene Indizes a, und zwar die groBere 
Anfangszahl den groBeren Index. Da co die kleinste Anfangszahl ist, so ist 
in diesem Zusammenhange also co == cOq zu schreiben. Die Zahlklasse, 
deren Anfangszahl coa ist, nennen wir die Machtigkeit jeder Ordinalzahl 
ans nennen wir Anf diese Weise ist jeder transfiniten Machtigkeit 
eine Ordinalzahl als Index zngeordnet, und zwar der groBeren Machtigkeit 
der groBere Index. Als kleinste transfinite Machtigkeit ist die der abzahl- 
baren Mengen nait Kq zu bezeichnen, wie wir es schon bisher getan haben. 

8 - 34 . Zu jeder MdcMigkeit gibt es eins ridchstgrofieret imndich 

In der Tat, sei p die auf alle Ordinalzahlen der Zahlklasse Z^ unmittelbar 
folgende (7*8*41). Dann hat p groBere Machtigkeit als 8^, und als erste 
auf Zg, folgende Ordinalzahl ist p Anfangszahl, und zwar die auf a)* umnittel- 
bar folgende Anfangszahl, also p = Also ist ihre Machtigkeit 

die auf unmittelbar folgende Machtigkeit. 

8 * 3 * 11 . Zu jeder Menge von MdcJUigkeiten e M) gibt es erne ndchst- 
grdpere, ndmlich 8 ^ , wenn v die auf alle fis M unmittelbar folgende Ordinal- 
zaM ist. 

In der Tat, sei P die auf S Z unmittelbar folgende Ordinalzahl. Wie bei 

fitM ^ 

8*8*1 sieht man, daB p die Anfangszahl ist, woraus die Behauptung folgt. 

Aus 8*8*1 und 8*8*11 folgt nun durch transfinite Induktion, daB es zu 
jeder Ordinalzahl a eine M&chtigkeit gibt. Die Skala der transfimten 
Machtigkeiten beginnt also mit Kq . , K g , . . . . Auf die Machtigkeiten 

(n natdrliche Zahl) fcjjgt als nachste Machtigkeit K^, dann i^a>+a 
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8-3*2. Mdckiigkeit der Menge W{eo^) alter OrdinalzaMen < 

Deim diese Menge hat nach 7»8*1 die OrdinaJzahl co^, und (o^ hat die 
Manhtigkeit 

Da jede Machtigkeit nnter den vorkommt, so auch die Machtigkeit 
K des Kontinuums (§ 5, 2). Es ist aber nioht bekannt, welchen Index a sie 
hat. G. Cantor hat vermutet, dafi « = (Kontiouumhypothese). Diese 
Vermutung ist wegen § 5 (2) enthalten in der weitergehenden Vermutung, 

da6 fiir jedes a gilt: . 

Literatur; Zur Kontinuumhypothese vgl. W. Sierpidski, Fund. math. 6 
(1924) S. 177; D. Hilbert, Math. Ann. 95 (1926) S. 161. 

4. Die Zahlklasse Zq. Wir beweisen nun noch einige Satze iiber die 
Zahlklasse Zq der abzahlbar unendlichen Ordinalzahlen. 

Zujeder abzdhlbaren Menge A von Ordinalzahlen aus Z^ giht es eine 
Ordmalzahl fisZ^, die grower als alle ae A ist^ 

Das bedarf eines Beweises nur, wenn es in A keine groBte Ordinalzahl gibt 
(denn ist a groBte in Ay so leistet = a + 1 das Verlangte). Sei ^ die un- 
mittelbar auf S IF(a) folgende Ordinalzahl. Dann ist Wifi) ^ S W(cc) 

nach 6-l«31 als Summe abzahlbar vieler abzahlbarer Mengen abzahlbar, 
und da fi nach die Ordinalzahl von W{fi), ist fieZ^; offenbar ist 

/9 > a fiir jedes cx.£ A. 

Ist ((an)) eine wachsende Folge von Ordinalzahlen (an < an+i)> P 
die auf die Menge der an unmittelbar folgende Ordinalzahl, so schreiben wir 
kurz: 

fi = lim an* 

n 

Dann folgt aus 8*4*1: 

8*4*2, Ist ((an)) sine wachsende Folge von OrdinalzaMen am Zq, so ist atcch 
lim cl^bZ^, 

n 

Insbesondere: es gibt keine wachsende Folge ((an)), so daB liman 
ware (wo (Oi die Anfangszahl von Zj^ bedeutet). Hingegen: ** 

8*4:*21. Zujeder Qrenzzahl fi eZ^ gibt es eine wachsende Folge ((an)), so dafi 
fi = lim a„. 

n 

In der Tat, wegen fisZ^ist W(fi) abz&hlbar, die stotlichen Zahlen < fi 
konnen also den natiirlichen Zahlen zugeordnet werden: fiiy fi^t • • • t fint ^ • 
(dooh ist dies natiirHch i, a. nicht ihre Ordnung der GroBe nach). Da fi 
Grenzzahl, gibt es unter den fi^ keine grdBte. Wir greifen nun aus der Folge 
der fi^ eine wachsende Teilfolge ((oCt)) heraus nach der Regel : „oci = ^ ; sind 
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ai , 02 , . • • , gefunden, so sei o^+j die erste in der Folge ((j5„)) nach kom- 
mende Zahl, die > o^ ist.“ Dann ist offenbar ^ = lina Oi; denn isty < j?, so 

i 

kommt y in {(^n)) sei etwa das erste o^, das in ((/?„)) naoh y kommt; 
dann ist nach dem Bildungsgesetz der o^ notwendig o^* >y; keine Zahl 
y <p ist also > Oi fiir alle i, d. h. = lim a<. 

8*4*3. 1st eine der Grofie nach geordnete Menge A ^ reeller Zahlen wohlge- 
ordnet, so ist die abzdMbar. 

Sei in der Tat a die Qrdinalzahl von A, Dann gibt es eine ahnliche Ab- 
bildung von A anf F'(a); ist dabei das Bild der Qrdinalzahl p, so ist 
x^ < j wenn < fi'. Die Intervalle (a;^, x^^^) sind also zu je zweien fremd. 
Nach 6*1*42 gibt es ihrer also nnr abzahlbar vide, somit ist auch A ab- 
zahlbar, wie behauptet. 

DaB es umgekehrt zu jeder Qrdinalzahl a e eine Menge reeller (ja sogar 
rationaler) Zahlen gibt, die der GroBe nach geordnet die Qrdinalzahl o hat, 
ist ein Spezialfall von 6*4*2. 

Um zu einer Anwendung der Qrdinalzahl coi zu gelangen, betrachten 
wir die Menge aller Folgen {(nt)) naturlicher Zahlen. Sei a ~ ((Wi)), 
a' = ((n^)); w definieren: a = a', bzw. a < o', bzw. a>a', wenn 
bzw. bzw. Ui > fiir fast alle »; zwischen zwd be- 

liebigen Folgen naturlicher Zahlen wird selbstverstandlich i. a. keine der 
drei Eelationen a = a', a < a', a > a' bestehen. Doch gilt: 

8*4*4. Zu jeder abzdhJbaren Menge von FoJgen naturlicher ZaUen 02 
ay , , . , git>t es eine Folge a naturlicher Zahlen^ so dafi ay < a fur dUe j. 

Sei in der Tat ay die Folge nyj , riyg , . . . , ?iyt, . . . ; wir wahlen > ^ , 
^2 > max {nj 2 , «22)> ^ ^ Folge a der Zahlen 

^ » ^8 > • * • das Verlangte. 

8*4*41. Fs gibt eine Menge der Mdchtigkeit von Folgen naturlicher 
ZaJden {x<coi), so dafi a^j < a^/ fur cl < o'. 

Sei die Folge a^ beliebig gewahlt. Wir nehmen an, fiir f < a « cdi) 
seien die Folgen a^ schon so gefunden, daB a^ < a^ fiir | < S' (< o). Da 
wegen a < 0 )^ die Menge aller f < a abzahlbar ist, gibt es nach 8.4.4 
eine Folge a naturlicher Zahlen, so daB a^ < a fiir alle f < a; eine solche 
Folge wShlen wir fiir a^. Auf diese Weise erhidt man zu jedem a < tt>i 
eine Folge a^, und die Menge dieser (a < Oi) leistet das Verlangte. 



Zweites Kapitel. 

Fanktinengeii. 

§ 9. Topologisehe und metrisclie Baume. 

1. Topologisehe BHume. Eine Menge E heiBt eine topologische 
Menge oder ein topologischer Baum, wenn in ihr ein System von 
Teilmengen ausgezeichnet ist, die als die offenen Mengen in E bezeichnet 
werden, und folgenden Eorderungen (den „topologischen Axiomen") zu 
geniigen haben: 

It) Die leere Menge ist eine offene Menge. 

2t) Zu jedem as E gibt es eine a enthaltende offene Menge. 

3t) Der Durcbschnitt zweier (und somit endlich vieler) offener Mengen 
ist eine offene Menge. 

4t) Die Summe eines (endlichen oder unendlichen) Systemes offener 
Mengen ist eine offene Menge. 

5f) Ist a 6 be E, a =4= 6, so gibt es zwei fremde offene Mengen, deren 
eine a, deren andere 6 enthalt. 

Die Elemente as E beiBen die Punkte von E, die Teile von E heiBen 
Punktmengen. Ist A ^E, bo heiBt E — A das Komplement von A; 
wir schreiben dafizr kurz — A. Wir ziehen einige naheliegende Folgerungen 
aus den topologischen Axiomen. 

Der topologische Raum E selbst ist eine offene Mert^e. 

Denn nach 2^) kann jedem Punkte as E eine offene Menge so 
zugeordnet werden, daB a e ; dann ist ^ = S also ist E nach 4^) offen. 

aeE 

6t) kann verscharft werden zu ; 

9*1*2. Ist as Ey b^e E {i n), bi =# a, so gibt es eine a ent~ 

haMende offene Menge, die heinen der Punkte bi enthalt. 

In der Tat, nach 6*) gibt es eine offene Menge Gi, die a, aber nicht bi ent- 
halt. Nach 3^) ist auch offen und leistet das Verlangte. 

Eemer folgt aus 2^) und 5^) unmittelbax: 

9*1*3. Der Durchschnitt alter a enthaUenden offenen Mengen ist {a}. 
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1st 0 offen und ae JS,so ist auch G — {a} offen. 

In der Tat, wir bilden zu jedem beE, das #= a ist, nach 5*) eine b, aber 
nicht a enthaltende offene Menge Gf,, Dann ist jE? — {a} die Summe aller 
dieser und somit nach 4^) offen. Da {a}=^G(E^ {a)), folgt die 
Behauptung aus 3^). 

Aus 9*1*4 und Axiom 3^) folgt: 

1st G offen und aisE = n), so ist auch 0 — 

{Oi, ^ 2 , . . a^) offen, 

Zwei topologische Eaume E und E' heifien homoomorf , wenn es eine 
eineindeutige Abbildung von E auf E^ gibt, die die offenen Mengen in E 
iiberfuhrt in die offenen Mengen in E', 

Jede den Punkt a enthaltende offene Menge nennen wir eine Urn ge bung 
von a, in Zeichen Ug^ \ ebenso heifie eine offene Menge G eine Umgebung 27^ 
der Menge A, wenn A ^G. Ist TJ^ eine Umgebung von a, so nennen wir 
die nach 9* 1*4 offene Menge — {a} eine reduzierte Umgebung 
von a, in Zeichen U' . 

Ist E ein topologischer Raum, @ das System seiner offenen Mengen und 
A^E, so erfiillt das System aUer Mengen AG{Ge(B) die topologischen 
Axiome, wenn in ihnen durch A ersetzt wird. Also : Ist E ein topologischer 
Raum, so wird auch jede Punktmenge A von E zu einem topologischen 
Raum, indem man zum System der offenen Mengen in A die Durchschnitte 
von A mit den offenen Mengen in E wahlt. Immer, wenn wir von einem 
topologischen Raume A sagen, er sei Teil des topologischen Raumes E, 
meinen wir damit nicht nur A^E, sondern auch: die offenen Mengen 
in A sind die Durchschnitte mit A der offenen Mengen in E, 

Literatur: Mit der Theorie der Pimktmengen in „abstrakten Raumen** hat 
sioh zueM M. Fr6chet besch&ftigt: Rend. Pal. 22 (1906) S. 1; zusammenfassende 
Darstellnng: Les ^spaces abstraits et leur throne, consid^r^ cojnme introduction 
k Tanalyse g6n6rale, Paris 1928. Die Theorie der topologischen R&ume wurde be- 
sonders ausgebildet durch P. Hausdorff, Grundzuge der Mengenlehre (Leip- 
zig 1914) S. 213 ff. Uber verschiedene topologische Axiomensysteme: H. Tietze, 
Math. Ann. 88 (1923) S. 290. 

2. Metrische Raume. Eine Menge E heilit eine metrische Menge 
Oder ein metrischer Raum (ihre Elemente die Punkte, ihre Teile die 
Punktmengen dieses Raumes), weim jedem Paare a, b aus Elementen 
von E eine (endliche) Zahl ah (die Entfernung, der Abstand der Punkte 
a, b) so zugeordnet ist, daB die folgenden Eorderungen (die „metrisohen 
Axiome“) erfiillt sind: 

l„j) Es ist a h ^ 0 dann und nur dann, wenn a = h. 
cbc^ab + cb , 
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9«2«1« Fiir je zwei Punkte a=j=6 von E ist a6>0. 

Setzt man in 2^) a = c, so erhalt man nach 1^): 0^2a6, also 
ab'^0; nun folgt die Behauptung aus 1^). 

9*2*2. Fiir je zwei Punkte a, 6 von E ist ac=^ca. 

Setzt man in 2^) a=b, so erhalt man nach 1^): ac ^ ca, und daraus 
durch Vertauschung von a und c auch ca^ac. 

Das Axiom 2^) heifit auch die Dreiecksungleichung. Aus 2^) und 
0*2-2 folgt einerseits: ac — ab ^ be, andererseits (durch Vertauschung von 
a und b): b c ^ b a c a, also : 

(2) ac^ab^bc^ac+ab, 

Zwei metrische Raume E und E' heiBen isometrisch, wenn es eine 
eineindeutige Ahbildung von E auf E' gibt, so daB, wenn a', 6' die Bilder 
von a, b sind, stets ab = a' b^ ist. 

Ist E ein metrischer Raum, so wird ein beliebiger Teil A von E zu einem 
metrischen Raume, indem man als Entfemung zweier Punkte in A ihre 
Entfemung in E betrachtet. Immer, wenn wir von einem metrischen 
Raum A sagen, er sei TeU des metrischen Raumes E, meinen wir damit 
nicht nur A^E, sondern auch: die Entfemung zweier Punkte in A ist 
identisch mit ihrer Entfemung in E. 

Ist Q eine positive Zahl, ae E, so heiBt die Menge <iq] aller der 
Ungleichung xa<.q geniigenden Punkte x von E\ die Kugel vom 
Mittelpunkt a und Radius q (oder auch: die Umgebung q von a), in 
Zeichen Durch Weglassen des Mittelpunktes a entsteht daraus die 
reduzierte Kugel (oder reduzierte Umgebung q von a) = 

Jeder metrische Raum E kann als topologischer Raum aufgefaBt 
werden^). Dies geschieht vermoge foigender Definition: Die Menge 0 ^E 
heiBe of fen, wenn es zu jedem aeO eine Kugel gibt. In der Tat 

geniigt, wie wir gleich sehen werden, das System der so definierten offenen 
Mengen des Raumes E den topologischen Aixiomen. Zunachst zeigen wir : 

9*2«3. Jede Kugel ist eine qffene Menge, 

Sei b e ; setzen wir a 6 = <t, so ist o <C p ; ist dann xb <iq — cr, 
so ist nach der Dreiecksungleichung xa<Zq, also x e ; d. h, 

Kun zeigen wir, daB bei der eben gegebenen Definition der offenen 
Mengen eines metrischen Raumes die topologischen Aixiome erfuUt sind. 
lt)> 3t)> ist dies evident; fiir 2^) folgt es aus 9*2*^; um zu zeigen, 

Mit der umgekehrten Prage werden wir ims in § 14, 3 befassen. 
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daB auch 6^) erfiilit ist, setze man ab q; dann folgt aus der Dreiecks- 
ungleichung 2^) sofort, daB und q_ fremd sind, und nach 9*2*8 sind 

^6®. offene Mengen. ^ ® 

2 2 

Aus 9*2*3 und 9«l-4 folgt nun: 

9 * 2 * 4 :* J^de reduzierte Kugd ist eine offene Menge, 

Literatur: Das Studium metrischer Baume geht auf M. Fr4cliet zurfick. 
Vgl. auch A. Lindenbaum, Fund. math. 8 (1926) S. 209. Emgehende Dnter- 
suchung jnetrisoher Baume und Verallgemeinerungen: K. Menger, Math. Ann. 100 
(1928) S. 76, Jahresber. Math. Ver. 40 (1931) S. 201. 


3. Beispiele metrischer B&ume. Die Menge der reellen Zahlen wird 
zu einem metrischen Baum durch die Abstandsdefimtion: 


(3) a 6 = I a — 6 1 = Y (a — 6)^, 

die offenkundig die metrischen Axiome 1^), 2^) erfiillt. Diesen metrischen 
Baum bezeichnen wir als den Bi^), 

Die Menge der n-tupel reeller Zahlen wird zu einem metrischen Baume, 
den wir als den bezeichnen, durch folgende Abstandsdefinition: ist a 

das w-tupel (o^ , Ug , . . ., a^), 6 das ?i-tupel (61,62 ,..., 6„), so sei: 

« 

(3-1) a b = y(ai- 6 i)*+(a 2 - 62 )* + --- +K-^ 

DaB das metrische Axiom !,„) erfiillt ist, ist trivial; wir haben zu zeigen, 
daB auch 2^) erfiillt ist, d. h. daB die Ungleichung gUt: 

+••• +K— c„)* («i— 61 )* +••• +(«»-*»)* 

(«>*11) /, 1 1 — —" — ■ . 

+ y(6l-Ci)® + ... + (6n-C„f. 

Wir gehen aus von der bekannten Determinantenrelation: 

«? + ...+«.* U 1 V 1 + . . . + u„v„ 

+.••+««»» «? + ••• 

Da die rechte Seite ^ 0 ist, erhalten wir daraus die Ungleichung: 

(3-12) K»i + . .+«,»„)* + ...+«;)(»? + .. 

Wegen I — c< I ^ I Oj — 6j I + 1 6, — c< I ist nun: 


= 2: 

UiU^ 


ViVt 


Z{ai— Ci)^ ^ 2 {Hi— bif + Z {b,— +2 2\ai— bi 1 1 — c, | , 

i-1 i«l i-1 ' ' ' 


1) Auch die Abstandsdefinition a b — V | a— 6 1 erfaUt die Axiome !„»), 2 ^ 1 ), 
nioht aber die Abstandsdefinition ab^(a— 6)^ 



50 


II, Kapitel. Pvmktmengen. 


also unter Benutzung von (3*12): 

i(a. - c<)* ^ i («,- 6a**+ i {b, - c,)® 

i««l <«1 i=l 

+ 2 

was mit der zu beweisenden Ungleichung (3*11) gleichbedeutend ist. 

1st a = (Oj, a 2 , . . ttn) Punkt des J?„, so heifit die reelle ZaM 

(i = 1, 2, . . 7t) die i-te Koordinate des Punktes a, Sind alle 
(i = 1, 2, . . n) ganzzahlig, so beiBt a ein Gitterpunkt des jR^; sind 
alle tti rational, so heiBt a ein rationaler, anderenfalls ein irrationaler 
Punkt des Bn, 

Aus (3*12) folgert man durch Grenziibergang : 

(3-2) 

V V V 

1st also Z 'W'v iind Z vf endlich, so auch 2J {u^ — v^f. Das ermoglioht 

f V V 

folgende Definition: 

Die Menge der Folgen ((a^)) reeller Zahlen mit endlLcher Quadratsumme 
S af wird zu einem metrischen Raum, den wir als den bezeichnen, duroh 

V 

folgende Abstandsdefinition: sind a = ((a^)) und b = ((6^)) Folgen reeller 
Zahlen mit endlicher Quadratsumme, so sei: 



ab = y 27 (Oy — 6 


DaB das metrisehe Axiom 1^) erfuHt ist, ist trivial; daB 2^) gilt 
erkennt man wie vorhin beim jB„, indem man sich statt auf (3*12) auf (3*2) 
stiitzt. Ist a = ((a^)) ein Punkt des B^^, so heiBt a, die v-te Koordinate des 
Punktes a. 

Die Menge der Folgen ((k^)) naturlicher Zahlen wird zu einem metrischen 
Raum, den wir als den Bq bezeichnen, durch folgende Abstandsdefinition: 
sind a = ((^y)) und b = ((Z^)) Folgen naturlicher Zahlen, und ist a — 6 
(d. h. fiir alle v), so sei a 6 = 0; ist hingegen a =# 6 und v* der 

kleinste Index mit a,, ={= 6^ , so sei: 

(3*4) a6=~. 

V* 

DaB das metrisehe Axiom 1^) erfiillt ist, ist trivial; daB 2^^) gilt, folgt 
daraus, daB offenbar: 

(3*41) ac ^ max (a b, be) , 


Literatur: Der wurde eingefilhrt von D. Hilbert (anaftihrlich behandelt 
von M. Fr4chet, Nonv. Ann. (4) 8 (1908) S. 97, 289); der B^ wnrde eingeftihrt von 
It. Baire, Acta math. 32 (1909) B. 105. 



§ 9. Topologische und metrische Baume. 


51 


4. Entfemnng eines Punktes Ton einer Menge. Sei^ ein metrischer 

Baum, a e ^ C jB C defimeren die Entf ernung (den Abstand) 

des Punktes a von der Menge B durch: 

(4) a B = B a ==vaiah . 

b»B 

1st a 6 so ist a B = 0 ; die Umkehrung hiervon gilt nicht ; Beispiel im : 
ist B das Intervall (a , a') , so ist cf J? = 0 , e B . 

Aus der Breiecksungleiohung (Axiom 2„j)) folgt leicht: 

(4-1) aC ^ab + bC, 

und mithin auch (vgl. den Beweis von (2)): 

(4*11) aC--ab^bC^aC + ab, 

Ist g > 0, ^ C so heiBt die Menge B < p] aller der Unglei- 

chungirB<p genugenden Punkte xi die Umgebung q der Menge 
in Zeicben 

Fur jedes p > 0 die Umgebung ^ eine offene Menge, 

Sei beU^^; setzen wir 6 B = <y, so ist a < p; ist dann xb <. q ^ a, 
so ist nach (4-1) x B<q, also xsUj^^; d. h. ^Bq 

offen. 

94»2. Fur jedes q ^0 ist die Menge B > p] aller der UngUichung 
X B'^ Q genugenden Punkte x offen, 

Sei 6 B = O' > p; ist dann xb <.g — p, so ist nach (4-11) a? B > p; 
d. h. £ [ ^B > p], d. h. B > p] ist offen. 

5. Enttemung zweier Mengen. Sei wieder E ein metrischer Baum, 
A(^A^Ei A Q B ^E, Wir definieren die Entf ernung (den Ab- 
stand) der Mengen A und B durch: 

(5) A B B A = ini ab . 

at A, bt B 

Nach (4) ist dies offenbar gleichbedeutend mit: 

(5-1) AB = infaB = infA6. 

at A btB 

1st A B 3 SO ist A B = 0 (aber nicht umgekehrt) ; insbesondere ist 
(fiir aUe A 3) A) : A A = 0. 

Aus der Dreiecksungleichung 2„) folgt leicht: 

(6-2) AO ^Ab+bC; 

hingegen gilt die Ungleichung AC^AB-^BCi, a. nicht; Beispiel: 
A = {a}i C = {c}, B = {a, c} {a #=c). 
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6. Durchmesser. BeschrSnkte Mengen. Sei wieder E ein metrischer 
Baum, A(^A A B ^E. Wir definieren die obere Entfernung 
der Mengen A und B durch: 

(6) d {A, B) = d (B, A) == sup a b . 

asA, beB 

Natiirlich kann d(A, B) == +oo sein. Aus der Dreiecksungleichung folgt: 
(6‘1) d (A, C) ^ d{A, B) -f* d(J5, C ) . 

Die Zahl d (A, A) bezeichnen wir als den Durchmesser d (A) der 
Menge A ; hierdurch ist d (A) nur fiir A 3 ^ definiert; es ist zweckmaBig, 
d (A) = 0 zu setzen. Aus der Dreiecksungleichung 2„) folgt: 

9-64. Ist A BZ) A, so ist d (A + B) d (A) + d {B ) . 

Ist d (A) endlich, so heiBt die Menge A beschrankt. 

9*6«2. Ist A beschrankt, so gibt es zu jedem ce E eine endliche Zahl 4, 
so dap ac ^de fur aZle as A. 

Denn ist b ein beliebiger Punkt von A, so gilt fur alle as A \ ac ^ 
c 6 + d (A) (= 

9«6«21* Gibt es ein ce E und eine endliche Zahl 6, so dap ac fur alle 
ae A, so ist A beschrankt, 

Denn aus ae A, be A folgt dann: ab ^ ac + cb ^2d, also ist 
d(A) ^26, 

9-6*3. Ist A beschrankt und B ^ A, so ist auch B beschrankt. 

Denn aus £ A folgt d (B) ^ d (A) , 

9*6*4. Sind A und B beschrankt, so auch A + B^ 

Denn offenbar ist: 

(6-2) d (A + -B) ^ d (A) + d (B) + * 

Aus 9‘6*8 und 9«6*4 folgt: 

9-641. Das System oiler beschrdnkten Mengen eines mdrischen Baumes 
ist ein d-Korper. 

9-6-5. Damit die beiden (nicht leeren) Mengen A und B beschrankt seien, 
ist notwendig und hinreichend, dap d (A, B) endlich sei, 

Notwendig: Dies folgt, da offenbar d (A, B) ^ d (A + B) ist, aus 
9-6«4. Hinreichend: Ist a e A , a* e A, beB , so ist aa' ^ab + b a', 
also aa':^2d{A, B), also auch d (A) ^ 2 d (A, B); und ebenso 
d(B) ^2d(A, B). 

Wir definieren die Ab weichung der beiden (nicht leeren) Mengen A und 
B durch: 

(^•3) e (A, B) = 6 (B, A) = max (sup a B, sup b A ) . 

at A beB 
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Qffenbar ist: 

(6-31) e (A, B) {A, B ) , 

Es gilt die Ungleichung: 

(6-32) c (A, C) ^ e {A, B) +e (J?, C ) ; 

denn es ist nach (4*1) aC ^ab+bC fnr alle as A und be B, also 
auch a C ^ a b e (B, C) , also auch a C ^ a B + e (B, O) ^ also auch 
aC ^e{Ay B) + e (B, C), also auch sup a C ^ e (^, jB) + e (J5, C), und 

a^A 

ebenso sup c A ^ e {A, B) + e {B, C ) . 

eeC 

9*6-6. Sind die beiden (nicht leeren) Merigen A und B beachrdnUy so ist 
e {Ay B) endlich. 

Dies folgt wegen (6*31) aus 9*6*5. 

Die Umkehrung gilt nicht; ist z. B. A die Haibgerade a; > 0 und B die 
Halbgerade a; > 1 des , so ist e (A, B) = 1 , aber A und B sind nicht be- 
schrankt, 

7. g-Netze. Ist E ein metrischer Raum, JB £ -4 £ ^ , und ^ > 0 , so 
heiBt B ein ^-Netz in Ay wenn es zu jedem as A ein bs B mit ab <.q 
gibt, wahrend fiir je zwei Punkte 6 =4= 6' von B gilt: '6 b' q ^ 

9*7*1. Ist A(^A ^ Ey so gibt es fiir jedes p > 0 ein q-Netz in A. 

Sei 6 q ein beliebiger Punkt von A ; ist dann a 6 q < ^ fiir alle a e Ay so ist 
{5 q} ein ^-Netz in A, Anderenfalls gibt es ein b^s A , so daB b^b^ ^ g; 
gilt dann fiir jedes as A eine der beiden Dngleichungen abQ< Qy ab^K Qy 
so ist {5o» M p-Netz in A, Anderenfalls gibt es ein b^sAy so daB 
6 q 62 Qy 61 62 ^ p usf. AUgemein: sei jeder Ordinalzahl rj ein b^s A 
so zugeordnet, daB b^ b^„ ^ q fiir gibt es dann zu jedem aa A ein 

rj<i y so daB ab^Kqy so bilden die b^ {rj < f) ein p-Netz in A, Anderen- 
falls gibt es ein b^sA, so daB b^b^'^q fiir alle ^7 <|. Ist die Machtig- 
keit von A, so muB fiir ein f < cca+i der Fall eintreten, daB die b^ (rj < {) 
ein g-Netz in A bilden, da wir anderenfalls zu jedem rj < cUa+i ein b^ 
erhielten, so daB b^, b^„ ^ q fiir rf =f= also auch b^, 4 = 5,,// V* ^ V" > 
es wiirden also nach 8*8-2 die b^ {rj < cca+i) einen Teil von A der Machtig- 
keit bilden, was unmoglich, weil A nur die Machtigkeit hat. 

9*7*2. 1st A Q A £ j® und ist B ein a-Netz in Ay so gibt es zu jedem posi- 
tiven q <Z a ein B enthaltendes q-Netz in A. 

Ist a R < ^ fiir alle a a A, so ist R selbst ein ^-Netz in A. Anderenfalls 
gibt es ein 6 ^ s A, so daB b^b q fur alle be B; hat dann jedes as A von 
der Menge B + einen Abstand < q, so ist B + {6^,} ein ^-Netz in A. 
Anderenfalls gibt es ein 61 a A, so daB b^b^ q y b^ b q fui alle be B; hat 



54 


II, Kapitel. Piznktmengen. 


dann jedes as A von der Menge B + {5q , einen Abstand < ^ , so ist 
jj ein p-Netz in A, usw. wie beim Beweise von 9*7-l. 


§ 10. Offene, abgesehlossene Mengen. 

1. Oifene Mengen. Wir kehren zuruok znr Betrachtung eines topo- 
logischen Raximes E ; die Punkte und Punktmengen, von denen im folgenden 
die Rede ist, sind also die Elemente nnd Teile der Menge E, Eine Menge E 
vdrd (§ 9, 1) dadurch zu einem topologischen Raum, daB ein den topo- 
logischen Axiomen genugendes System @ von Teilen Q von E als das System 
der off enen Mengen erklart ist. Wir erinnern daran, daB nach Axiom 1^) 
A offen ist, daB naoh 9*1*1 E offen ist, und daB nach 9.1*41 das Komplement 
jeder endliohen Menge offen ist. Wir sprechen die Axiome 3^) und 4^) als 
Satze aus: 

Eer DurchschniU zweier offmer Mengen ist offen. 

10*1*2. Die 8umme eines (evMichen oder unendlidhen) Systems offener 
Mengen ist offen. 

Aus 10*1*1 und 10*1*2 folgt: 

101-21. Das System alter offenen Mengen eines topologischen Eaumes ist 
ein a-Eing, - 

-rr • 0-1-6 b O 

Da im das Intervall (o, b) die Kugel mit c = — - — , q = — ^ — 

ist, folgt aus 9*2*8, daB jedes Intervall (a, b) eine offene Menge des ist. 
Aus 10*1*2 folgt dann weiter, daB auch jede Halbgerade a; >- a (x <ia) 
eine offene Menge des E^ ist. 

2. Abgesclllossene Mengen. Eine Punktmenge F heiBt abgeschlossen, 
wenn ihr Komplement — F offen ist. Da A ofifen ist, ist E abgeschlossen; 
da E offen ist, ist A abgeschlossen; da das Komplement j*eder endlichen 
Menge offen ist, ist j*ede endliche M^nge abgeschlossen. Aus 10*1*1 und 
10*1*2 folgt durch tJbergang zu den Komplementen nach § 2 (1*8): 

10-21. Die Summe zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

10«2-2* Der DurchschniU eines {endlichen oder unendlichen) Systems ab- 
gescldossener Mengen ist abgeschlossen. 

Aus 10*2*1 und 10*2*2 folgt: 

10*2*21. Das System alter abgeschlossenen Mengen eines topologischen 
Eaumes ist ein d~Eing. 

Ist JE^einmetrischer Raum, asE, undp^O, so heiBt die Menge [^a^g] 
die abgeschlossene Kugel vom Mittelpunkt a und Radius p, in Zeichen 
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ist A heiBt die Menge {lii B ^ q\ die abgeschlossene 

Umgebung q der Menge B, in Zeichen 27^ g. Aus 9*4*2 folgt, weil das 
Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist: 

10*2*3. In ein&m metriachen Raume ist jede abgeschlossene Umgebung 
^Bq (Q ^ abgeschlossene Menge. 

Insbesondere fiir jB = {a} : 

10-2-31. In einem metrischen Raume ist jede abgeschlossene Kugel ^ 
(g ^ 0) eine abgeschlossene Mervge. 

Aus 9*4*1 folgt: 

10-2-4. 1st E ein metrischer Raum und A B ^E ^ so ist fiir jedes q'>0 

die Menge B ^ g] abgeschlossen. 

Nach 10*2*31 ist jedes Intervall [d, 6] eine abgeschlossene Menge des R^. 
Als Komplement dei^ offenen Menge x da (bzw. a: > a) ist jede Halbgerade 
x'^a{x ^ a) eine abgeschlossene Menge des 

Literatur: Der Begriff der abgeschlossenen Menge stammt von G. Cantor, 
IVIath. Ann. 23 (1884) S. 470. Die Bezeichming „offene Menge“ ist erst neuerdings 
tiblich geworden. 

3. Innere Ponkte. Offener Kem. Der Punkt a heiBt inner er Punkt 
der Menge A, wenn es eine Umgebung (d. h. (§ 9, 1) eine a enthaltende 
offene Menge) gibt, die Q A ist. 

10*3*1. 1st A PunJctmenge eines metrischen Raumes^ so ist, damit a innerer 
Punkt ron A sei, notwendig und hinreichend, da/S es ein Q'> 0 gebe^ so dap 

Notwendig: Sei U^^A; nach Definition der offenen Mengen eines 
metrischen Raumes (§9, 2) gibt es ein p > 0, so daB £ U^; dann ist 
auch C A. Hinr eichend : Nach 9*2*3 ist selbst eine Umgebung . 

Wir bezeichnen die Menge aller inneren Punkte von A mit A^ . Dann ist 
Ai ^ A, und es gilt: 

10*3*2. 1st B ^ A, so Bi ^ A^ . 

10*3*3. (AJ5)^ = AiR,. 

Denn ist £ A, £ B^ so ist U 2 a £ A J5, und nach 10*1*1 ist 
auch ^ 2 a Umgebung von a. Also ist A<J?i £(AjB)i; imd nach 
10*3*2 ist {AB)i^Ai^ also auch (AR)^ £A^- jB^. 

10*3*4. Ai ist die Bumme aller offenen Mengen A. 

Sei G offen und Q A ; jeder Punkt a s (? ist dann innerer Punkt von A, 
d. h. es ist G C A^; also ist jeder offene Teil von A auch Teil von A^. Sei 
umgekehrt a s A^ ; dann ist a innerer INinkt von A, d. h. es gibt eine offene 
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Menge (? £ -4, so daB aeQ; jeder Punkt von Ai ist also auch Punkt eines 
offenen Teiles von A. Damit ist 10*8»4 bewiesen. 

In 10*8*4 ist enthalten: 

10 - 341 . Jede offene Menge G ^ A ist auch £ A^. 

Aus 10*84 und 10-1-2 folgt: 

10 - 3 - 5 . Bei beliebigem A ist A ^ of fen, 

Aus 10*8*41 und 10*8*6 entnimmt man: Ai ist der grofite offene Teil 
von A. Drum heiBt Ai der offene Kern von A. 

10 - 3 - 6 . Damit A offen seiy ist notwendig und Mnreichend, dafi A == Ai, 
d. h, da^ jeder Punkt von A innerer Punkt von A sei. 

Dies folgt aus 10*8*41 zusammen mit £ A, und aus 10*8»5. 

4. Haufongsptuikte. Der Punkt a heifit Hauf ungspunkt der Menge 
As wenn zu jeder Umgebung unendlich viele Punkte von A gehoren. 

10 - 4 * 1 . 1st A Punktmenge eines metrischen Raumes, so ist, damit a Hdu- 
fungsjmnht von A sei, notwendig und hinreidiend, daP fiir jedes q';> Om 
unendlich viele Punkte von A gehoren, 

Notwendig: Nacb 0*2*8 ist eine Umgebung U^, Hinreiokend: 
Da a innerer Punkt von gibt es nack 10*8*1 ein 

10 - 4 - 2 . Damit a Hdufungsjninkt von A sei, ist notwendig und hinreichend, 
dap jede reduzierte Umgebung U'^ mindestens einen Punkt von A enthdlt, 

Notwendig: ist trivial. Hinreickend: Sei a nickt Haufungspunkt 
von A ; da-tm gibt es eine Umgebung , die nur endlich viele von a ver- 
sckiedene Punkte a^, Og , . . a„ von A entkalt. Nack 9*1*41 ist — 
{a, Oj, Og, . . ^n} offen, also eine reduzierte Umgebung von a, die keinen 
Punkt von A entkalt. 

Analog wie 10*4*1 beweist man nun: 

10 - 4 * 21 . Ist A Punktmenge eines metrischen Raumes, so ist, damit a Hdu^ 
fungspunkt von A sei, notwendig und hinreichend, dap die reduzierte Kugel 
^ > 0 mindestens einen Punkt von A enthdlt. 

16 - 4 - 8 . 1st a Haufungspunkt von A und gibt es eine Umgebung Uy^ von a, 
so dap A £ B, so ist a auch HdufungspunJct von B, 

Denn ist U^ eine beliebige Umgebung von a, so ist auck U^ U^a Um- 
gebung von a, also enHialt U^ unendlich viele Punkte von A, mithin 
auch von B\ also entkalt auck U^ unendlich viele Punkte von B, 

Wir bezeicknen die Menge aller Haufungspunkte von A mit AI, Es muB 
nickt A^ £ A sein; Beispiel im ist A = (a, b), so ist A^ ~ [a, 5]. 

Aus 10*4*8 folgt: 

10 - 4 - 4 . IstAQB,8oA^^B^, 
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104-5- (A + 5)1 = ^1 + 51 . 

In der Tat, nach 10*4*4 ist .4.1 ^ (.4 + 5)i, 5i ^ {4l + 5)i, also auch 
.41 + 51 £ (u 4 + Bleibt zu zeigen, dafi auch (A + 5)i £ .41 + 51. 
Sei a e A^, a^E dann gibt es nach 10*4*2 rednzierte Umgebungen 
, so daB 4. = yl, B — A; dann ist TJ\^ U^a ©hie rednzierte 
Umgebung von a, fiir die U'^a (4 + 5) =4; nach 10*4*2 ist also 
a ^ e (4 + 5)1. Aus a A\ a folgt also a r^e {A + 5)i, d. h. 

es ist (4 + 5)1 Q 41 + 51 , w. z. b, w. 

104'6. Bei bdiebigem A ist 41 abgeschlossen. 

Es ist zu zeigen, daB das Komplement — 4i von 41 offen ist. Sei also 
a 5 (— 41), d. h. a e 41. Dann gibt es eine Umgebung , die nicht un- 
endlich viele Punkte von 4 enthalt. Fur jedes bsU^ ist aber auch eine 
Umgebung , die nicht unendlich viele Punkte von 4 enthalt; fiir 5 e 
ist also b A\ d. h. £ (— 41), d. h. a ist innerer Punkt von — 41, 
d. h. nach 10*8*6: — 41 ist offen, w. z. b. w. 

104*7. Ist A Punktmmge eines metrischen Baumes und 5 ein g-Netz 
in 4, so ist 51 = A. 

Dies folgt unmittelbar aus 10-4-1. 

5. Abgeschlossene Halle. Nach 10*2*2 ist der Durchschnitt aller 
abgeschlossenen Mengen 2-^ selbst abgeschlossen. Wir bezeichnen ihn 
mit 4® und nennen ihn die abgeschlossene Hullevon4. Es ist also 4® 
die kleinste abgeschlossene Menge ^A; mithin: 

10*5*1. Jede abgeschlossene Menge F A ist auch 2 4®. 

Da die abgeschlossenen Mengen 2 A und die offenen Mengen 2 ( — 4) 
Komplemente voneinander sind, folgt aus 10*8*4 nach § 2 (1-B): 

10 * 6 * 11 . 40 = -(--. 4 )^. 

Aus der Definition folgt unmittelbar : 

10*5*2. Ist 5 g 4, so 50 g 40 . 

Wegen 10*5*11 folgt aus 10*8*8 durch Komplementbildung : 

10*5*3. (4+5)0 = 40 + 50. 

10*5*4. Damit a e A^ sei, ist notwendig und hinreichend, dap jede Umgebung 
Ua mindestens einen Punkt von A enthalt. 

Denn nach 10*6*11 ist a e 40 gleichbedeutend mit a e (— 4)^, d. h. es 
gibt kein g (— 4), d. h. jedes U^ enthalt mindestens einen Punkt von 4. 

10*6*41. Ist A Punktmenge eines metrischen Baumes, so ist, damit as A^ 
sei, notwendig und hinreichend, daP fur jedes p > 0 mindestens einen 
Punkt von A enthalt. 
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Der Beweis ist analog dem von 10*4*1. 

10-5411. 1st G offen, so ist A^GQ(A G)^. 

Sei a s A^ G nnd 27^ eine Umgebnng von a; dann ist auch G Ug^ eine Um- 
gebung von a; nach 10»5»4 gibt es also ein a'cAGU^; d. h. in jeder Um- 
gebung gibt es einen Punkt von A G, also ist nach 10*5*4 ae (A G)^, 

10-5-42. A^ = A + A\ 

IstaeA + A^, so enthalt jedes mindestens einen Punkt von 4, und 
nach 104-4 ist aeA^; also ist ^ £ 4®. Bleibt zu zeigen : A^ QA + A\ 

d. h. ist ae A^ und a eA, so ist a £ A^* Sei also a e A^, a e A \ nach 
10-5-4 enthalt jede Umgebung TJ^ einen Punkt von A, und da a^e.4, 
enthalt auch jede reduzierte Umgebung einen Punkt von A ; also ist 
nach 10*4*2: ae A\ w. z. b. w. 

10-5-5. IstE einmetrischer BaumundA (^A ^E,soi$tA^ = [iBA = 0]. 

Aus 10*2*3 erhalt man fiir p = 0 : [c6 A = 0] ist eine abgeschlossene Menge 
2 A; also ist nach 10-64: [r^A = 0] 2 A^^. Bleibt zu zeigen: [:6A = 0] 
£ A®. Sei a ^ £ A® ; dann gibt es nach 10*541 ein p > 0, so daB A = A ; 
dann aber ist a A ^ p >■ 0, also ^-^ £ [:^ A = 0]. Aus a^e A^ folgt also 
a-£[:eA = 0], d. h. [:gA =0] £A®, w. z. b. w. 

10-5*6. Damit A abgeschlossen sei, ist notweridig v/nd hinreichend, dap 
A = Ao. 

Notwendig. Ist A abgeschlossen, so ist nach 10*6*1 A 2 A®, und nach 
Definition ist A £ A®. Hinreichend: Nach Definitionist A® abgeschlossen. 

Aus 10*6*42 und 10*6*0 folgt: 

10-5-61. Damit A abgeschlossen sei, ist Tvotwendig und hinreich&nd, 
dap A^ £ A , d, h, dap A alle seine Edufungspunkte enthalt 

Aus 10*6*6 und 10*6*0 folgt: 

10-5-62. 1st A 3 A eine abgeschlossene Funktmenge eiTies metrischen 
Bournes und ist a^e A , so ist a A '^>0. 

10-5*7. (A‘>)i = Ai. 

In der Tat, aus 10*6*42 und 10*4*6 folgt: (A®)^ = A^ + (A^)^; da A^ nach 
10*4*0 abgeschlossen, ist hierin nach 10*6*01 : (A^)^ £ A^, also ist (A®)^ = A\ 

Die abgeschlossene Hiille einer offenen Menge heiBt ein Stuck. Der 
Baum E selbst, ebenso A ist ein Stuck. Im B^ ist jedes IntervaU [a, b], 
jede Halbgerade a? ^ a (a: ^ a) ein Stiick. 

10-5-8. Bind A und B Stuche, so auch A + B. 

Nach Definition ist A = G^, B = H®, wo G, H offen. Nach 10*6*8 ist 
A +H = G® +H0 == (G+Ef, wo G + E nach 10*1*2 offen. 



§ 10. Offene, abgeschlossene Mengen. 59 

10*5-9. Damit A ein Stiick sei, ist notwendig und hinreichend, dafi 
A = {A,f. 

Notwendig: Nach Annahme ist A = wo G often. Wegen G^G^ 
ist dann G ^A, also nach 10*8*41 auch G ^A^, also nach 10*5*2 
^ Bleibt zu beweisen: (Ai)^ Aus Ai^A 

folgt nach 10*6*2 (A^f £ A® ; weil A abgeschlossen, ist nach 10*5*6 
A® = A , also ist (A^)® £ A , w. z. b. w. Hinreichend. Dies folgt ans 
10*8*5. 

Literatur: Die Bezeiohnung „abgescblossene Hulle“ stammt von C. Carath^o- 
dory. Axiomatische Untersuchung: C. Kuratowski, rimd. math. 3 (1922) S. 182. 

6. Band, Begrenzung. Wir bezeichnen nun die Menge A^ = A — A^ 
als den Band von A, jeden Punkt ae A^ ah einen Randpunkt von A. 
Nach 10*6*11 ist Ay = A ( — A)®. Es ist Ay £ A. Fiir jede Menge A gilt 
die Zerlegung: 

(6) A=Ay+Ai (AyAi = A). 

Die offenen Mengen sind nach 10*8*6 charakterisiert durch Ay = A. Die 
Mengen, fur- die A^=A, d. h. Ay = A ist, heifien Randmengen; die 
Randmengen sind also die Mengen ohne innere Punkte, oder was dasselbe 
heiBt : die Mengen ohne offenen Teil 3 A- A ist eine Randmenge (und zwar 
die einzige offene Randmenge) ; un ist die Menge aller rationalen, sowie 
die Menge aller irrationalen Punkte eine Randmenge. Zufolge 10*8*2 gilt: 

10-64. Aus R £ A folgt BA^QB^. 

Ist hierin insbesondere A Randmenge, also A = Ay , so wird hieraus 
B = A B ^Bff also weil Ry £ R ist: R = Ry, d. h.: 

10*6*2. Jeder Teil einer Bandmenge ist eine Bandmmge. 

10*6*3. Bed beliebigem Aist A^ erne Bandmenge, 

In der Tat, 10*6*1 ergibt fiir B Al^i Ay £ Ayy, und da A„ £ Ay ist: 
^ = 4t- 

Sei A eine beliebige Punktmenge. Wenden wir auf A und — A die Zer- 
legung (6) an, so erhalten wir, indem wir Ay + ( — A)y = Ag setzen, fol- 
gende Zerlegung des Raumes : 

(6-1) B=^Ai+{^A),^Ag. 

Die Punkte a von A^ sind die inneren Punkte von A ; sie waren charakte- 
risiert durch ; es gibt ein £ A. Die Punkte a von ( — A)i sind die inneren 
Punkte von — A ; wir nennen sie auch die auBeren Punkte von A ; sie sind 
charakterisiert durch : es gibt eine zu A fremde Umgebung Die Menge Ag 
heiBt die Begrenzung von A, ihre Punkte a heiBen Begrenzungspunkte 
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von A ; sie sind charakterisiert durch : jede Umgebung enthalt Punkte 
von A und Punkte von — A. Offenbar ist: 

(6'2) A,^(^A),. 

10 * 6 * 4 * Bei beliebigem A ist Ag abgescJdossen, 

Deim nach (6*1) ist Ag das Komplement der offenen Menge A^ + (~ ^)i • 

Man beweist leicht die Formeki: 

Ar = AAg-, A^ = A+A^-, 

A0 = A+{-AU (-A)0^{-A)+A,. 

Aus den beiden letzten folgt durch Durchschnittsbildung; 

(6-4) A^ (- A)0 - A, + (-- A), - Ag . 

Die offenen Mengen sind charakterisiert durch A Ag=^ A, die abgeschlos- 
senen durch £ A ; d. h. die offenen Mengen sind diejenigen, die keinen 
Begrenzungspunkt enthalten, die abgeschlossenen die, die samtliche Be- 
grenzungspunkte enthalten; daher rtihren auch die Bezeichnungen „offen“ 
und „abgeschlossen“. Aus der ersten Formel (6*3) folgt nun: 

10 * 6 * 5 . Damit A abgeschlossen seif ist notwendig und hinreichend, dafi 
Af = Ag. 

7. Die Gy und Fj,-Mengen. Wir bezeichnen jede Menge, die Durchschnitt 
einer Folge offener Mengen ist, als eine (3^5-Menge, oder kurz als ein Ogy 
jede Menge, die Summe einer Folge abgeschlossener Mengen ist, als eine 
F^-Menge oder einFj,. Jede offetie Menge ist auch ein Gy jede abgeschlossene 
Menge einF<,. Jede abzahlbare Menge ist ein weil jede Menge {a} 
abgeschlossen ist; z, B. ist nach 6*1*44 im die Menge der rationalen 
Punkte ein F^j . 

10 ' 7 * 1 - Das Ktm'pkmervt eines Gq ist ein F^, das Komplement eines F^ ist 
ein Q^. 

Dies folgt, weil die offenen und abgeschlossenen Mengen Komplemente 
voneinander sind, aus § 2 (1*8). 

Aus 10*7*1 folgt, daB im die Menge der irrationalen Punkte ein G^ ist. 

10 * 7 * 2 . Bos System alter Gy Mengen eines topologiscTien Eaumes ist ein 
d-Bing, das der FyMengen ein a-Bing. 

Dies folgt vennoge 8-5-1 aus 10*I*21 und 10*2*21* 

10 * 7 * 3 « Jedes Gq ist Durchschnitt einer rrtxmoton ahnehmenden Folge offener 
MengeUy jedes F^ Summe einer monoton wachsenden Folge abgeschlossener 
Mengen. 

Dies folgt vermoge 8-6-2 aus 10-I-21 und 10-2*21. 
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Ist A eine abgeschlossene Menge einea metrisehen Raumes 
UTtd {{g^)) eine Folge 'positiver Zahlen mit g, -► 0, w ist A 

V By 

Da offenbar DU^ = .4 = 0] ist, folgt dies aus 10-6-5 und 10-5-6, 

10-741. Jede abgeschlossene Menge eines metrisehen Raumes ist ein 
jede offene ein F^. 

Die erste Halfte folgt aus 10-7*4: wegen 9*4*1, die zweite folgt sodann aus 
10.7-1* 

Literatur: Die und jP<,-Mengen wurden zuerst von W. H. Young n&her 
untersuoht (W. H. Young and Gr. Chisholm Young, The theory of sets of 
points, Cambridge 1906, S. 63£E.); die Bezeichnung stammt von F. Hausdorff. 
Dber -Mengen /Vgl. auch W. Sierpidski, Fund. math. 6 (1924) S. 106. 

8. Otfen^ abgescblosseii als BelaiiYbegriffe. Seien A und B Punkt- 
mengen im topologischen Raume E und A QB . Als Teil des topo- 
logisohen Raumes jS ist R selbst ein topologischerRaum (§ 0, 1). Die Frage, 
ob A aufgefafit ak Punktmenge in B offen ist, ist dann verschieden von der 
Frage, ob A aufgefalit als Punktmenge in E offen ist; denn die offenen 
Mengen des Raumes B sind (§ 9, 1) die Durchschnitte der offenen Mengen 
des Raumes E mit R, und bs kann sebr wohl A Durchschnitt einer offenen 
Menge des Raumes E mit B sein, ohne selbst eine offene Menge des Raumes 
E zu sein ; z. B. ist R selbst als Punktmenge des Raumes R betrachtet immer 
offen, auch wemi es als Punktmenge in E nicht offen ist. Der Begriff 
„offen“ (und daher auch der Begriff „abgeschlossen“) driickt also eine 
Relation zwischen einer Punktmerge A und einem A enthaltenden topo- 
Ic^chen Raume aus; nur wo kein Zweifel besteht, weloher Raum.gemeint 
ist, muB dieser Raum nicht eigens genannt werden; anderenfalls sagen wir: 
„A ist offen (abgesohlossen) in R“, wenn R der Raum ist, relativ zu dem A 
offen (abgesohlossen) ist. Beispiele: [0,1) ist offen in der Halbgeraden 
a; ^ 0, im Ri aber nicht ; (0,1] ist abgesohlossen in der Halbgeraden ar > 0, 
im Ri aber nicht. Jede Punktmenge A ist offen (abgesohlossen) in A. 

Im fdgenden denken wir uns einen topologischen Raum E zugrunde ge- 
1^, auf den sich die Btegriffe „offen“, „al^esehlossen“, „offener Kem'‘> 
„abgeachIossene Hiille** usw, beziehen, wenn niohts anderes gesagt ist; 
aJle in den folgenden Satzen auftretenden Mengen sind Punktmengen in E, 
ihc in B offenen (ahgesckhssenen) Mengen sind die Dwchsehnitte 
der offenen {ahgeschhssenen) Mengen mit R. 

Fiir die in R offenen Mengen ist dies die Definition des topologischen^) 


1) Ist d«r zugrunde gelegte Baum E ein metrisoher Baum, so verl&uft der 
Bewms so: Ist A o&em in R und aBA% so gibt es naeh 16^$ und l#4t*l em 
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Teilraumes B von E (§ 9, 1), ftir die in 5 abgeschlossenen Mengen folgt es 
durch Komplementbildung. 

Wegen folgt ans 10*8*1: 

Jede in einer offenen (abgeschlossenen) Menge offene (abgeschlos- 
sene) Menge ist offen (abgeschlossen), 

Wendet man 10-5-61 unter Zugrundelegung des Kaumes B an, so erhalt 
man: 

10-8*2. Sei A^B] damit A abgescMossen sei in B, ist notwendig und hin- 
reichendi dap A aUe seine zu B gehorigen Hdufungsjmnkte enthalt, d, k, dap 
A^B^A. 

Da nach 10-6*42 A^ B = A B +A^ B, also wenn A ^B ist: 
A^ B = A A^ B, folgt aus 10-8*2: 

10-8-3. Sei A QB; damit A abgeschlossen sei in J5, ist notwendig und hm- 
reichend, dap A A^ B, 

Da A^ die kleinste abgescblossene Menge 2 so ist A^ B die kleinste in 
B abgesohlossene Menge ^A; also: 

10'8*4. Ist A ^B, so ist -4® B die abgeschlossene Hvlle von A in B. 

Hingegen gilt mir: 

10*8*41. 1st A ^B, so ist AiB Teil des offenen Kernes von A in B. 

Denn naob 10»8*6 ist Ai offen, also nach 10-8*1 Ai B offen in B, nnd m i th i n 
Teil des offenen Kernes von J. in -B. 

Keineswegs aber ist i. a. A^ B (=.4^) selbst der offene Kern von A in B: 
jede Menge -4 ist in 41 offen, also ihr eigener offener Kem in 41, aber weim 
4t nicht offen, ist nicht 4l=4.4l,-. 

Ans 10-8-1 folgen unmittelbar die Satze: 

10-8»5. 1st A offen (abgeschlossen) in B und B offen (abgeschlossen) in C, 
so ist auch A offen (abgeschlossen) in C, 

10»8*51. Ist A ^B und A offen (abgeschlossen) in C, so audh in B, 

9. Relative und . Wir nennen jede Menge, die Durchschnitt einer 
Folge in B offener Mengen ist, ein in jB, jede Menge, die Summe einer 
Folge in B abgeschlossener Mengen ist, ein F^ in B. 

10-9-1. Damit A ein Og (ein Ff) in B sei^ ist notwendig und hinrekihend^ 
dap A = M B, wo M ein Gq (ein Ffj. 

Qa > so daB BKa^^^A; setzexx wir so ist offenbar A^ BQ, 

asA 

und G ist offen nach 9-2-8 und 10-1-2. Ist umgekehrt A ~BG, "Wo G offen, und 

ist aeA, also auch aeG , so gibt.es nach 10-8-1 ein p >> 0, so dafi 

dann ist B K^^^BG, also ist BG==:A offen in B nach 10-8-1 und 10*8*6. 
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Der Beweis ergibt sich ohne weiteres aus den Formeln; 

n n n n 

10-9*2. 1st A sin (ein F^) in B wnA B sin (sin F^) in C, so ist A sin 
Gq (sin Ffj) in C. 

Denn ist A ein Gq in B, B ein GqUi C, so ist A = D (G„ B) = BDG^ 

n n 

= D (G'^ C)DGn== CD G'^DGn (wo G^, G'^ offen). Ist .4 ein jP^, in J?, B 

m n mu 

ein Fq in <7, so ist (mit abgesohlossenen F^, jP^): 

A = S{F^B)^BSF^=S{F‘^C)SF^=CSF'^SF^=0 SF'^F^. 

n n m n m n m,n 

Aus 10*9*1 folgt: 

10*9*21. Ist A^B und ist A sin Gq (sin F^j) in C, so auch in B. 


§ 11. Dichte, nirgends dichte Mengen. 

1. Dichte Mengen. Die Menge A heiBt dioht, wenn — A eine Rand- 
menge ist (§ 10, 6), d. h. wenn — A keinen inneren Punkt bat, d. b. wenn 
(— A) ^ = A. Der Raum F ist dicbt. Ist jP 4= .4, so ist die leere Menge nicbt 
dicbt. Im Bn ist sowobl die Menge der rationalen, wie die der irrationalen 
Punkte dicbt. 

11*1*1. Damit A dicht ssi, ist notwendig und hinrsichsnd, dafi A® = E.- 
In der Tat, ( — A)i = A ist nacb 10-5-11 gleicbbedeutend mit A® = E, 
Aus ll-l-l und 10-6-6 folgt: 

11*1*2* Dis sinzigs dichts, abgsschlossens Msngs ist E, 

11*1*3. Damit A dicht ssi, ist notwsndig und hinrsichsnd, dap fur jede 
offsns Msngs G'^ A auch AG^ A ssL 
Notwendig: Sei aaG) wegen A^ = E ist ae A®, und nacb 10*6'-4 ist 
AG^A, Hinreicbend : Sei fur jedes offene G'^A aucb AG~2)A. Da 
(— A)i offen und A (— A)i = A, muB also (— A)^ == A sein, d. b. A ist 
dicbt. 

Aus folgt wegen 10*5-2: 

11*1*4. Ist A dicht und A ^ B, so ist auch B dicht. 

Also ist die Summe dicbter Mengen dicbt. Fur den Durcbscbnitt gilt 
dies naturbcb nicbt (z. B. ist im Bn die Menge der rationalen und die Menge 
der irrationalen Punkte dicbt, ibr Durcbscbnitt aber ist leer, und somit 
nicbt dicbt). Hingegen gilt: 

11*1*5. 1st A dichte B dicht und offsn, so ist auch A B dicht, 

Denn nacb 11*1*8 ist fiir jedes offene G'^A aucb BG’^Aj nnd d& BG 
offen,, ist nacb aucb ABG'^A, Also ist nacb 11*1*8 A B dicbt* 
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Aus 11-1-5 folgt unmittelbax: 

Der DuTchschnitt endlich tdeler offener dichier Mengen isi dicht, 

2. Nirgends diehte Mengen. Die Menge A heifit nirgends dicht, 
weim (— A)^ dicht ist. Die leere Menge ist nirgends dicht; im ist die 
Menge der Gitterpunkte nirgends dicht, 

Damit A nirgends dicht set, ist notwendig und hinreichend, dap A® 
eine Randmenge ist. 

In der Tat, die Aussage „A ist nirgends dicht“ bedeutet : (— A)i ist dicht ; 
das aber heiBt — (— A)i ist Randmenge; nach 10-5-11 aber ist — (— A), 
-A®. 

Damit A nirgends dicht sei^ ist notwendig, dap A eine Rand^ 

menge ist. 

Dies folgt aus wegen A ^ A® nach 10*6*2. 

Wegen 10*6*6 folgt aus 

11«2*111. Damit eine abgeschlossene Menge nirgends dicht sei, ist noU 
wendig und hinreichend, dap sie eine Randmenge ist. 

Da A® abgeschlossen, folgt aus 11-2-1 und 11-2-111 : 

11-212. Damit A nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dap 
A® nirgends dicht sei. 

11*2*13. Damit die abgeschlossene Menge A nicht nirgends dichi sei, ist 
notwendig und hinreichend, dap es ein nicht leeres Stuck B gebe, das A ist, 

Notwendig: Ist A nicht nirgends dicht, so ist A nach 11*2-111 keine 
Randmenge, d. h. A^ =(= A. Weil A abgeschlossen, folgt nach 10*6*1 aus 
Ai £ A auch (A,)® £ A, also ist (A^)® ein nicht leeres Stuck £ A. 
Hinreichend: Sei B ein nicht leeres Sttick £ A; als Stuck ist R = (?®, 
Wo G offen; es ist also G £ A, mithin (? £ A^; und well R #= A, ist auch 
G4=A, mithin A^ =# A, d. h. A ist nicht Randmenge, also nach 11»2*111 
nicht nirgends dicht. 

11*2*2. Damit A nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dap es 
zujeder offenen Menge 3 A eine offene Menge G' A,G' gebe, so dap 
AG'^A, 

Notwendig: Sei G'^A\ wir setzen (?' = (— A)^ (S'; dann ist G*' offen, 
G' £ G, und weil (— A)^ dicht, ist nach (?' 3 5 G' £ (— A)^ 

£ — A ist aber AG^^A. Hinreichend: Sei G’^A, AC.G* ^G, 
AG* A', dann ist G* £ (— A), und weil G* offen, auch G* £ (— A)i; 
es gilt also(— A)iO SG', und wegen G* ^A ist A)iO' 3-^* Nach 
11*1^ ist also {— A)i dicht, d. h. A ist nirgends dicht. 
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Aus 11*2«2 folgen die Satze: 

11-2-21. Eirie offene Menge G^Aist nicht nirgends dicht. 

ll«2-3* Ist A nirgends dicht und B so ist avdh B nirgends dicht. 

Also ist der Durchschnitt nirgends dichter Mengen nirgends dicht. 

11*2*4. Die Summe zweier (endlich vider) nirgends dicMer Mengen ist 
nirgends dicht. 

Sind A, B nirgends dicht, so sind (— A)^, (— B)^ dichte offene Mengen; 
nach 11-1-51 ist also auch (— A)^ ( — B)i dicht, d. h. nach es ist 

({— A) (— B))i = (— (A + 5)), dicht, d. h. A + ist nirgends dicht. 

Ans 11*2*6 und 11*2*4: folgt: 

11»2*41. Das System alter nirgends dichten Mengen eines topologischen 
Baumes ist ein d-Korper. 

11*2*5. Ist A nirgends dicht, so ist — A dicht. 

Denn es ist (—A), dicht, nach also auch — A. 

Die Umkehrung von 11*2*5 gilt nicht allgemein, wohl aber fur shge** 
schlossene Mengen: 

11*2*51. Bine abgeschlossene Menge A ist dann und nur dann nirgends 
dicht, wenn — A dicht. 

In der Tat ; - A ist dicht“ heiBt „A ist Randmenge*S und nach ll*2*lll 

heiBt das: „A ist nirgends dicht“. 

11*2*6. Id der Baum E ^ A, so ist keine Menge sauoohl dicht als nirgends 
dicht. 

Denn ist A dicht, so ist — A ein© Bandmenge, d. h. {— A)^ = A, also ist 
(— - A)i nicht dicht, d. h. A ist nicht nirgends dicht. 

11*2*7. Ist A abgeschlossen, so ist A^ nirgends dicht. 

Weil A abgeschlossen, ist nach 10-6-5 A,. — A^ , also ist A, nach 16*6*4 
abgeschlossen, und da A,, nach 10*6*6 eine Bandmenge ist, fdgt die Bdbaup- 
tung aus 11*2*111. 

11-2*71. Ist A offen, so ist Ag nirgends dicht. 

Denn — A ist abgeschlossen, also nach 10*6*5 mod 11*2*7 (— A)g nirgeiMla 
dicht, also nach § 10 (6*2) auch Ag nirgends dicht. 

3. Bieht^ nirgends dieht als Belatiybegritte. Die Begriffe „dicht*‘, 
„nirgends dicht“ sind, ©benso wie „offen“, „abgeschlossen‘%Relativbegri£fe: 
si© drucken eine Relation zwiscben einer Menge A und ©inem topologischen 
Baum© 2 A aus, der, wenn erfcarderlich, eigens genannt w^den muB. Im 
folgenden ist wieder ein topologischer Baum E zugrunde gelegt, auf den sioh, 
wenn nicht anders gesagt, die auftretenden Belativb^riffe beziehen; aOe 
auffcretenefen Mengen sind Punktmengen in B. 
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11*3*1* Sei A damit A dicht sei in B, ist notwendig und kinreicJiend, 

dap A^. 

Da B gleichbedeutend mit B = B^ folgt dies aus 11* 1*1 (ange- 
x^endet auf den Raum B] und 10*8-4. 

Sei A £ jB; damit A dicht sei in B, ist notwendig und hinreichend, 
dap A^ = RO. 

Notwendig: Nach ist B £ J.®, also auch. B^ £ ^4^; wegen A 
ist auch umgekehrt A^ £ B^. Hinreiohend; Aus A^ = B^ folgt B £ A®, 
und das ist hinreichend nach 11*8*1. 

11*3*12. Jede Menge A ist dicht in A und dicht in A^. 

Das erste folgt aus 11*3*11, das zweite aus 11*3*1. 

11*3*2* dst A A^ B^ Bj und ist A dicht in B^ so ist auch A! dichi 
in B'. 

Denn nach 10*5*2 ist auch -4® £ A'® £ wegen 11*3*11 ist 

hierin A^ == B^, also auch A'® = und die Behauptung folgt aus 11*3*11. 

11*3*21. Ist A* ^ A £ J5 £ B\ und ist A nirgends dicht in B, so ist auch 
A* nirgends dicht in B\ 

Nach 11*2*3, angewendet auf den Raum B', geniigt es zu zeigen: A ist 
nirgends dicht in B\ Da nach 10*8*4 A^ B' die abgeschlossene Hiille von A 
in B ' ist, ist also nach 11*2*1 (angewendet auf den Raum jB') zu zeigen: 
A^ B' ist eine Randmenge in B\ d. h. : ist H eine in B' offene Menge £ R', 
so ist H ^ A, Aus H ^A^ B' folgt H B ^A^ B' B^ also wegen BQB': 
R R £ A® J5; da nach 10*8*1 H B offen in R, und A^ B nach 11*2*1 {an- 
gewendet auf den Raum R) eine Randmenge in R, ist H B ^ A; da 
R®R' die abgeschlossene Hiille von R in R', ist also nach 10*5*411, an- 
gewendet auf den Raum R', auch H B^ B^ = A, A h. H B^ = A, und 
somit, wegen A® £R®, auchjBrA° = A; qms H ^A^ B' ^A^ folgt also 
R' = A, w, z. b. w. 

ll*3*3. Ist A dicht in B, B dicht in 0, so ist A dicht in (7. 

Demi nach 11*3*11 ist A® = R^, R® = also A® = C®, 

Aus 11*8*8 und 11*8*12 folgt: 

11*3*31* 1st A dicht in B, so auch in R®. 

11*3*32* Ist A £ R und nirgends dicht in R°, so auch in B. 

Nach 11*2*2 ist zu zeigen: In jeder in R offenen Menge R (7 2) A gibt es 
eine in R offene Menge R 6^' 2) so daB AG' = A. Da A nirgends dicht 
in R®, gibt es nach 11*2*2 eine offene Menge (?', so daB AQB^O' ^B^Gy 
AG' A; wegen R® £ R® G ist auch BG' ^ BO; weil O' offen und 
B^G' Ay ist nach 10*5*4 auch* BG' A; und da A 6?' = A, ist die 
Behauptung bewiesen. 
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11-34. 1st Afn dicht in fur jedes me so ist A ^ S Aj^ dicht in 
B = S ”*" 

meM I 

Wegen A„ g JS^ist A^B; wegen ll-S-ll ist = B^, also B = S B„ 
£ 5 = S A^^A’'; die Behauptung folgt also aus H>3-1. 

meM meM 

11*3*5. 1st A B dicht in B, so ist B^A^. 

Denn bei Benutzung von ist B £ == (.4 B)® £ A^, 

Die Umkehrung hiervon gilt nicht (Beispiel : A die Menge der rationalen, 
B die der irrationalen Punkte des B„). Wohl aber gilt: 

11*3*51. Ist B eine offene Menge £ A^, so ist A B dicht in B. 

Dann nach 10*5*411 ist (4[B)®2^®B= B; die Behauptung folgt also 
aus 11-8-1. 

Nun erhalten wir neben und 11*2*2 die folgenden Bedingungen 

dafiir, daB eine Menge dicht, bzw. nirgends dicht sei. 

11*3*6. Damit A dicht sei, ist notwendig und hinreicJiend, da^ A G dicht 
in G sei fur jedes offene 0. 

Notwendig: Ist ^ dicht, so ist nach A^^E , also gewifi G £ 
und die Behauptung folgt aus 11*8*51. Hinreichend: Man wahle 
G=:E, 

11-3*61. Damit A nirgends dicTU sei, ist notwendig und hinreichend, dap 
A G nirgenrids dicht in 0 sei fiir jedes offene G, 

Notwendig: Sei O'^A und offen in G, also nach auch offen 

(in E). Nach 11-2-2 gibt es eine offene Menge C' A, C' QC, so daB 
AC' ^ A, sho auch AGC'^A, Wegen C' QG^E, ist C' na6h lO-S-Sl 
auch offen in G; nach 11»2*2 ange^^endet auf den Raum G ist also A G 
nirgends dicht in G. Hinreichend: Man wahle G = E , 

11*3*7. Damit, A nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, dap es 
keine offene Menge G“jj) A gebe, fur die A G dicht in G ist. 

Notwendig: Sei G'^A und offen; nach 11-8-61 ist nirgends dicht 
in G, also nach 11*2'«8 nicht dicht in G. Hinreichend: Ist die Be- 
ding img erfiillt, so kann nach 11«8*51 keine offene Menge G, die 3 A ist, 
£ A^ sein, d. h. A^ ist Randmenge, und nach 11*2*1 ist A nirgends dicht. 

11*8*8. 1st A dicht in B und G offen, so ist AG dicht in B G. 

Nach 11*8*1 ist B £ 41® , also BGQA^G, also nach 10*6'411 
BG^(A G)^; nach 11*8-1 ist also ^ C? dicht in BG. 

U-3-9. Ist B dicht in O und A nirgends dicht in C, so ist A B nirgends 
dicht in B. 
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Nach 11*2*8 ist nirgends dicht in C; da nach ist 

also nach 11*8*21 AB auch nirgends dicht in jB®, also nach 11*8«82 
anch in B. 

Literatur zu § 11: Die Grundbegriffe dieses Paragraphen stammen von G. Can- 
tor; eine eingehende Darstellung bei F. Hausdorff, Mengenlehre § 27. 

§ 12* Isolierte» sepaiierte, insichdicbte Mengen. 

1. Absolute Eigenschaften. Wie wir in § 10, 8 und §11,3 sahen, stellen 

die Begriffe: offen, abgeschlossen, dicht, nirgends dicht Eelationen einer 
Menge zu einem sie umfassenden topologischen Raum dar, oder, was das- 
selbe heifit, Relationen eines topologischen Raumes A zu einem topologischen 
Raum jE? 2-^ • ist E 2 ^ 2 so kann A in E offen sein, in nicht. 

Wir fragen nun nach Eigenschaften, die einem topologischen Raume an 
sich, nicht relativ zu einem anderen zukommen; wir nennen sie 
absolute Eigenschaften. Z. B. hat, wenn as A, die Aussage „a ist 
Haufungspunkt von A*\ so wie ihre Negation, absoluten Charakter. Das hat 
zur Folge: fasse ich den topologischen Raum A einmal auf als Punktmenge 
in E 2 dann als Punktmenge in ^ A, und trifft unsere Aussage im 
einen Ealle zu, so auch im anderen. Absolute Eigenschaften kommen einem 
topologischen Raum A an sich zu, gleichgiiltig in welchen topologischen 
Raum E ich ihn eingebettet denke. Da jede Punktmenge in einem topo- 
logischen Raume selbst ein topologischer Raum ist, so konnen wir absolute 
Eigenschaften auch von Punktmengen (nicht nur von topologischen 
Raumen) aussagen. 

2. Isolierte Punkte. Einen Punkt von A, der nicht Haufungspunkt 
von A ist, nennen wir einen isolierten Punkt von A, Die Menge aller 
isolierten Punkte von A bezeichnen wir mit Aj ; die Menge aller Punkte 
von A, die Haufungspunkte von A slnd, mit A^ . Es ist also: 

(2) A — A^ 4" A;^ (Aj A;^ — A) . 

Da die Aussage: „Der Punkt a von A ist isolierter Punkt (ist Haufungs- 
punkt) von A^* absoluten Charakter hat, so auch die Zerlegung (2) — im 
Gegensatze zur Zerl^ung § 10 (6) in Band und offenen Kern, die relativen 
Charakter hat, d. h. verschieden ausfallen kann, je nachdem als Teil welchen 
topologischen Raumes A auj^efaBt wird. 

Nach Definition ist (§ 10, 4) : 

(2-1) Ai^A-A^, A;k = AAi; 

obwdil hierin A^ relaliven Charakter hat (bei verschiedener Wahl des topo- 
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logischen Raumes A verschieden ansfallt), hat Aj (und ebenso Aj^ 
absoluten Charakter (ist dieselbe Menge, wie immer E'Q.A gewahlt sein 
mag). 

Ersetzen wir in (2*1) A durch J.®, und beachten, daB nach 10*6«7 
(.4®)^ = A^ ist, so erhalten wir, da nach 10-5.42 A^ A^ = A^ ist: 

(2-11) {A%^AK 

Nach (2) ist also: A^=^(A^)j+A^ und {A^)jA^ = A\ durch Vergleich 
mit 10.6*42 ergibt sich daraus: {A^)j = A^A^, also nach (2*1): 

(2.111) (A%=Af. 

Wegen (2*11), (2*111) ergibt die Zerlegung (2), angewendet auf A^: 

( 2 * 2 ) A^ = A^+ A^ {Aj A^^ A). 

Aus der Definition von folgt : 

12*2*1« Ist A ^ j5, 80 Aj^ A Ej ^ Aj. 

12*2*2. {A + ^)h = (A + 5) (A^ + E^) ; (A -f- E)^ = (A + R) — (A^ -i- E^). 
Nach (2*1) ist (A + E)f^ = (A + R) (A + R)^, also folgt die erste Glei- 
chung aus 10-4*6, sodann die zweite durch Komplementbildung beziiglich 
A+E. 

12-2-3. Aj^ ist abgescklossen in A; A^ ist of fen in A. 

Die erste Halfte folgt wegen (2*1) aus 10*4*6 und die zweite sodann 

aus (2). 

Bedeutet E den zugrunde gelegten topologischen Baum, so gilt; 
12«2«4* Ist as Ej, so ist die Menge {a} offen und ein Stuck, 

Derm ist a e Ej, so gibt es nach 10*4*2 eine reduzierte Umgebung 17^, die 
leer ist ; ist aber 27^ = A, so ist 27^, = {<z}, 27^ aber ist nach Definition 
(§9, 1) offen. Da die Menge {a} aber auch abgeschlossen ist, so ist sie ein 
Stuck. 

12*2*41. Jeder Teil von Ay ist offen in A. 

Dies folgt aus 12-2*4 und 10*1*2. 

12*2*5. EiTie dichte Menge enthdU jeden isolierten Punkt a des Eaumes. 
Dies folgt aus indem man dort fur G die Menge {a} wahlt. 

12-2-51, . Eine nirgends dichte Menge enthalt keinen isolierten Punkt des 
Eaumes, 

Wegen 12«2*4 folgt dies aus 11-2*11. 

12*2*52. Ist A dicht in E, so ist Ay = By . 

Aus 12*2*5 (angewendet auf den Raum E) folgt: JBy ^ A , d. h. JBy = A Ry , 
also nach 12*2*1 : Ry £ Ay . Bleibt zu zeigen Ay ^E^, oder was dasselbe 



70 


II. Kapitel. Punktmengen. 


heiCt: 5* £ - • Nach ll-S-l ist B £ ^« , also £ (4»)i , also nach 

10.5.7 g 5^ £ , also well Aj = A iat: 5* £ — Aj, w. z. b. w. 

12-2*6. 1st as E^, so ist die Menge {0} nirgends dicM. 

Dies folgt aus 11*M11 ; dennist o e i?* , so ist offenbar {a} eine Randmenge. 

3. Isolierte Mengen. 1st A^ = A, also A = Aj, d. h. ist jeder Punkt 
von A isoliert, so heifit A eine isolierte Menge; dies ist gleichbedeutend 
mit AA^ = A. Der Begriff „isoUerte Menge" hat absoluten Charakter. 

Die leere Menge, jede endliche Menge ist isoUert; die Menge der Gitter- 

punkte des E„, die Menge der Punkte - (w = 1, 2, . . .) des 1st isohert. 

Aus 12*2*1 folgt: 

12*34. Jeder Teil einer isolierten Menge ist isoliert, 

12*3*2* ^ei beliebigem A ist Aj isoliert, 

Aus Aj^A folgt nach 12* 2*1: Ajj^ auch Aj^^^Aj, ist 

Aj/^ ^ A/^ Aj ; wegen Af^ Aj == A ist also auch Aj^ = A , d.h.Aj ist isoliert. 

12*3*3* In, jedem unendlichen^) JRaume E gibt es isolierte unendliche 
Mengen. 

Dies ist trivial, weim E selbst isoliert; wir nehmen also an. Ej^ 3D A. Sei 
a e Ej^. Wir definieren durch Induktion eine Folge von Punkten und zwei 
Folgen offener Mengen (?„ und 1. sei ein beliebiger Punkt =1= a, und 
seien zwei fremde offene Mengen, so dafi a« Oj s (§ 9, 1, Axiom 5e). 
2. Seien Oi, ag, . . (unter einander und von a verschieden) gegeben, seien 
ferner 6?^ zwei fremde offene Mengen, so daB aeG^t aisG^ (i = 1, 2, 

. , n) ; da as Ej,, gibt es in G^ einen Punkt #= a; einen solchen wahlen wir 
fiir sodann seien zwei fremde offene Mengen, so daB asH^y 

und sei G^^^ = (/„ + J?; ; dam sind auch G^^^y G'^^^ 

zwei fremde offene Mengen, und es ist asG^^i, (i = 1, 2, . . ., ti+I). 

Die so gebildete Menge A der Punkte (tit == 1, 2 . . .) ist isoliert; denn da 

e (?;, ai €G^(i> n) und G^ G'^ = Ay kann % nicht Haufungspunkt von 
A sein. 

Aus 10*4*7 folgt unmittelbar: 

12*3*4* 1st A eine metriscke Menge und B ein g-Netz in A, so ist B 
isoliert. 

12*3*41. Bind A^ und A^ metrische Mengen, ist B^ ein Qi-Netz in 
und JBg ein q^-Netz in A^, so ist B-^ +-^2 isoliert. 

Nach 10.4.7 ist jBJ = ^, JB| = ./I , also nach 10.4.6 auch (Bj + £*) ^ = -4. 


1) d. h. aus xinendlich vielen Punkten bestehenden. 
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4. Insichdichte Mengen. 1st Af = A, also ist jeder 

Punkt von A Haufungspunkt, so heifit A insichdicht^) ; dies ist gleich- 
bedeutend mit A £ A^, sowie mit A^ = A^, Der Begriff „insichdicht“ hat 
absoluten Charakter. Die leere Menge, jede Halbgerade, jedes Intervail 
des Ely der die Menge aller rationalen, die Menge aller irrationalen 
Punkte des E^ ist insichdicht. Aus 12*2*1 folgt: 

124*1. Die Summe eines (evdlichen oder unendlichen) Systemes insich- 
dichter Mengen ist insichdichU 

12«4*2. Dine offene Menge Gy die heinen isolierten Punkt des Eaumes E 
eTdhdlty ist insichdicht. 

Sei in der Tat a e Gy eine Umgebung von a\ dann ist auch G eine 
Umgebung von a, und da a Haufungspnnkt von Ey besteht 17^ G aus un- 
endlich vielen Punkten, daher enthalt unendlich viele Punkte von Gy 
und a ist Haufungspunkt von G. 

12-4:*21. Jede in einer iinsichdichten Menge B offene Menge ist insichdicht. 

Dies ist ein Spezialfall von 12-4-2 ; man hat nur in 12*4*2 fiir E die Menge B 
zu wahlen. 

124-3* Ist A dicht in By so ist, damit A insichdicht seiy notwendig und 
hinreichendy da^ B insichdicht ist. 

Dies ist ein Spezialfall von 12*2*52. 

Da nach 11*8*12 A dicht in A®, folgt daraus: 

12-4-31. Damit A insichdicht seiy ist notwendig und hinreichendy dap A^ 
insichdicht sei. 

12-4-32. Ist A insichdicht und A g B so ist auch £ insichdicht. 

Denn aus A ^ B QA^ folgt A® = ist nun A insichdicht, so nach 
12-4*81 auch A®, also auch also nach 12.4*81 auch B. 

12*4*4* A — (A^)® ist insichdicht. 

Wir setzen A — (A^f = J5, {A^f = G\ dann ist G offen und B £ A;i, 
d. h. jeder Punkt von B ist Haufungspunkt von A ; da aber AG = B = BGy 
ist nach 10*4*8 jeder Punkt von B auch Haufungspunkt von B, d. h. B ist 
insichdicht. 

12*4*5. 1st A insichdicht, B isoliert, so ist A QiA — B)^ , 

Andernfalls gabe es ein as A, so daJB a^e(A — B)^. Nach 10*4.2 gabe 
es dann eine reduzierte Umgebung so dafi (A — B) U^ = A, d. h. 
A U' £B; nach 12.8*1 ware also A U' isoliert. Das aber ist uninoglich, 
denn nach 12*4*21 ist A insichdicht, und nach 10*4*2 ist A A, 

In einein Wbrte zu schxeiben; Jede Menge A ist dicht in A» also dicht in 
sich; aber keineswega ist jede Menge insichdicht. 
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12 * 4 * 6 . Ist A eine insicMicMe metrische Menge, so gibt es ein B ^Ay 
so daP sowohl B als A — B dicht in A. 

Dies ist trivial, wenn 4 = yl ; sei also ^ 3 A. Nach ».7.1 gibt es in ^ ein 
l-Netz ; da 4 insichdicht, nach 12-8.4 isoliert, iat A — A. Sei 

ein 4 -Netz in ^ — Bi ; da Bi + B* nach 12.8.41 isoliert, ist 4 — (B^ + Bj) 3 

A 

SeiBjeinl-Netzin^— (Bi + -Bjs)usf. Wir setzen B= SB^; dann gilt: 
A— B^SB^_j^. Ist dann aeA und e>0, so ist K^^B^'JA fiir 

n 

71 ^ i ; denn nach 12*4*5 ist a e (A — + B^ + . . . + nach 

10 *4-1 gibt es also ein a' e A — (J?! + JSg + • • • + -®n-i) » so daB 

a a' < p — , und weil B^ ein “ -Netz in .4 — {Bi -f -52 + • • • + 

^ n ^ 

ist, gibt esein beB^, sodaBa'6<~ ; aus — a'6<;^folgt 

aber ab <Qy also ist ^ 41 , wie behauptet. Nach 10*5*41 folgt 

daraus: A^BP, A^(A — B)^, also sind nach B und A — B 

dicht in A. 

12 * 4 * 61 . 1st A eine insichdichte metrische Menge, so gibt es eine Zerlegung 
A = S An von A in disjunhte, in A dichte TeiU. 

Nach 12.4.6 gibt es eine Zerlegung A (A ^ B-^) + B^, m daB A-- B^ 
und ,^1 dicht in A, Nach 12.4.3 ist By^ insichdicht, also gibt es nach 12.4.6 
eine Zerlegung By^ — A^-^ B^m zwei fremde, in By^ dichte Summanden; 
nach 11.3.8 sind A 2 und B^, auch dicht in A, also nach 12.4.3 auch insich- 
dicht. Daher gibt es wieder nach 12.4.6 eine ebensolche Zerlegung 
J52 = -43 + ^8usf. Nun ist fiir jedesl^: 5= (J[— By) . . . +An-\-Bn, 

also ,4 = (^ — J?i) + S An Bn, und jede der Mengen A — B^, 

n^2 n 

^2 , . . . , , . . . ist dicht in 4. Setzen wir noch (4 — By) -^D Bn = Ai, 

so ist 4 = S4„, und nach 11.3.2 ist auch 4i dicht in 4. ^ 

n 

Literatur: Die insichdiohten Mengen wurden eingefuhrt vcm 0. Cantor, 
Math. Ann. 23 (1884) S. 471. 

5. Perfekte Mengen. Eine Menge, diezugleichabgeschlossenundinsioh- 
dicht ist, heiBt perfekt. Die ie^re Menge ist perfekt. Ist der Baum B in- 
sichdicht, so ist er perfekt ; der Bn ist also perfekt. Im Bi ist }edes Int^rvall 
[a, 6], jede Halbgerade x^a(x ^ a) perfekt. ,,4 ist perfekt^*, ist gkich’- 
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bedeutend mit A = A^. Der Begriff „perfekt“ bat, ebenso wie „abgeschlos- 
seii“ relativen Cbarakter; z. B. ist (0, 1] perfekt in der Halbgeraden a; > 0, 
nicht aber im jBj. 

12 * 5 * 1 . Summe endlich vieler perfekter Mengen ist perfekt 

Dies folgt aus 12*4*1 und 10*2*1. 

12 « 5 * 2 * 1st A perfekt, so ist auch jedes Stuck in A perfekt. 

Ist B ein Stuck in -4, so ist jB die abgeschlossene Hiille in A einer in A 
offenen Menge G. Nach 12*4*21 ist G insichdicht, nach 12*4*81 also auch B, 
und als Stuck in A ist B auch abgeschlossen in A, also nach 10*8*11 ab- 
geschlossen. 

12 * 5 * 3 * Damit A insichdicht sei, ist notwendig und hinreichend, da/S A^ 
perfekt sei. 

Dies folgt aus 12*4*31 und der Tatsache, daB A^ abgeschlossen. 

12 * 5 - 4 :* 1st A insichdicht, so ist A'^ perfekt. 

Dies folgt aus 12*5*3, da fur insichdichte Mengen A^ = A^. 

Die Umkehrung von 12*5*4 gilt nicht; z. B. ist fiir jede endliche Menge 
A^ = A, also perfekt. 

Literatur: Die perfekten Mengen wurden eingefuhit von G. Cantor, Math. 
Ann. 21 (1883) S. 575. 

6. Separierte Mengen. Eine Menge, die keinen insichdichten Teil 
'^A hat, heifit separiert. 

12 * 6 * 1 * Jcde isolierte Menge A ist separiert. 

Sei .B 3 insichdichter Teil von A ; jeder Punkt 6 e JS ist dann Hau- 
fungspunkt von B, nach 10*4*8 also auch von A, also ist A nicht isoliert. 

Die Umkehrung hiervon gilt nicht; z. B. ist die aus den Punkten 0 und 

— (? 2 . == 1, 2, . . .) des Ri bestehende Menge separiert, aber nicht isoliert. 
n 

12 - 6 - 2 . Jeder Teil einer separierten Menge ist separiert. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition, 

12 * 6 * 3 . Sind A und B separiert, so auch A + J5 . 

Es ist zu zeigen: jede insichdichte Menge C ^A B ist = A. Es ist 
C^AC + BC. I)a,C—(ACf offen in O, so ist nach 12*4*21 {ACf 
insichdicht, also als Teil der separierten Menge B leer, d. h. 0 £ {A €)^, 
also auch 0° £ {A C)^ ; da aber wegen A € auch {A C)^ £ 0®, ist 
{A 0)® = <7®, d. h. nach 11*8*11 : A C ist dicht in C, und mithin nach 12*4*8 : 
A 0 ist insichdicht. Weil A separiert, ist also AG = A. Ebenso sieht man : 
BG = A. Also ist 0 = A, w. z. b. w. 
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Aus 12*6*2 und 12-6*8 folgt : 

I>CLS System aller sepirierten Menken eines Uypologischen Raumes 
ist ein d-Korper. 

12 * 64 . Eine separierte Menge A, die keinen isoUerten Punkt des Eaumes 
enikdU^ ist nirgends dicht. 

W^e A nicht nirgends dicht, so gabe es nach 11-3-7 eine offene Menge 
daB AG dicht in G; dann ist AG'^A, und da AG keinen 
isolierten Punkt des Raumes enthalt, kann nach 12.2*5 auch G keinen 
isolierten Punkt des Raumes enthalten. Also ist G nach 12*4.2 insich- 
dicht, und nach 12.4*8 ist auch A G insichdicht. Wegen AG'JA steht 
das im Widerspruche zur Voraussetzung, A sei separiert, 

Literatar; Die separierten Mengen (in der franzSsischen Literate neuerdings 
als „ensemble8 claicsem6s*‘ bezeichnet) warden eingefiihrt von G. Cantor, Acta 
math. 7 (1885) S. 105. Eingehendere Betrachtangen: M. Pr^chet, Pand. math. 10 
(1927) S. 328. 

7. Insichdichter Kem. Da A insichdicht, hat jede Menge einen insich- 
dichten Teil. Nach 12.4*1 ist die Summe alter insichdichten Teile von A 
wieder insichdicht; sie heiBt der insich dicht e Kern Ajg von A und ist 
der groBte insichdichte Teil von A. Wir setzen A — Ajg = Ag, und nennen 
Ag den separierten Bestandteil von A. Denn es gilt: 

12 * 7 * 1 . Bei beliebigem A ist A, separiert, 

Hatte namhch Ag einen insichdichten Teil B^A^ so ware Ajg + B zu- 
folge 12.4*1 ein insichdichter Teil von A, der 3 A^. ware, entgegen der Defi- 
nition von Afc . 

Die Zerlegung: 

(7) A== At + A, (At A, = A) 

hat absoluten Charakter. Aus der Definition von At und A, folgt unmittel- 

bar: 

(7-1) Ajj. ^ , A, ^ Aj- , 

12 * 7 * 2 . Aj- ist dicht in Ag . 

Nach 12*4*4 ist A — {Aj)^ £ A^.; durch Komplementbildung bezuglich A 
folgt also: (Ay)® 2 A,, und daraus folgt die Behauptung nach 11*3.1. 
12 * 7 * 3 * ist A £ J5, 60 Aj^ £ * 

Denn jeder insichdichte Teil von A ist auch insichdichter Teil von B, 
12 * 7 * 31 * 1st A £ Bf so A Bg £ Ag . 

Denn aus 12*7*3 folgt durch Komplementbildung bezuglich B, daB: 
R — Ajfc 2 , also A (R — A|.) 2 ^ E,; wegen AQB, A^ £ A ist aber 

hierin A{B~— A^) = AR— AAjfe = A — A;fc = A, . 
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12 - 74 . {A + B), = + J5) {[Aj,)^ + . 

Wir setzen {A + B) ((-4^)® + {^hf) = Wegen Ai.^{A -]r (-4*)® 

Q (Aj^)^ ist nach 124-32 (A + B) und ebenso {A + B) (Bj^)^ insich- 
dicht, daher nach 12«4*1 auch {A + -5) ((^L*)® + (-6*))® ; somit ist 
-3f £ (-4 + B)ji, . Es ist also nur mehr zu zeigen : (-4 + B% £ M, oder was das- 
selbe heiBt : Jeder insichdichte Teil C von 4 + J? ist £ . Ware nicht C^M, 
so ware C — A, und weil C M = C + (^*)°) abgeschlossen 
in (7, ware G — M offen in <7, also nach 12*421 insichdicht. Es geniigt also 
weiter, zu zeigen: (A + J?) — if hat keinen insichdichten Teil 3 Aj d. h. 
(4 + -B) — if ist separiert. Nun ist 

(A+B)-^M =^(A+B)^ {(Aj,f + (B,f) = - W + W)) 

+ (J? - {{A,f + {B,)0)) g - A,) + (B - B,) = + B,; 

nach 12*7*1 sind Ag und Bg separiert, nach 12.0.8 also auch Ag -{- Bg, und 
somit nach 12»6«2 auch {A B) — M, w. z. b. w. 

12 - 7 - 5 . Ajg ist perfeht in A; Agist offen in A, 

Indem man in 12-74 .4 = J5 setzt, erhalt man Aji. = A also ist Ajg 
abgeschlossen in A, mithin A — Aj^ = Ag offen in A ; weil Aj^ insichdicht, 
ist Ajg auch perfekt in A, 

12 - 7 - 51 . Ist A abgeschlossen, so ist Aj^ perfekt. 

Dies folgt aus 12«7*5 und 10-8-11. 

Wegen 12«7*51 nennen wir, wenn A abgeschlossen, Aj^ auch den per f ekte n 
Kern von A. 

8. Koharenzen^ Adharenzen. Sei A eine beliebige Punktmenge, Wh 
definieren durch transfinite Induktion (§ 7, 4) die ^-te Koharenz (oder 
Koharenz f-ter Ordnung) A^ von A mittels folgender Vorschriften: 

(8) 1. A = 2. = (Jf)*; Z.Ai^DA^, 

wenn ^ ( > 0) Grenzzahl. Hierdurch ist A^ fiir alle Ordinalzahlen £ 
de£biiert. Die Menge Ag — -4^^^ = (■4^)^* heiBt die ^-te Adharenz von A. 
Die Koharenzen und Adharenzen haben absoluten Charakter. Aus der 
Definition folgt unxnittelbar : 

(8-1) Ag,^Ag furf'>|. 

12 * 8 * 1 * Die i-te Koharenz Ag ist abgeschlossen in A. 

Beweis durch transfinite Induktiou (7*4«12). Die Behauptung ist richtig 
fur f = 0 , da Aq ~ A. Angenommen, sie sei richtig fur alle 7] <£; dann 
gilt sie auch fur ist f eine isolierte Zahl, so ist Ag = (A|_i)ji, also 
nach 12* 2*8 abgeschlossen in A|_i, also nach 10-8-5 auch abgeschlossen 
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in .4, da nach Annahme abgeschlossen in ist hingegen f eine 

Grenzzahi, so ist D wad da hierin die A^ abgeschlossen in 

A, so nach auch A^ . 

Fiir jedes | gilt: 

(8-2) A= S (A^ — A,+i) + • 

Denn ist aeA—’A^, so gibt es eine kleinste Ordinalzahl , so dafi 

a^eA^; wegen 1 . in (8) ist /^ > 0 , und wegen 3. in (8) ist fx nicht Grenzzahi, 
kann also in der Form fi^ri + 1 geschrieben werden; dann aber ist 
rj<^ und aeA^ — A^^^ . 

12*8*2. Es gibt eine kleinste Ordinalzahl a, so dap A^ = Ag^^ fiir | ^ a. 
Sei die Machtigkeit von A ; setzen -wir in (8*2) f , so konnen 

nicht alle Summanden ^,,+1 D /I sein; es gibt also eine kleitaste 

Ordinalzahl a (< , so daB > d. h. Ag^^-^ = Ag^; aus 

(8) folgt unmittelbar, daB dann A^ = Ag^ fiir alle | ^ a . 

Die Menge Ag^ von 12*8*2 wird als die letzte Koharenz von A be- 
zeichnet. Es gilt : 

12«8*21* Die letzte Koharenz von A ist der insichdichte Kem von A, 
In der Tat, ^^t+i = T^esagt: {A^)j, = Ag,, d. h. Ag, ist insichdicht, also 
Ag^^Aj^. Bleibt zu zeigen, daB auch S-^a^ od^^ wegen (8-1) das* 
selbe heiBt :Aj,QA^ fiir alle f . Wir zeigen dies durch transfinite Induktion: 
Die Behauptung ist richtig fiir f = 0, da A^^ A\ angenommen sie sei 
richtig fiir alle ^ < f ; ist dann f eine isolierte Zahl, so ist, well A^^ insioh- 
dichterTeil von A^^^ ist: Aj, g = -4|; ist hingegen f eine Grenz* 

zahl, so folgt Ai; QA^ unmittelbar aus 3. in (8). 

liiteratur: Der Begriff der Koharenzen und Adharenzen stammt von G. Can- 
tor, Acta math. 7 (1885) S. 110. Vgl. auch C. Kuratowski, Fund. math. 3 (1922) 
S. 76. 

9. Ableitungen. Die f-te Koharenz von A^ wird mit bezeichnet, uiwi 
heiBt die f-te Ableitung von A, Fur £ = 1 ist dies nach § 12 (2-11) die 
schon in § 10, 4 mit bezeichnete Menge aller Haufungspunkte von A. 
Fur abgeschlossene Mengen stimmt die f-te Ableitung mit der f-ten 
Koharenz uberein. 

12*94. Die l-ie Ableitung A^ ist abgeschlossen. 

Nach 12.8^1 ist A^ abgeschlossen in und da A*^ abgeschlossen, ist A^ 
abgeschlossen nach 19*8*11. 

Die letzte Koharenz von A*^ heiBt die letzte Ableitung von A. Aus 
12*8*21 folgt: 

12*9*2. Die leizte Ableitung vm A ist der j>erfekte Kem von A®. 
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1st J.® die letzte Ableitung von A, so ist fiir f < a, und da 

=z= (.4^);^, ist A^ nicht perfekt fiir | < a; man kann deshalb A^ auch 
als die perfekte Ableitung von A bezeichnen. 

Selbstverstandlich kann die letzte Ableitung von A auch leer sein. Be- 
steht z. B. A aus endlich vielen Punkten, so = A die letzte Ableitung 
von A. 

12«9*3. 1st p eine Ordinalzahl < (§ 8, 3), so gibt es im Intervalle [a, 6 j 

desE^ eine abzdhlbare, abgeschlossene Punktmenge A^ fiir die A^ '2) A ^ wenn 

f urd = A. 

Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Die Behauptung ist 
richtig fiir = 0. Angenommen, sie sei richtig fiir alle S ^ ; sei dann 
((a„)) eine Punktfolge aus (a, b) mit a„ < und 6; ferner sei (()?„)) 
eine Folge von Ordinalzahlen, in der alle P isolierte 

Zahl, hingegen P = wenn ^ eine Grenzzahl >0 (S*4-21). 

n 

Nach Annahme gibt es in [a„, eine abgeschlossene Punktmenge A„, 

so daB (Anf 3 f ^ Pnt = A; fiir A = S A„ + {^} gilt dann 

offenbar: A^ = {6}, A^^^ = A . ^ 

In 12»9*3 ist die Voraussetzung ^ <C 0 i wesentlich, wie aus 13-2-4 folgt. 
Ferner werden wir in 15*3«2 sehen, daB es, wenn y eine Grenzzahl ist, in 
[a, 6] keine Punktmenge A geben kann, fiir die A^ 3 A , wenn S <y > 
A^ = A . Wohl aber gilt : 

12*9*S1. 1st y eine Ordinalzahl < , so gibt es im eine abzdhlbare, 

abgeschlossene Punktmenge A, fiir die A^ A, wenn f < y , und A’' = A . 

Ist y eine isolierte Zahl, so ist dies (fiir == y — - 1) in 1 2*9*3 enthalten. 
Sei also y eine Grenzzahl (> 0). Nach 8*4*21 gibt es eine wachsende Folge 
((y„)) von Ordinalzahlen mit y = lim y„ . Nach 12*9*3 gibt es im Intervalle 

n 

[n, n + 1] eine Punktmenge A„, so daB (A„)^« 3 A, (AnY^+'i- = A . Fiir 
A = S A„ gilt dann offenbar : A^ 3 A fiir | < y. A’' = A . 

n 

Literatur: Die Ableitungen einer Punktmenge wurden eingefiihrt von G. Can- 
tor, Math. Ann. 6 (1872) S. 129. 


§ !$• Separable Mengen. 

1. Separable Mengen. Sei A eine Punktmenge ; wir nennen ein System 
§ nicht leerer, in A offener Mengen ein ausgezeichnetes System in A 
of f ener Mengen, wenn es in § zu jedem ae A und zu jeder a enthaltenden, 
in A offenen Menge G eine Menge H gibt, so daB as H, H ^0, 

13*1*1. 1st § ein ausgezeichnetes System in A offener Mengen, so ist jede 
in A offene Menge G Summe eines Teilsystemes von §. 
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Denn zu jedem aeG gibt es ein , so daB aeH^, . Dann 

aber ist (? = me behauptet. 

aeO 

Gibt es ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A offener Mengen, 
so heiBt A separabel. Der Begriff „separaber‘ hat absoluten Charakter. 
Jeder Teil B einer separablen Menge A ist separabel. 

Denn bilden die Mengen ^ (ti = 1, 2, . . .) ein ausgezeichnetes System 
in A offener Mengen, so bilden die nicht leeren B ein ausgezeichnetes 
System in B offener Mengen. 

131-3. Ist A separabel, so gibt es einen in A dichten abzdhlbaren Teil von A, 
Sei (ri = 1, 2, . . .) ein ausgezeichnetes System in A offener Mengen, 
und sei a^eHn^ 1st G eine in A offene Menge 3 A, so gibt es ein g G, 
also auch ein a G, nach ist also die abzahlbare Menge der 

(n = 1, 2, . . .) dicht in A. 

In metrischen Raumen gilt hiervon die Umkehrung; 

13*1*S1. 1st A Punhtmenge eines metrischen Bavmes, und gibt es einen 
in A dichten abzdhlbaren Teil von A , so ist A separabel. 

Sei in der Tat die abzahlbare Menge A' der Punkte (ti = 1, 2, . . .) dicht 
in A. Dann bilden die abzahlbar vielen Mengen A JL (m, = 1, 2, . . .) 

^ m 

ein ausgezeichnetes System in A offener Mengen; denn ist G offen in A 
und aeG, so gibt es nach 10-8-1 ein p > 0, so daB A K^^^G\ ist dann 

so gibt es, da nach aeA'^, zufolge 10-6-41 ein so daB 

m 2 

a„a < — ; dann aber ist as und J. £ K , also asAK^ und 

m »»m "ot 

13-1-32. Der En ist separabel. 

Denn die abzahlbare Menge der rationalen Punkte des ist dicht im R^. 
13*1«321. Der R^^ ist separabel. 

Denn offenbar ist die Menge der Punkte ((a^)) des deren Koordinaten 
rational und fast alle = 0 sind, abzahlbar und dicht im . 

131-322. Der Rq ist separabel. 

Denn offenbar ist die Menge der Punkte ((A;^)) des R^ , deren Koordinaten 
fast alle = 1 sind, abzahlbar und dicht im R^ . 

13-1-4. Bind A und B Mengen eines metrischen Raumes, ist A separabel 
und dicht in B, so ist auch B separabel. 

Denn nach 18*1*8 gibt es einen abzahlbaren in A dichten Teil A* von A ; 
nach 11«8«8 ist A' auch dicht id B, also ist B separabel nach 18*lt81. 
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13 ' 1 ' 5 . Die Summe abzdhlbar vieler separabler Mengen eines metrischen 
Raumes ist separabel. 

1st A„ separabel, so gibt es nach 13-1*S eine abzahlbare Menge 
die dicht in An ist; dann ist auch S A'^ abzahlbar und nach 11-3-4 dicht in 

n 

SAn, also ist SAn nach 13-1-31 separabel. 

n n 

Aus 13-1-5 und 13*l-2 folgt: 

Das System alter separ ablen Mengen eines metrischen Raumes is 
ein a-Kbrper und ein d-K6rper. 

13 - 1 * 6 . Damit die metrische Menge A separabel sei, ist notwendig und 
hinreichend, daji jedes g-Netz in A abzdhlbar sei. 

Notwendig: Sei B ein unabzahlbares p-Netz in A. Nach 12«2*5 ist kein 
echter Teil, insbesondere kein abzahlbarer Teil von B dicht in J5; nach 13*1*3 
ist also B nicht separabel, nach 13«l-2 ist auch A nicht separabel. Hin- 
reichend: Nach 9*7*1 gibt es fur jedes n ein — -Netz in A ; nach Annahme 

n 

ist Bn abzahlbar, also ist auch C = S Bn abzahlbar. Zu jedem as A gibt es 

n 

nun ein e Bn, so dafi bna < — ; somit gibt es zu jedem ae A und zu jedem 

n 

^ > 0 ein ceC, so daU ca <, q \ nach ist demnach A £ C®, also ist 

nach 11*3*1 C dicht in A, also ist nach 13*1*31 A separabel. 

Eine monoton abnehmende Folge {{Una}) Umgebungen des Punktes a 
heiBteinesich auf a zusammenziehende Umgebungsfolge (oder:eine 
sich auf a zusammenziehende Folge offener Mengen), wenn fur jede beliebige 
Umgebung U^ gilt: U^^ £ U^ fur fast alle n. Nach 9-1-3 gilt fiir jede sich 
auf a zusammenziehende Umgebungsfolge: jDZ7^^ = {a}. — In einem 

n 

metrischen Raume ist, wenn ((^n)) eine monoton abnehmende Zahlenfolge 
mit Qn-^O bedeutet, eine sich auf a zusammenziehende Umgebungs- 

folge. 

13 * 1 * 7 . 1st der Raum E separabel, so gibt es zu jedem as E eine sich auf a 
zusammenziehende Umgebungsfolge. 

Sei $ ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen, und 
seien En, • • • die a enthaltenden Mengen aus Wir setzen 

= El H 2 . .. En; dann ist S ferner U^ eine beliebige 

Umgebung von a ; dann gibt es unter den En eines, etwa H- , so daB E-QU^; 
dann aber ist Una S U^i^n '^n; alsoist((U„J) eine sich auf a zusammen- 
ziehende Umgebungsfolge. 

13 * 1 * 71 « let A separabel und a s A\ so gibt es ein B ^ A, so dafi B^ = {»}• 
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Nach 18* 1*7 (angeweiidet auf den Ranm A) gibt es eine sich auf a zu- 
sammenziehende Folge (((?„)) in A offener Mengen. Da a £ , gibt es in 

ein a; die Menge der {n = 1,2 ,., .) heifie B. Tst eine Umgebung 
von a, so ist On £ Ua f iir fast alle n, also e fiir fast alle n, und da wegen 
D Gn = {a} nicht unendlich viele zusammenfallen konnen, ist ae 

n 

1st 6 so gibt es Umgebungen U^, Ui,, so daB = A ; da Z7^ 

fur fast alle n, ist 6 -- £ Es ist also a s und 6 -^ £ fiir 6 =4= a , d. h. es 
ist B^ = {a}. 

separable insichdichte Merige A (jede insichdichte Menge 
A eines metrischen Baumes) enthdlt einen abzahlbaren insichdichten Teil, 

Sei aeA; nach 18*1*7 gibt es eine sich auf a zusammenziehende Um- 
gebungsfolge (7ii= 1, 2, . . .); da ^ insichdicht gibt es m ATJn^ ein 
=4= a. Zu jedem dieser Punkte gibt es wieder eine sich auf 
zusammenziehende Umgebungsfolge (n^=\, 2, . . .) und in A 

einen Punkt =# u. s. f . Die Menge aUer so gebildeten Punjite 

« « ist ein abzahlbarer insichdichter Teil von A. 

Literatur; Der Begriff der separablen Menge wurde eingefuhrt von M, Fr6- 
ohet, Rend. Pal. 22 (1906) S. 23; vgl. auch W. Sierpidski, Eund. math. 2 (1921) 
S. 178 und C. Kuratowski, Fund. math. 3 (1922) S. 41. 

2. Machtigkeitss^tze. Fiir die Machtigkeit einer separablen Menge 
gilt: 

1S*2*1. Eine separable Menge A hat hochstens die Mdchtigheit K. 

Sei as A, be A,a ^b\ nach 9*1*2 gibt es eine offene Menge G, so daB 
asO, 6 £(t; in einem ausgezeichneten Systeme ^ in A offener Mengen 

gibt es also ein H, so daB a s H,b ^ e H. Der Durchschnitt des Systemes 
aller a enthaltenden Mengen aus $ ist also {a}. Aus a 4= & folgt daher 
4= Nach 5*2*1 gibt es aber, wenn § abzahlbar, hochstens X Teil- 
systeme von daher gibt es auch hochstens K Punkte von A. 

In Verallgemeinerung von 6*1*42 zeigen wir nun: 

13*2*2. Ist A separabel, so istjedes disjunhte By stem ^ in A offener Mengen 
abzahlbar. 

Sei § ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A offenefMengen. Zu 
jedem nicht leeren Gs^ gibt es ein so daB g (?; da je zwei Q 

fremd, folgt aus G ^G' auch =# Hcff » abzahlbar viele H 

gibt, so auch nur abzahlbar viele GsS. 

Ein Mengensystem SK heiBe monoton, wenn zwisohen je zwei ver- 
schiedenen Mengen AeSR nnd J?eSK eine der beiden Belationen AQB 
Oder BQA besteht. Das monotone Mengensystem SK heifit aufsteigend 
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(absteigend) wohlgeordnet, falls die durch die Festsetzung: ,,.4 <!i?, 
wenn ^ C (bzw. wenn A jB)“ definierte Ordnung von 9R eine Wohl- 
crdnung ist. 

13-2-3. Ist A separabelf so ist jedes aufsteigend {absteigend) wohlgeordnete 
System in A offener Mengen abzdhlbar, 

Sei , H2 , . . Hn , . • . ein ausgezeichnetes System in A offener Mengen 
und (f < a) ein aufsteigend wohlgeordnetes System in A offener Mengen. 
Nach Annahme ist Gt^j^ ~ D f + 1 < a) . Nach 13*1-1 gibt es 

also ein n^, so daB ^ber nicht verschiedenen G^ 

sind so verschiedene zugeordnet; da es aber nur abzahlbar viele Il„ 
gibt, kann es auch nur abzahlbar viele G^ geben. 

Durch Komplementbildung folgt aus 13*2'3: 

13*2*31. 1st A separabel, so ist jedes absteigend {aufsteigend) wohlgeordnete 
System in A abgeschlossener Mengen abzdhlbar. 

Wegen 12-8*1 folgt daraus: 

13*2«4. Ist A separabel und A^^ die letzte Kohdrenz von A^ so ist ql < (Oi. 

13-2-5. In einem separablen unendlichen Baume E gibt es K offene 
Mengen. 

Sei § ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen. Da 
^ nach 5«2*1 X Teilsysteme hat, gibt es nach in E hochstens K 

offene Mengen. Andererseits gibt es nach 12*3*8 in E eine unendliche iso- 
lierte Punktmenge ; diese enthalt nach 5* 1-5 einen Teil A der Machtigkeit Xq , 
der nach 12- 3-1 gleichfalls isoliert ist. Sei B ^A \ setzen wir G^ = E— 5®, 
so ist Gjq offen, und weil A isoliert, also {A — B) = A ist: A — B ^G^, 
d. h. A — B^{A — B)Gjj', da BG^ = At ist also A — B==AG^; daraus 
folgt, daB verschiedenen Teilen B von A verschiedene G^ zugeordnet 
sind; und da es nach 5-2*1 S verschiedene Teile B von A gibt, gibt es 
also auch mindestens K offene Mengen. 

Da die offenen und abgeschlossenen Mengen Komplemente voneinander 
sind, folgt aus 13-2-5: 

13*2-51. In einem separablen unendlichen Baume gibt es X abgeschlossene 
Mengen. 

Literatur zu 13-2-3, 13-2-81: F. Hausdorff, Mengenlehre S. 170, 171; 
A. Denjoy, 0. R. 192 (1931) S. 1011; A. Lindenbaum, C. R. 192 (1931) 
S. 1511. 

3. Ijberdeckungssatz. Wir nennen ein System in A offener Mengen, 
deren Summe A ist, ein A iiberdeckendes System, oder ein tJber* 
deckungssystem von A. 
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13*S*1* 1st A separabel, so giht es injedem A iiberdeckenden System S ein A 
uberdeckendes abzdhlbares Teilsystem. 

Sei § ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A offener Mengen. Zu 
jedem as A gibt es ein GeSd, so daJ3 asG; sodann gibt es zu diesem G ein 
H € so daB as H, H ^G, Bezeicbnen wir die samtKchen so den Punkten 
von a zugeordneten jy e § mit so ist -4 = S iiT^; jedes 

rt 

dieser aber war Teil eines e ; also ist erst recht A SG^\ diese G^ 

n 

bilden also ein abzahlbares, A uberdeckendes Teilsystem von SB. 

In metrischen Raumen gilt hiervon auch die Umkehrung: 

Damit die metnsche Meitge A separabel sei, ist notweridig und 
’hinteichend^ da^ es in jedem A iiberdeckenden Systems SB sin A iiber- 
deckendes abzdhlbares Teilsystem gebe. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 13*8*1. Hinreichend: Das System 
der Mengen AK^L (as A) ist ein tJberdeckungssystem von A ; nach 

71 

Voraussetzung gibt es in ein A uberdeckendes abzahlbares Teilsystem 
AKf;^ 1,2 .. .)\ sei die Menge der Punkte (v = 1, 2 . . .). 

^ 71 

Dann ist 0 = 5 (7 ^ ein abzahlbarer Teil von A, Da es zu jedem aeA 

71 

und jedem n ein csC mit ac <— gibt, ist (vgl. den Beweis von 18*1.6) 

C dicht in A\ also ist A separabel nach 18*1.81. 

13*3«2. 1st A separabel und ^ ein System in A abgeschlossener Mengen, 
von denen je abzahlbar viele einen Punkt gemein haben, so haben alle F 
einen Punkt gemein, 

Denn bezeichnen wir mit SB das System der (in A offenen) Komplemente 
A F {F s%), so besagt 18.8*2: gibt es in SB kein abzahlbares, A uber- 
deckendes Teilsystem, so ist auch ® kein A uberdeckendes System. Das 
aber ist gleichbedeutend mit 18*8.1. 

Literatur; Der tlberdeckungssatz 18*8.1 geht zurtiok auf E. Linde 16 f, C. R. 
137 (1903) S. 097 und W. H. Young, Lond. Proo. 36 (1903) S. 384. 

4. Terdichtangspunkte* Der Punkt a heiBt Ver dicht ungspunkt 
von A, wenn zu jeder Umgebung unabzahlbar viele Punkte von A ge- 
hdren. Ganz wie 10.4*1 beweist man: 

13*4*1. 1st A Menge eines nhetrisehen Baumes, so ist, damit a Verdichtungs- 
prnikt von A sei, notwendig und hinreichend, dafifiir jedes Q>^0 zu unab^ 
zdhlbar viele Punkte von A- gehoren, 

Ganz wie 10*4*8 beweist man: 
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13*4*2. 1st a VerdicMungspunkt von A und gibt es eine Umgebung 
von a, 30 dap A so ist a auch VerdicMungspunkt von B. 

Wir bezeichnen die Menge aller Verdichtungspunkte von A mit -4*. 
Es ist A* ^A^. Aus 13*4*2 folgt: 

13.4-3. IstAQB,soA*^B*. 

13-44. {A + B)* == A* + B*. 

Wegen 13-4.8 ist A* S (A + B)*, B* £ (A + J5)* , also auch A* + B* 
£ (A + B)*, Bleibt zu beweisen, daB auch (A + J?)* ^ A* + B*. Sei 
a ^ £ (A* + B *) ; dann gibt es XJmgebungen , 172 ^ , so daB A , B 
abzahlbar ; dann ist Uga Umgebung von a, f iir die (A + B) 

abzahlbar; aus a £ (A* +-B*) folgt also a^e{A + B)*, d. h. es ist 
(A + B)* ^ A* + B*, w. z. b. w. 

13-4*5. Bei beliebigem A ist A* abgescJhlossen. 

Sei a£ (A*)^; in jeder Umgebung hegt dann ein ^£ A*, und da 
auch eine Umgebung Z7j ist, liegen in unabzahlbar viele Punkte von A, 
d. h. a £ A*. Aus a e (A*)^ folgt also a £ A*, d, h. es ist (A*)^ g A*, also 
ist nach lO-S-Ol A* abgeschlossen. 

5. Verdichteter, nnverdichteter Teil. Wir setzen nun: 

(5) A^ = AA^, A„ = A-A^* 

Daraus folgt: 

(6-1) A=:A„+A^ (A„A^=A). 

A^ (d. i. die Menge aller zu A gehorigen Verdichtungspunkte von A) und A„ 
haben, im Gegensatze zu A*, absoluten Charakter. Wir nennen A„ den 
verdichteten, A^ den unverdichteten Teil von A. Ist A abge- 
sohlossen, so ist wegen A* Q A^ nach 10-5-61 A* Q A, also nach (6): 
A, - A*. 

Aus 18-4-3 folgt: ' 

13*5-1. lai A S JB, £0 i£« A^ g , A £ A„ • 

Ganz wie 12-2-2 beweist man: 

13-5*2. (A + B)^ = (A + 5) (A* + jB*); 

(A + B)^ = (A + J5) ~ (A* + B% 

Wegen (5) folgt aus 13-4-5: 

13*5*3. A^ ist abgeschlossen in A\ A^ ist offen in A* 

Die Menge A heiBt unverdiohtet, wenn A„ — A, A = A^; sie heiBt 
verdichtet, wenn A^ = A, A = A^. Wegen A^ £ A* g A^ ist jede ver- 
dichtete Menge insichdicht. 
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13«54. 1st A se'parabely so ist A^ abzdhlbar. 

In der Tat, zu jedem ae A^ gibt es ein , so daB A , und somit auch 
A^ abzahlbar. Diese A^ bilden ein A^, uberdeckendes System. Wegen 
18- 1*2 ist auch A^ separabel, also gibt es nach 13*8*1 unter unseren A^ 
abzahlbar viele, die ein A^ uberdeckendes System bilden ; also ist A^ Summe 
abzahlbar vieler abzahlbarer Mengen, mithin abzahlbar. 

Offenbar ist jede abzahlbare Menge unverdichtet. Hiervon gilt folgende 
Umkehrung : 

13-541. Jede separable unverdichtete Menge ist abzahlbar, 

Denn ist A unverdichtet, so ist A^ = 4, und die Behauptung folgt aus 
18-5.4. 

Eine andere Formulierung von 13-5-41 lautet : 

13-5-42. 1st die separable Menge A unabzdhlbar, so ist A^ ^ A, 

13-5-5. Damit die Menge A eines metrischen Eaumes separabel sei, ist 
notwendig und Mnreichend, dafifurjeden unabzdhlbaren Teil B von A gelte: 

Notwendig: Nach 13-1.2 ist B separabel, also nach 13-5-42: B^ D -4, 
also auch B^ 3 Hinreichend : Ist B ein p-Netz in .4, so ist nach 10.4-7 

B^ ^ A; also kann nach Annahme kein ^-Netz in A unabzahlbar sein ; nach 
13-1-6 ist also A separabel. 

13-5*6. 1st A separabel, so ist A^ verdichtet: A^^ = A^. 

In der Tat, nach (5*1) und 13-5*2 ist A^ = (A^ + A^) ((-4J* + 
da nach 13-5-4 (AJ* = id ist: = (4„ + AJ (AJ*; da aber wegen 13-4*3 

{A^Y S ^nd da A^^A* = A, ist A^ (4^)* = A\ wir haben also weiter: 
A^ = A^ (4[J*, somit nach (5) : A^ = A^^. 

Da jede verdichtete Menge insichdicht ist, folgt aus 13-5-6 und 13-5-3: 

13-5-61. Ist A sepa/rabel, so ist A^ perfeJct in A, 

13-5-7. Ist A separabel, so ist (A^* = 4*. 

Denn nach (5-1) und 18-4*4 ist A* = (-4J* -j- (-4^)*, und nach 18-5*4 
ist hierin (-4J* = A. 

13-5-71. Ist A separabel, so ist (4*)* = A*. 

Denn wegen 13-5-7 und A^^A* ist nach 18*4*3: A* = QA**, 

Umgekehrt ist 4** £ (4.*)^ also, weil nach 13-4-5 (4.*)^ £4*, auch 
4** g4*. 

In Erganzung von 13-4-6 folgt nun: 

13*5*72. Ist A separabel, so ist A* perfekt. 

Denn nach 13-4*5 ist 4* abgeschlossen, nach 18-5-71 verdichtet, also in- 
sichdicht. 
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Greifen wir zuruck auf die Zerlegung § 12 (7), so erhalten wir: 

13^5*8. 1st A separabel, $o ist abzdhlbar. 

Deun nach 18*5*6 ist A^ insichdicht, also A^^Aj,^ also A^ 2 5 wegen 

ia<5»4 ist also Ag abzaiilbar. 

Aus folgt nun: 

13^5*81- In einem aejmcMen Maume ist jede separierte Menge abzdhlbar. 

Aus § 12 (7*1) folgt nun unmittelbar: 

135». Ist A separabel, so ist Aj abzdhlbar, 

13*5*dl* einem separablen Maume ist jede isdierte Menge abzdhlbar. 

liiteratur: Die Satze dieser Numnaer gehen gro^enteils zuriick auf E. LindelSf, 
Acta math. 29 (1905) S. 183. 

§ 14 . Begullure imd normale Bourne. 

1, Abgesonderte Mengen* Zwei Mengen A und B eines topologisoben 
Raumes heilien abgesondert, wenn keine einen Punkt oder Haufungs- 
punkt der anderen enthalt, d. h, wenn: 

( 1 ) AB^ + BA^^A. 

Der Begriff „abgesondert*‘ hat absoiuten Charakter: sind A und B in einem 
topologischen Raum abgesondert, so in jedem, der sie beide enthalt, ins- 
besondere in ihrer Summe A + B. Die leere Menge ist von jeder abgeson- 
dert, Die Halbgeraden a; > a und x <: a des sind abgesondert, die Halb- 
geraden a? ^ a und x <a nicht. Zwei abgesonderte Mengen sind aueh 
fremd. 

Damii zwei fremde Mengen A und B abgesondert seieUt ist nd- 
wendig und hinreichendt dafi A (und B) in A B sotvohl offen als abge- 
sehhssen sei. 

Not wendig: Aus A B = A, B A^ A folgt: A A^ (A + B), 
B = B (A + B); also sind A und B nach 10*8*1 abgeschlossen in A + B; 
also sind die Komplemente A = (A -j- B) — B , B — (A + -- A offen 

in A 4-B. Hinreichend: Da A abgeschlossen in A so ist nach 
10*8«3 A = A^ (A 4- B) = A® A + A^ B = A -h A® B; also ist A<> B £ A, 
und da auch A® B 2 B , ist A^ B g A B, und da A B = A, ist auoh 
A® B = A. Da A offen in A + B, ist B abgeschlossen in A + B , und man 
erbSlt ebenso BA^A. Also gilt (1), w. z. b. w, 

Mit 14*1*1 ist gleichbedeutend : 

Bamit zwi fremde Mengen A und B abgesondert seien, ist wd- 
wendig und hinreichend^ dafi sowoJd A aU B offen (oder abgesMossen) in 
A + B sei. 
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Daraus folgt nach 10*8«51: 

14-1-2. Zweifremde offene {abgeschlossene) Mengen B siind abgeeondert, 
Aus der Definition folgt unmittelbar: 

Sind A und B abgesondert, und ist A* Q^A^B^^B^so sind auck 
A' und B' abgesondert. 

Sind sowoJil Ai und B, als auch A 2 und B abgesondert, so auch 
Ai + A 2 und B . 


2. Eegulare^ normale Eaume. WirsagenidiebeidenfremdenMengen 
A und B sind durcb offene Mengen trennbar, wenn es zwei fremde 
offene Mengen G, G' gibt, so daB AQG, B QG' . Nach Axiom 5^) (§ 9, 1) 
sind zwei fremde Mengen {a} und {6} durch offene Mengen trennbar. Ein 
topologischer Kaum heiBt regular, wenn in ihm jede Menge {a} von jeder 
zu {a} fremden abgeschlossenen Menge durch offene Mengen trennbar ist; 
er heiBt normal, wenn je zwei fremde abgeschlossene Mengen durch offene 
Mengen trennbar sind. Da jede Menge {a} abgeschlossen ist, gilt: 

Jeder normdle Baum ist regular. 

Mit der Umkehrung dieses Satzes, die nicht allgemein gilt, werden wir 
uns in 14*2*81 befassen. 

14 - 211 . Jeder abgeschlossene Teil G eines regvldren (normalen) Baumes E 
ist regular (Tiormal). 

Sei B abgeschlossen in C und aeC — B; nach 10-8-11 ist B auch abge- 
schlossen in E, und da E regular, gibt es in E offene Mengen G, (?', so daB 
aeG, B QG',GG' =A. Dann sind CG, CG' offen in C , es ist aeCG, 
B QCG', (C G) {C G') = A; d. h. auch C ist ein regulajer Eaum. 

Wir schreiben im folgenden: 

(2) A (^B, wenn A^ ^B . 

Am A(gB folgt A Aus A' g A ^ 5 S J5' folgt A' (c E'. 

14 * 2 * 2 « Damit der Baum E regular sei, ist noUvendig und hinreichend, dafi 
es zu jedem as E und jeder Umgebung eine Umgebung ?7* ^e6e, so dafi 

K(gU,. 

Notwendig: Ist E regular, so ist {a} von der abgeschlossenen Menge 

— XJ^ durch offene Mengen trennbar; d. h. es gibt offene Mengen G*, G**, 
so daB {a} g G*, — 17^ g G*^, G* G** = A. Dann ist ^*g — G**, und da 

— abgeschlossen, ist nach 10*5*1 auch ((7’'‘)®g — G**, also (G*)® — 

= A, also g Wir konnen also 17* — G* setzen. Hinreichend: 
Ist B abgeschlossen und {a} B ^ A, so ist — B eine Umgebung U^; nach 
Annahme gibt es ein U* (c 17^; dann ist — (U*)® eine offene Menge g B, 
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tind da (Uy = A, sind {a} und B dnrch die offenen Mengen Ul 

und — {Uy getrennt. 

Indem man hierin {a} durch eine abgeschlossene Menge A und durch 
eine offene Menge G A ersetzt, beweist man ganz ebenso : 

14 * 2 * 21 * Damit der Raum E normal $ei, ist notwendig und hinreichend, dafi 
68 zu jeder abgeschlossenen Menge A und jeder offenen Menge 0"^ A 
eine offene Menge (?* 3 -d gebe, so dap 0* (c G. 

14 * 2 * 3 . 1st der Raum E separabel und regular, so sind je zwei abgesonderte 
Mengen A und B durch offene Mengen trennbar, 

Sei ^ ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen. Da 
= id, ist — jB® fur jedes aeA eine Umgebung 11 ^ ; also gibt es nach 
14- 2-2 zu jedem aeA eine Umgebung U* (c — sodann gibt es ein 
so dafiaeH^, somit ist auch. ^ . Ebenso gibt 

es zu jedem b e B ein JET^ e ^ , so da6 b e , Hj^ (§ — A^ . Da § abzablbar, 
gibt es nur abzablbar viele verschiedene , etwa Hi , • -j und ebenso 

nur abzablbar viele verschiedene , etwa . Wir setzen :Gi = Hi, 

= Ql, allgemein: + . . . +G‘;2.i), G'„ = 

jB’' _ + 6 ( 04 .. . . DannsindaUeGB.G^^offen, also auchG‘= S(?„, 

<7 = SG'„ . Wegen ist =/l, also aueli G^^A =A, und 

ebenso ist Gj jB = it ; ist also H„ = (a e ^) , so ist wegen a s H„ auch 
aeG„, also ist A'~G, und ebenso B^G'; und da offenbar jedes fremd zu 
jedem G'j, ist G O' = A, d. h. .4 und B sind durcb die offenen Mengen G, G' 
getrennt. 

Da nach 14-1-2 zwei fremde abgeschlossene Mengen abgesondert sind, ist 
in 14-,2*3 enthalten: 

14 !‘ 2 - 31 . Jeder separable regulars Baum ist Tiormal. 

14 * 24 . In einem metrischen Raume E sind je zwei ohgesonderte Mengen A 
und B durch offene Mengen trennbar. 

Dies bedarf eines Beweises nur, wenn A'^At B'^A. Wir setzen 
a=liltA<iltB ] ; dann ist (7 == 5 [dA <r][iBB>T] (wo r aUe positiven 

r>0 

rationalen Zahlen durohlauft) ; da [£A < r] und [£B>r] naoh 9-4.1 und 
9 . 4.2 offen sind, so ist naoh lO.l-l, 10.1.2 auch O offen. Fiir alle ae^ ist 
ciA = 0 und (wegen it 5® = ^ zufolge 10.5.6) fiir alle as A gilt 

also aeO, d.h. esistj4 Ebenso sieht man : die Menge O' 

ist offen, und es ist B £G'. Da GG' = A, ist 14.2.4 bewiesen. 

Wegen 14*1*2 ist in 14*2«4 enthalten: 

14 * 2 * 41 . Jeder metrische Raum ist normal. 
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14 . 2 - 5 . 1st A eine abgeschlossene, B eine offene Menge eines Twrmalen 
Baumes und J. £ J?, so'gibt es z'ujtdem reellen x aus [0, 1] eifie offme Menge 
so dap A QGq, B ^ und G^, (c G^„ 0 ^ od < oi/' ^ 1. 

Wir setzen B — G^. Nach 14-2«21 gibt es ein offenes G^, so daB A ^G^ 
(c ^ 1 - Bann ist G^ g<?i, also gibt es nach 14-2-21 ein offenes G\, so daB 

<5J gOj (c G^, d. b, Oq (c Ig <?i* Ebenso gibt es offene Mengen^^, G^ 
so daB ^ erhalten so zu jedem endlicben 

Dualbruch r aus [0, 1] eine offene Menge G^, so daB aus Kir'' fo!^ 
Gf, g Gr„; fiir jeden endlichen Dualbruch x aus [0, 1] ist dann: 

(2*1) == S Gr (r durchlauft die endhohen Dualbruche), 

und fiir alle iibrigen x definieren wir G^^ durch (2*1). Sei nun ^ xf K xf' 
^ 1 ; dann gibt es zwei endliche Dualbruche r', r", so daB x' cir' <t" 
< xf ' ; wegen G^, £ G^, g G^,, £ G^,,, ist dann auch G^, g Damit ist 
14*2*5 bewiesen. 

14 * 2 * 8 * In einem separailen und reguldren unendlichen Eaume E gibt es 

Stucke. 

Sei wie beim Beweise von 18*2-5 A ein isolierter Teil von E der Machtig- 
keit und B £ ,4 ; da -4 isoliert, sind B und A — B abgesondert. Nach 
14-2-8 gibt es offene Mengen Gj^, G'j^, so daB B ^G^^ A — B ^G'^, 
G^G'^ = A; es ist also — eine abgeschlossene Menge £0^, somit nach 
10*4*1 G^Q^G'^y also G^{A-~ B)=A; und da J? £ also B==A G%, 
gehoren zu verschiedenen B auch verschiedene G^. Da es naeh 5*2*1 K 
verschiedene Teile B von A gibt, gibt es also auch K verschiedene G^, also 
mindestens verschiedene Stiicke. Und nach 18-2-Sl gibt es hdchstens 
8 verschiedene Stucke. 

14 * 2 * 61 . In einem separablen und reguldren Eaume E, desaen insickdicMer 
Kem E]^^ A ist, gibt es K perfehle Mengen. 

Nach 12*7*5 ist E^ perfekt, also abgesehlossen, also nach 14i*2*il regular, 
und nach 18*1*2 ist Ej^ separabei; nach 14*2*8 gibt es also ^ Stiidke in Ejgy 
und nach 12*5*2 ist jedes Stuck in E^ perfekt. 

liiteratur; L. Viet oris, Monat^.f.Math. u.Fhys.31 (1'921) S. 190; H.Tietze, 
Math. Ann. 88(1923) S. 290; P. Alexandroff u. P, UryBohn,Ma1h. Ann.‘92(1924) 
S. 276; A. Tichonoff, Math. Ann, 96 (1926) S. 139. JE«m aU^eBaeinsr Treiimungs- 
gatz: K. Menger, Ergebn. e. math. KoU. 1 (1931) S, 16. 

3. Sei nun im topologischen Eaume E eine redie 

Funktion / (a) defini^, d, h. }e<tei as E sd eine (endliofee) reelle Mii 
fia) zugeordnet. Eine sdche Funktkm beifit stetig im Funkte a, wemi es 
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zu jedem 6 > 0 eine Umgebung gibt, so dafi | / {a') — / (a) | < 6 fur 
alle a'e U^; ist die Funktion stetig in jedem Punkte asE, so heiBt sie 
stetig auf E. 

Sind G und Q' zwei offerie Mengen des normalen Eaumes E, und 
ist G G', so gibt es eine auf E stetige, der Ungleichung 0 ^ / (a) ^ 1 ge- 
niigende reelle Funktion f(a), so da^ /(a) = 0 filr asG, /(a) = 1 fur 
ae(— G ') . 

Wegen G(^G' ist G^ £ G', es gibt also nach 14* 2-5 zu jedem a: e [ 0, 1 ] eine 
offene Menge G ^ , so daB G ^G^^Gq, G' = G^,G;^,(E G^„ filr 0 ^ a/ < a;'' 
^ 1 ; wir setzen noch G^^ — A fiir a: < 0 , = JS7 fiir a? > 1 , so daB nun G^ 

fiir alle reellen x definiert ist. Sei aeE; wir bezeichnen mit/(a) das In- 
fimum aller x, fiir die asG^; dann ist 0 ^ / (a) ^ 1 ; weil , ist / (a) — 0 

fiir asG, und weil G^ ^G-^, also 6 ?^ £ G^ fiir a; ^ 1 , ist / (a) = 1 fiir 
a s ( — G ') . Es ist noch zu zeigen, daB / stetig auf E ist. Sei aeE und 

^ > 0 ; sei ferner: f {a) — 6 < x^ <’Xj^ < f {a) < < f (a) + 6; dann ist 

aeG^^, a^eGjc^, und mithin^ wegen G^ (^G^ , auch a ^ (r J : also ist 

a £ , und da — 6 ?^^ offen, ist eiiie Umgebung ; 

fiir alle a' £ G^.^ ~ 6 ?®^ aber ist x^^f (a') ^ x ^ , also f {a) — 6 <f {a') 
<f {a) + (3, also |/(a') — /(a) | < ^, w. z. b. w. 

Sei nun E ein separabler und regularer, also nach 14*2'31 auch nor- 
malerRaum; wir woUen zeigen, daB es eine mit E homoomorphe (§ 9, 1 ) 
Punktmenge des ( § 9, 3) gibt. Sei § ein abzahlbares ausgezeichnetes Systexn 
in E offener Mengen , ^ 8^2 > • • -» » • • • Nach 5*1*2 ist auch die Menge der 

Paare abzahlbar, also auch die Menge der Paare , i?„,) mit 

Hn (c seien Pj , Pg, . . ., . . . diese Paare. Ist P^ etwa das Paar 

so gibt es nach 14*3*1 eine auf E stetige, der Ungleichung 
0 ^f„ (a) geniigende Funktion (a) , so daB (ee) = 0 fiir aeH^^ 
(a) =z 1 fur as (— H^i) . Wir bilden nun zu jedem aeE die Zahlenfolge 

(3) «v = -^A(a) (»'=1, 2,...}. 

Wegen 0 ^ a ^ — hat sie endliche Quadratsumme, also ist ((a^)) ein 

V 

Punkt des E^ . Bezeichnen wir die Menge aller Punkte ((a^)) e E^ , deren 
Koordinaten der Ungleichung 0 a,, ^ geniigen, mit ^ so ist durch (3) 

eine Abbildung des Raumes E auf eine Punktmenge E* g gegeben. 

14*3*2. Die Abbildung (3) des reguldren und sefatahlen Eaumes E auf die 
Ptmktmenge E* ist eineindeutig. 

Da sie jedenfalls eindeutig ist^ istnurzu zeigen: verschiedenen Pi^nkten 
a, a* von E entsprechen verschiedene Punkte ((»„)), von E*. Nach 
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Asdom 5^) (§ 9, 1) gibt es eine in E offene Menge G, so daB asG, a' >^sG; 
im ausgezeichneten Systeme ^ in E offener Mengen gibt es ein i?„, , so daB 
Snf QG, as Hn, ; wegen a' ••^eG, isii a' e Nach 14*2*2 gibt es ein 
27* (c Tind weiter gibt es ein §, so daB EnQU^, aeEn, Wegen 
ist (c d. h. (Hni E„,) ist eines unserer Paare 
etwa Pf. Fur die zugehorige Funktion /v gilt, weil as E„, a' ^ s E^, ist: 

(a) == 0 , {a') = 1 ; fiir die naeh (3) den Punkten a, a' zugeordneten 

Punkte ((a^)), ((a')) des ist also «-=!=%, mithin ist ((aj) =# ((a')). 

Eie eineindeutige Abbildung (3) fichri jede in E offene Menge in 
eine in E* offene Menge iiber. 

Sei G offen in E und G^ 2 E* das.Bild von G, 1st a sO, so gibt es ein 
, so daB Enf £ G , asE^,\ nach 14-2-2 gibt es ein 27* (c , und 
weiter gibt es ein e § , so daB g 27* , a e ; dann ist auch £2„ (c P„, , 
also ist (P„, Hn.) eines unserer Paare P,, etwa Pf. Fur die zugehorige 
Funktion /f ist : /jr {a) = 0 und fy (a') = 1 fur aUe a' s G) , Ist also 
a' s {— G) und sind b = ((a^)) und 5' = ((o^)) die Bildpunkte von a und a' 

vermoge der Abbildung (3), so ist a- = 0, % S'lso nach § 9, (3*3): 
6 6'^!-. Aus a' B (— G) folgt also 56' ^ ; daraus folgt umgekehrt : ist 

V V 

5 ' s E* und 6 6' < i , so gilt fiir das Urbild a^sE von 6' : a* sG; d. h. fiir 


alle 6'£P* mit65' < igilt 6'£G^’'‘; nach 10«8«lund 10*8*6 ist also G* offen 

V ” 

in E*, w. z. b. w. 


14*3*22. Die eineindeutige Abbildung (3) fuhrt jede in E* offene Menge in 
eine in E offene Menge uber. 

Sei 2?* offen in E* und G^E das UrbM von G* vermoge der Ab- 
bildung (3). Ist 6 s G*, so gibt es nach 10»3»1 und 10*8'6 ein ^ > 0, so daB 
fiir alle 5' e E* mit bb' <i q gilt : 6' e G*. Wir wahlen v so groB, daB 

2 ■ 


Sei a das Urbild von 6; wegen der Stetigkeit von gibt es eine Umgebung 
27y^, so daB 

|/, (<*') (a) I < fur aJle of s V,,. 

Wir setzen 27^ = 27^^ U^a • • • ; dann gilt fiir aUe a* sU^, wenn 6' das 

Bild von a' vermoge (3) bedeutet: 

1 


1 
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also bb' < q; aus bb' <. q folgt aber, wie wir saben: b' sG*; das Bild jedes 
a' e gehdrt also zu d,h. ^0; also ist a innerer Punkt von (?, und 
nach 10-8-0 ist 0 offen. 

Die Satze 14-3-2, 14*3*21, 14*8*22 besagen: 

14«3*3« Jeder separable und reguldre topologische Baum E ist hcmdornorph 
einer Funktmenge E* 

Seien nun a, a' zwei Punkte von und 5, b' ihre Bildpunkte im B ^ ; 
definieren wir dann den Abstand a a* durch : a a' = bb', so ist der topolo- 
gische Raum E zu einem metrischen geworden (der mit E* isometrisch ist), 
und aus 14*3*21, 14*3*22 folgt, daB die offenen Mengen des topologischen 
Raumes E mit den nach § 9, 2 definierten offenen Mengen dieses metrischen 
Raumes ubereinstimmen. Wir driicken das so aus : 

14:*3*31* Jeder separable und reguldre topologische Baum ist metrisierbar. 

Da die wichtigeren topologischen Raume durchweg separabel und regular 
sind, bedeutet also Beschrankung auf metrische Raume keine wesentliche 
Einschrankung. 

Literatur: P. Urysohn, Math. Ann. 94 (1925) S. 309; A. D. Pitcher und 
E. W. Chittenden, Am. Trans. 19 (1918) S. 66; 20 (1919) S. 213 ; L. Vietoris, 
Jahresber. Math. Ver. 36 (1927), S. 14 der „ALngel. d, D. Math. Ver.“ 


§ 15. Kompakte Mengen. 

1. Kompakte Mengen. Die Menge A eines topologischen Raumes heiBt 
kompakt, wenn fiir jeden unendlichen Teil B von A gilt: 3) 

leere Menge, jede endliche Menge ist kompakt. 

Aus 6*1*5 imd 10*4*4 folgt : 

15*1*1. Damit A kompakt sei, ist notwendig und hinreichend, da^ fiir jeden 
abzdhlbar unendlichen Teil B von A gdte: BJ“f) A, 

15‘1*2. Jeder Teil einer kompakten Menge ist kompakt. 

15*1*3. Die 8umme zweier kompakter Mengen A, B ist kompakt. 

Denn ist C ein unendHcher Teil von J. -f so ist auch mindestens eine 
der beiden Mengen A C> BC unendlich, etwa A C; dann ist {A C)^'^ A, 
also nach 10*4*4 auch (P-’^ A. 

Aus 15*1*2, 15*i*3 folgt: 

15-1-31. Das System oiler kompakl&n Mengen eines topologischen Baumes 
ist ein d-Korper. 

Aus 10*4*7 folgt unmittelbar: 

15»1*4. 1st A eine kompakte Menge eines metrischen Baumes, so ist jedes 
Q-Netz in A endlich. 
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Aus 15*1*4 und folgt: 

15441 . Jede kompakte metrische Menge ist separabel, 

15 - 1 * 5 . Jede kompakte Menge A eines rmtrischen Raumes i$t beschrankt. 

Sei A nicht beschrankt und ce A. Nach gibt es ein a^s A, so daB 

anc:> n. Diese (n = 1,2,,..) biiden einen unendiichen Teil B von A ; 
es geniigt zu zeigen: = A. Wai*e be B^, so ware nach 10*4*1 6 < 1 

ftir unendlich viele n, also c < 6 c + 1 flir unendlich viele n, im Wider- 
spruche zu c > ti. 

Aus lo*l*o folgt, daB der und der nicht kompakt sind ; in 20* 2*81 
werden wir sehen, daB jede b^chrankte Punktmenge des kompakt ist ; 
hingegen. gibt es im beschrankte Punktmengen, die nicht kompakt 
sind ; sei z. B. 6„ der Punkt des E ^ , dessen v-te Koordinate = 0 ist fur 
V 4: n, wahrend seine ri-te Koordinate = 1 sei; die unendliche Menge B 
der Punkte 6^ ~ 2, . . .) ist dann zugleich ein l/^-Netz in B, also nach 

lo*14 nicht kompakt, aber beschrankt. — Der E^ ist beschrankt, aber 
nicht kompakt: sei z, B. der Punkt des dessen samtliche Koordinaten 
^ sind; die unendliche Menge B der Punkte (n = 1, 2, . . ist 
dann ein 1-Netz im E^, also ist der E^ nach 16* 1*4 nicht kompakt. 

Der Begriff kompakt hat relativen Charakter ; ist A £ C, so bedeutet die 
Aussage: „A ist kompakt in fiir jeden unendiichen Teil B von A ist 

Offenbar gilt: 

15 * 1 * 6 . Ist A kompakt in C und € £ C', so ist A auch kompakt in C". 

Literatur: Der Begriff „kompakt“ wurde eingefiihrt von M. Fr^chet, Bend. 
Pal. 22 (1906) S. 6. 

2. In sich kompakte Mengen. Ist die Menge A kompakt in A, d. h. ist 
fiir jeden unendiichen Teil B von A : B^ A 3 ^ » so heiBt sie in sich kom- 
pakt. Dieser Begriff hat absoluten Charakter. Jede in sich kompakte 
Menge ist kompakt. 

Wie 15*1*3 beweist man: 

15 * 24 . Die Summe zweier in sich kompakter Mengen i^ in sich kompakt. 

15 * 2 * 2 . Ist A kompakt und abgeschlossen, so ist A in sich kompakt. 

Denn ist B ein unendlicher Teil von A, so ist J wegen B £ A ist 

B^ £ A^ ; weil A abgeschlossen, ist A^ £ A ; also ist B^ £ A, d. h. B^ A = B^ ; 
wegen B^ 3 A ist also auch B^ A 35 A . 

Die Umkehrung gilt nicht allgemein. Wohl aber gilt : 

15 * 2 * 21 . Eine separaMe, in sich kmtpakte Menge A ist kompakt und ab- 
geschlossen. 
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Da jede in sich kompakte Menge auch kompakt ist, haben wir nur zu 
zeigen: A ist abgeschlossen. Sei ae .4^ . Nach 13* 1*71 gibt es ein E^Ay 
so daB = {a} ; da in sich kompakt, muB also as A sein. Aus ae 
folgt also a e 4 , d. h. A ist abgeschlossen. 

Aus 15*2*2, 15*1*41, lo*2«21 folgt: 

15 ‘ 2 - 22 * Damit die Menge A eines metrischen Eaumes in sich kompakt 
sei, ist noiwendig und hinreichend, dafi sie kompakt und abgeschlossen sei. 

15 * 2 * 3 . 1st A in sich kompakt, so auch jeder in A abgeschlossem Teil 0 
von A. 

Nach 15*l-2 ist C kompakt in 4 ; fiir jeden unendlichen Teil B von C 
gilt also : B^ A^ A. Da C abgeschlossen in 4 , ist aber nach 10*8*2 
A , also auch B^ A g (? ; wegen A^ A ist also auch 
B^CZ)A. 

15 - 2 - 31 . Ist die in sich kompakte Menge A sepambel (oder Menge eines 
metrischen Eaumes), so ist, damit die Menge C ^ A in sich kompakt sei, 
noiwendig und hinreichend, dafi € abgeschlossen sei. 

Notwendig: Dies folgt wegen 10*1*2 aus 15*2»21 (bzw. aus la«2*22). 
Hinreichend: Nach 10^8*51 ist C abgeschlossen in 4; die Behauptung 
folgt also aus 15*2*3. 

13 * 2 * 4 * 1st die Menge A eines metrischen Eaumes kompakt, so ist 4® in 
sich kompakt. 

Sei B ein abzahlbar unendlicher Teil von 4^, bestehend aus den Punkten 
, 62 , . . , , ' 5 ist 6„e4 , so setzen wir = c„; ist ^ e4 , also 

bnSA^, so gibt es nach 10-4»1 ein Cj^eA, so daB c„6„<^und €„4=<^i 

(i = 1, 2, . . 1); die bilden dann einen unendlichen Teil C von A, 
und weil 4 kompakt, ist (P-'^A, Sei ceCP und ^ > 0; nach 10*4‘1 ist 

I 

Cn^<Q unendlich viele n; wegen < — ist also auch 6,^ c < 2p 

n 

fiir unendlich viele n, mithin ist nach 10*4-1 c s B^. Also ist B^^ A, 
also ist A^ nach kompakt, also nach lo*2*2 auch in sich kompakt. 

15 * 2 - 5 . In einem metrischen Eaume gibt es zu jeder in sich kompakten 
Menge A und jedem Punkte a ein be B, so dafi ab a B. 

Nach § 9 (4) gibt es in B eine Punktfolge {(6n))> so daB a -*■ a J5, Falls 
hierin fiir kein n: a bn B, so sind unter den bn unendlich viele verschie- 
dene. Weil B in sich kompakt, hat dann die Menge der 5^ einen Haufungs- 
punkt be B; fiir jedes p >» 0 ist also nach 19'4*1 bnb <. g fiir unendlich 
viele n. Aus a 5 ^ a 5 folgt also, weil abn-^ a B war : ab ^ a B, 
mithin a b a B. 
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15*2*51. In einem metrischen Eaume gibt es zu jeder Menge A und 
jeder in sich kompakten Menge A A ein a e A, so daji a B = A B, 

Nach § 9 (5*1) gibt es in A eine Punktfolge ((a„)), so daB B ^ A B, 
1st hierin fiir kein n: B = A B, so sind unter den a„ unendlioh viele ver- 
schiedene, und die Menge der hat einen Haufungspunkt a e A. Nach 
§ 9 (4»1) ist a 5 ^ a B, und da hierin B-*A B, und da fur jedes 

p > 0 : aa^dQ fiir unendlioh viele n, folgt hieraus a B ^ A B, mithin 
a B = A B. 

Aus 16-2-51 und 16-2-5 folgt: 

15«2*52. Sind A und B in sich kompakte Mengen 3 ^ cines metrischen 
Eaumes, so gibt es ein as A und ein b s B, so da^ ab=^AB, 

15*2*53. 1st A"^ A eine in sich hompakte, B^A eine abgeschlossene 
Menge eines metrischen Eaumes, und ist A B = 0 ^ so ist A B"^ A • 

Nach 15- 2-51 gibt es ein as A, so daB a B = 0, Nach 10-5-5 ist dann 
a s jB®, also, weil B abgeschlossen, nach 10-5-6 as B, Also ist as A B. 

15*2-54. In einem metrischen Eaume gibt es zu jeder in sich kompakten 
Menge A'jjjA und zu jeder offenen Menge A ein p > 0, 5o dafi Uj^^^G, 

Da — (3^ abgeschlossen und A — G = A, folgt aus 16-2-68 : Al (— 6^) > 0 ; 
fur p < A ( — (?) ist 

Literatur; Auf die Bedeutung des Begriffes „in sich kompakt** hat zuerst hin- 
gewiesen: H. Tietze, Math. Zeitscbx. 5 (1919) S. 288. 

3. Dnrchsclmittsatz. Eine charakteristische Eigenschaft der in sich 
kompakten Mengen liefert der Satz: 

15*3*1. Damit A in sich kompakt sei, ist notwendig und hinreichend, dafi 
fur jede monoton abnehmende Folge ((A„)) nicht leerer, in A abgeschlossener 
Mengen auch D An Z) A sei. 

n 

Notwendig : Sei ((A„)) eine monoton abnehmende Edge in A abgeschlos- 
sener Mengen mitZ) .4, und sei 6^6 Die Menge JB der 6„(7i=l, 2^ . . .) 

n 

ist dann unendlioh. Da s fiir n' ^ n, ist , also weil A„ 

abgeschlossen in A, nach 10-8-2 auch B^ A Q A„, also weilD A„ = A, auch 

n 

jB^ A = A; weil B ein unendlicher Teil von A war, ist somit A nicht in 
sich kompakt. Hinreichend: Ist A nicht in sich kompakt, so gibt es 
ein abzahlbar unendliches jB £ A, so daB B^A=A, Seien bi, 62, . . 6 ^, . . . 
die Phnkte von B, und sei A„ die Menge der b^ mit v’^n; wegen B^ A = A 
ist auch A^ A = A, also nach 10-8«2 A„ abgeschlossen in A, es ist A„+i £ A^ 
und D A^ =r A. 
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Durch tJbergang zu den Komplementen erhalt man aus 15*3*1: 

Damit A in sick kompakt sei, ist notwendig unA Jiinreichendt da^ 
in jeder monoton wachsenden Folge ((B„)) in A offener Mengen mit S ^ 
fast alle 3^ = A seien, ” 

15*3*2. 1st ^ eine Orenzzahl >0, ist A separabel und in sick komjfakt, 
und ist die f-ie Kohdrenz A^"^ A fur alle ^ a so ist auch A^ 3 

Ware A^ = A, so ware .4^ die letzte Koharenz von A, somit nach 13-2-4: 
P e Zq. Nach 8*4*21 gibt es dann eine wachsende Folge ((^„)) von Ordinal- 
zahlen mit lim Wegen § 12 (8*1) und 12*8*1 ist dann {{A^ )) eine 

monoton abnehmende Folge in A abgeschlossener Mengen, und nach § 12 
(8) ist Aq == D Ag . Wegen Aq ^ A, Ag =: A steht das in Widerspruch zu 

r Hfi H 

15.3.1. 

Literatur: Der Durohschnittsatz 15*8*1 geht im wesentlichen auf G. Cantor 
ziiriick: Math. Ann. 17 (1880) S. 358. 

4. Halbkompakte Mengen. Eine Menge, die Summe abzahlbar vieler in 
sich kompakter Mengen ist, heifit halbkompakt. Dieser Begriff hat abso- 
luten Charakter. Jede abzahlbare Menge ist halbkompakt ; in 20*2.82 werden 
wir sehen, dab der i2„ halbkompakt ist. Aus der Definition f olgt unmittelbar : 

15*1.1. Die Summe abzahlbar vieler halhkom'pdkter Mengen ist halb- 
kompakt. 

Aus 15*1*41 und 13*1*5 folgt: 

154*2. Jede halbkompakte metrische Menge ist separabel, 

15*1*3. Jede separable halbkompakte Menge ist ein Fg . 

Dies folgt aus 15*2*21. 

15*1*1. 1st A halbkompakt, so auch jedes Fg in A, 

Sei A == /S Ay, wo Ay in sich kompakt, iind sei J5 = wo abge- 

V « 

schlossen in A . Dann ist B = S F„ Ay ; hierin ist F^ Ay abgeschlossen in Ay , 

n, V 

also nach 15*2*8 in sich kompakt ; also ist jB als Summe abzahlbar vieler in 
sich kompakter Mengen halbkompakt. 

15*1*11. 1st die halbkompakte Menge A separabel {oder Menge eines me- 
trischen Maumes), so ist, damit die Menge O' £ A halbkompakt sei, notwendig 
und hinreichend, dafi C ein Fg sei, 

Notwendig: Dies folgt wegen 18*1*2 aus 15*4*3 und 15*4*2. Hin- 
reichend : Da nach 10*9*21 C ein Fg in A, folgt dies aus 15*4*4. 

5. tlberdeekongSSlLtze. Wir knupfen wieder an den Begriff eines die 
Menge A uberdeckenden Systemes (§ 13, 3). 
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15 - 5 - 1 . Damit A in skh komfaU seiy ist notwendig und hinreichend, dafi 
es hi jedem abmhlbarzn, A uberdeckenden Sydeme ® ein enMiches A uber- 
deckendes Teilsystem gebe. 

Notwendig: Seien (» = 1, 2, . . .) die in A ofienen Mengen von 
Setzen wir = <7i 4- . , , -h <7^ , so bilden die eine monoton wachsende 
Polge in A offener Mengen mit S = A, Also sind nacb 15-8-11 fast alle 

n 

Bn = A. 1st aber = A^ so bilden C^, ^ Cn ein A uberdeckendes 

endlichee Teilsystem von Hinreichend: Jede monoton wachsende 
Polge {(Bn)) in A offener Mengen mit S = A ist ein abzahlbares, A iiber- 

n 

deckendes System Naoh Annahme gibt es darin ein endliehes A uber- 
deckendes Teilsystem, bestehend etwa aus , jBg , . . B^. D. h. es ist 
== jBi + ^2 + • • * + = A, und wegen Bn, 2 Bn fur n' ist 

auch Bn, = A fiir n' ^ n. Die Bedingung von 15-8-11 ist also erfiillt, somit 
ist A in sich kompakt. 

15 - 5 * 11 . Ist A separabel (oder eine metrische Menge), so ist, damit A in sich 
kompakt sei, Twtwendig und hinreichend, dafi es in jedem A vberdeckenden 
Systems ein endliehes A uberdeckendes TeUsy^em gebe. 

Notwendig. Nach lo*l-41 ist jede in sich kompakte Menge eines me- 
trischen Raumes separabel. Ist A separabel, so gibt es nach 18-8-1 in S ein 
abzahlbares A uberdeckendes Teilsystem E ; ist A in sich kompakt, so gibt 
es weiter nach 15-5*1 in E ein A uberdeckendes endliehes Teilsystem. Hin- 
reichend: Dies ist ein Spezialfall von 15-5-1, 

Durch Ubergang zu den Komplementen findet man, daB 15-5-11 gleioh- 
bedeutend ist mit: 

15 - 512 . 1st A separabel (oder eine metrische Menge), so ist, damit A in sich 
kompakt sei, natwendig und hinreichend, dafi es fur jedes System E in A ab- 
geschlossener Mengen, von denenje endlich viele Mengen einen Punkt gemein 
haben, aveh einen Punkt gebe, der alien O e E gemem ist. 

Ist ((S5„)) eine Polge von Uberdeckungssystemen d^ Menge A, so heiBt 
ein aus abzahlbar vielen in A offenen Mengen Bg > • • • » j - • • 
stehendes tJberdeckungssystem S3 von A eine Auswahluberdeckung aus 
j wenn jede Menge a S3 Summe endlich vieler Mengen des Systems 
S3, ist. 

15 - 5 - 2 . Ist die halbkompakte Menge A separabel (oder eine meirische 
Menge), so gilt es zujeder Folge ((S3,)) von dberdeckungssystemen von A eine 
AusimhliiberdeckuTig S3. 

Sei A =5 5 A,, wo A, in sich kompakt. Da die Durchschnitte der Mengen 

V 

von S3, mit A, ein A, uberdeckendes System bilden, gibt es nach 15-5-11 
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in ein endliches Teilsystem , so daJJ, wenn die Summe der Meng^ 
von bedentet: £JB^. Dann ist Bj, Bg, . . B,, . . . die gesuchte 

Auswahltiberdeckung ®. 

Ebe leichte Verscharfung dieses Resnltates liefert der Satz: 

15 « 5 * 21 . Gibt es zu jeder Folge ((®^)) vm Vberdechungssystemm der Menge 
A eine Av^ahluberdeckuing ®, so gibt es auck eine AnstsoMuberdeching 
Bi,B2, B^, . . . so da^furjedenF'imUaeAgiU: ae B^fur 

unendlich viele v, 

Nach. Annahme gibt es zur Folge i , . - . , „ , . . . von tJberdeckungs- 

systemen eine Auswahluberdeckung B^^, . . . , , wo B^^^^ 

Summe endlich vieler Mengen aus j wir setzen: B^ = B^, + B^^ + 
. . . + B^^; dann ist B, Summe endlich vieler Mengen aus ®,. Sei 
as A ; zu jedem v* gibt es ein v ^ v*, so daB ae B^, und mitbin a e 
also gilt ae B„ fur unendlich viele v. 

Literatur; Der tlberdeckungssatz geht zuruok auf fi. Borel, Ann. 60 , 

norm. (3) 13 (1895) S. 51, der tJberdecknngssatz 15-5*11 auf H. Lebesgue, Legons 
sur Tint^gration et la recherche des fonctions primitives (Paris 1904) S. 105. Der 
tlberdecknngssatz 15*5*2 stammt im wesentlichen von K. Menger, Wien. Ber, 133 
(1924) S. 421; vgl. hierzu auoh W. Hnrewicz, Math. Zeitschr. 34 (1926) S. 401; 
Pnnd. math. 9 (1927) S. 193; W. Sierpidski, Fund. math. 8 (1926) S. 223. Eine zu- 
sammenfassende Darstellung der veiscbiedenen tlberdeokungstheoreme : T. H. Hil- 
debrandt. Am. Bull. 32 (1926) S. 423; K. Menger, Erg. e. math. Koll. 3(1932) 
S. 23. 


§ 1& Zusammenh^gende Mengen* 

1 . Znsammenh^gende Mengen. In jeder Menge A ist A und A sowohl 
offen als auch abgeschlossen. Wir nennen nun eine Menge A zusammen- 
hangend, wenn es auBer A und A keinen Teil von A gibt, der gleichzeitig 
offen und abgeschlossen in A ist; anderenfaJla heiBt A unzusammen- 
hangend. Diese Begriffe haben al^luten Charakter. — Da das Komple- 
ment (bezuglich A) einer in A offenen Menge abgeschlossen in A, das Kom- 
plement einer in A abgeschlossenen Menge offen in A ist, haben wir: 

Dis Menge A ist unzmammenkdngend dann und mir dann, wenn 
es eine Zerkgung A = A^ + A^ von A in zwei Jremde Sumrnanden gibt, die 
beide 3 A und beide offen {abgescJilcssen) in A sind. 

Wegen 10*8*11 foigt daraus insbesondere: 

Eine offene (abgescMossene) Menge isi uTtzusamme^f^angend dann 
und nnr dann, wenn aie in zwei fremde offene {abgeschlossene) Summanden 
'^A zerhgt werden Jcann. 



98 


II. Kapitel. Punktmengen. 


Zufolge ist gleichbedeutend mit: 

16 -M 2 , Die Menge A ist unzmammenhdngend dann und nur dann, wenn 
es eine Zerlegung A = von A in zwei ahgesonderte Summanden 3 A 

gibt. 

16 * 1 * 2 . 1 st A = Aj^ A2 eiTie Zerlegung von A in zwei ahgesonderte Teile, 
so gilt fiir jeden zusammenhangenden Teil B von A entweder B ^A-^ oder 
BQA2, 

Denn ist B A-^^ A und B A^Z) A, so ist B = A^B + A2B zufolge 
14 - 1*6 eine Zerlegung von B in zwei nicht leere ahgesonderte Teile, d, h. 
B ist unzusammenhangend. 

Daraus folgt wegen 16 - 1.12 unmittelbar : 

16 * 1 * 21 . Gibt es zu je zwei Punkten und ag von A einen zusammen- 
hdngenden Teil B von A, so dafi a^eB, Uge -B, so ist A zmarnmerdmngend. 

Die leere Menge, jede Menge {a} ist zusammenhangend; jede endliche 
Menge mit mehr als einem Element ist unzusammenhangend. 

16 * 1 * 3 . Die einzigen zusammenhangenden Mengen des JR^ sind: A; die 
Mengen {a}, die Iniervalle (a, 6), (a, 6], [a, 6), [a, 6] ; die Halbgeraden cc > a , 
x< a; die Halbgeraden x ^a, x ^ a; der JR^ selbst. 

Dm zu beweisen, daB alle diese Mengen zusammenhangend sind, geniigt 
es zufolge 16 - 1-21 zu zeigen, daB die Intervalle {a, 6] zusammenhangend 
sind. Sei also [a, 6] — A-^ + ^2 Zerlegung von [a, 6] in zwei fremde 
Summanden Z) A^ und sei A-^ abgeschlossen ; es ist nach 16 - 1*11 zu zeigen, 
daB A2 nicht abgeschlossen sein kann; sei % e A-^, ag e A2 und etwa < Og ; 
sei c das Supremum aller xsA-^, die der Ungleichung a: < Ug geniigen; 
weil A-^ abgeschlossen, ist csA-^, also c < ag? ist (c, a^ £ A2\ daher 

ist c Haufungspunkt von A2 , wegen ceA{ aber ist c £ ^2 > -^2 nicht 

abgeschlossen, w. z. b. w. — Urn zu beweisen, daB es auBer den in 16 - 1*8 
aufgezahlten keine anderen zusammenhangenden Mengen des gibt, ge- 
niigt es, zu zeigen : ist .4 £ und gibt es im drei Punkte Oj < Ug < ag , so 
daB ajL e 4 ., Ug e 4 , O3 e 4 , so ist 4 unzusammenhangend. Seien zu dem 
Zwecke 4 ^ und 42 die Durchschnitte von 4 mit den Halbgeraden a; < Og , 
a; > dann ist 4 = 4 ^ + 42, 4 ^ -^2 D » 4 ^ A2 = 4 , und 4 ^, 42 sind 

offen in 4 j also ist 4 nach 16 - 1-1 unzusammenhangend. 

Sind a = (a^, ag , . . a„), 6 = , dg , . . &n) ziwei verschiedene Punkte 

des i?^, so verstehen wir unter der Strecke [a, 6] des die Menge der Punkte 
(aj + < (61 ~ Oi) , . . . , a„ + « (6„ — a„)) mit 0 ^t ^ 1 ; sind a = ((a^)) , 
b = ((6p)) zwei verschiedene Punkte des jB^,, so verstehen wir unter der 
Strecke [a, &] des R^^ die Menge der Punkte ((a^ (K — <^v))) mit 0 ^ i ^ 1 . 
Aus I6*1«S folgert man ohne weiteres : 
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16-1-31* Strecke de$ (dea RJ) ist zusamrmnhdrigeTtd. 

Aus und folgt nun: 

16*1*32. Der JS„ (der BJ ist zmammenhangeTid. Kugd des B^ 

(des B^) ist zusammenhdngend. 

16*l-4. Summe zweier nicht abgesonderter zmammenhdngender Msngtn 
ist zusammenhangend, 

Denn seien B, C zusammenhaingend, A == B + C unzusammenliangend. 
Dann gibt es eine Zerlegung A = + Ag in zwei nicht leere abgesonderte 

Teile A^, Ag. Nach 16*1*2 ist B ^A^ oder B^A^\ ebenso C £ oder 
(7 £ Ag . 1st etwa B ^A^, so O £ Ag ; denn ware auch C QA^, so ware 
A 2 =A. Aus 14:*1*8 folgt nun, daB B und C abgesondert, entgegen der 
Annahme. 

16*1*41. 1st A die Summe eines Systems (B ztisammenhdngender Mengeriy 
von denen keine zwei abgesondert sind, so ist A zusammenhdngend. 

Sei in der Tat Oi e A ,a2eA;esgibtein5i£ ©undein^g^ ® ^ sodaBo^a 
a^sB^. Nach 16- 1*4 ist B-^ + B^ zusammenhangend, nach 16*1*21 also 
auch A. 

16*1*42. Ist A die Summe eines Systemes © zt^ammeriMngeTukr Mengen, 
urUer denen es eine Bq gibt, die von keiner anderen Menge Be<B abgesondert 
ist, so ist A zusammenhdngend. 

Denn ersetzt man jedes B £ S durch B' = B -i- B^ , so sind aUe B' zu- 
sammenhangend nach 16*1*4, keine zwei B' sind abgesondert, da keine zwei 
B' fremd sind, und A ist auch die Summe der B'. Also ist A zusammen- 
hangend nach 16*1*41. 

16*1*5. 1st A zusammenhdngend, und A ^B ^ A®, so ist auch B zu- 
sammenhdrvgend. 

Zufolge 16*1*1 haben wir zu zeigen: ist B + jBg, wo B^, B^ abge- 
schlossen in B und fremd, so ist 5^ = A oder JJg = A . Wir setzen 
Ai = A , Ag = A JJg; dann ist A = A^ + Ag . Da Bj^, B^ nach 14* 1*11 
abgesondert, so nach 14*1*8 auch A^ und Ag , und da A zusammenhangend, 
ist Aj = A oder Ag = A ; sei etwa Ag = A . Dann ist A ^Bi, also A® S ; 
andererseits ist wegen B^^B ^ A® auch J5j S A® , also A*^ = B ^ . Da Bi 
abgeschlossen in B, ist nach 10*8*8 B^ = B ^ A^ B = B , also B 2 = A, 
w. z. b. w. 

Insbesondere ist in 16*1*5 enthalten: 

16*1*51. Ist A zusammenhdngend, so auch A^. 

16*1*6. Ein^ zusammenhangende Menge A, die mehr als ein^n Punkt 
enthdlt, ist insichdicht. 
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Denn ist a ein isolierter Punkt von J., so ist -4 = {a} (A — {a}) einfe 
Zerlegung von A in zwei abgesonderte Teile 2) 

Bezeichnen wir mit Ag die Begrenzung von A (§ 10, 6), so gilt: 

161-7. Ist A beliebigy B zusammeTihcmg&ndy wnd ist A B "2) A, 
A) B"^ Ay so ist auch AgB'^A, 

Denn ware B = yl , so ware wegen Ag=^ A^ (— A \ auch A^B = A, 
A\ B = yL , also A B Ai B, ( — .4) B = (~ A)i B, und es ware 
B = ^ B + (— .4) B = .4^ B 4- (— A)i B eine Zerlegung der zusammen- 
hangenden Menge B in zwei fremde, zufoige 10“8-5 und 10*8-1 in B offene 
Mengen 3 Ay entgegen 16* 1*1. 

16'l-8. Jede ztisammenhdTigende Men^e € tiTves separabUn reguldren 
Eaumes B, die mehr als einen PunM enthcdty hat die Mdchtigkeit 8. 

Nach 14*2*31 ist E normal. Sei a e 0, 6 e <7, a 4= 6 ; es gibt ein offenes Gy 
so daB asGy b^sG; wir setzen in 14*2-6: A ={«}, B=^G; dann ist 
asG^yb'-^eG^inr jedes a; « [0, 1]. Nach 13-1-7 ist also iGg.)g C^A. Nun 
ist {G^,)g {Gx„)g = fiir a/ 4= a;" ; denn ist etwa a/ < a:", so ist G^, (c G ^„ , 
d. h. (0^,)^ £ G^„ also, da nach § 10 (6*3) {G^,)g £ {G^if ist, auch {G^)g 
£ G^,f y wahrend, weii G^f, offen, G^, {^x»^)g = A ist. Da also je zwei 
{G^g fremd sind, und ifl^g A fiir jedes a; a [0, 1], hat C mindestens 
die Mlwjhtigkeit K , also nach 13»2*1 die Machtigkeit K. 

Literatur: Der hier behandelte Begri0 des Zusammenhanges zuerst beiN. J. 
Lennes, Am. Joum. 33 (1911) S. 303 und F. Hausdorff, Grundz. d. Mengenlehre 
(1914) S. 244. 

2. ^-Eetten. Sei ^ > 0; wir sagen: die Punkte ao> %»*••» eines me- 
trischen Eaumes bilden eine und % verbindende ^-Kette, wenn 
<Q (/ = 1, 2, . . ., n). 

16*2*1* Ist A evne metrische Menge UTid a'>0y so iM die Menge A* oiler 
.a e Ay die mit einem gegebemn Punkk> e AfUrjedes q'> a dutch eine g-Eette 
£ A verbuTtden siridy sowohl offen ols aJbgescMossen in A, 

Sei a € 4.', be A, ab cr. Ist a„y a eine und a verbindende 

^-Kette £ -4, und ist § > <;, so ist aQ, a^y O, b eine und b ver- 

bindende g-Kette £-4, d. h. es ist auch da 4'; also: ist a a 4', so ist 
A £ A*y d. h. 4' ist offen in 4. — Sei sodann be A 4^^; dann gibt 
es ein a e 4', so daB ab <,o; daa mit a^ durch eine zu 4 gehmige ^-Kette 
(e > cr) verbunden ist, so auch b ; aus be A A^ fo^ also b s 4', d. h. nach 
10-8-2: 4' ist abgeschlossen in A, 

Isl die m^risdie Menge A msammenMngendy so sind je zwei 
Punkte von A fur jedes g > 0 verbunden durch eine g-EeUe £ 4. 
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Sei A und <r > 0; nach 16-2-1 ist die Menge A^ alier as A, die mit 
©Q fur jedes q'> a durch eine ^-Kette £ A verbunden sind, sowohi offen als 
abgeschiossen in ^ ; da jedenfalls s A^, ist A' 2 ) A zusammen- 

Mngend : -4' = ^ ; d. h. jeder Punkt von A ist fur jedes ^ > o’ mit durch 
eine ^-Kette £ A verbunden. Da dies fur jedes o > 0 gilt, ist 16*2*2 be- 
wiesen. 

Die Umkehrung bier von gilt nicht ailgemein; Beispiel im die Menge 
alier a; =j= 0 ist nach 16*1*8 nicht zusammenhangend. Wohl aber gilt: 

16 - 2 * 21 * Ist die meirische Menge A in sick kompakt, und sind je zwei 
PunMe von A fur jedes p > 0 verbunden durch eine g-Kette ^ A, so ist A 
zusammenhangend. 

Sei A unzusammenhangend. Da A nach 1 5*2*22 abgeschiossen, ist nach 
16*1*11 A = A^ + A^i wo 412 fr^nide abgeschlossene Mengen "2) A. 
Nach 15*2*31 sind A^, A^ in sich kompakt, also ist nach 15*2*53 
.dj .^2 > 0. Ist 0 < p < A^ und Oj £ JLi, a^e A^, so sind offenbar 
und Og nicht durch eine ^-Kette £ A verbunden. 

3. Komponenten. Sei A eine beiiebige Menge 2) A und as A. Wir bilden 
die Summe alier a enthaltenden zusammenhangenden Teiie von A (zu denen 
mindestens {o} gehort) ; nach 16*1*41 ist sie zusammenhluigend; wir nennen 
sie: die zu a gehorigeKomponente von -4 und bezeichnen sie mit A^\ sie 
ist der grdfite a enthaltende, zusammenhangende Teil von A. 

16 * 3 * 1 . Zwei Komponenten A^ und A^ von A sind entiveder abgesondkrt 
(und daher fremd) oder ideniisdh. 

Denn sind A^ , A^ nicht abgesondert, so ist -4^ + A^, nach 16*1*4 zusammen- 
hangend, also ein sowohi o als 6 enthaitender zusammenhangender Teil von 
A, also ist A^ + A^ ^ A^, A^ + A^ QAf,, also Aa = A^. 

Eine nicht leere Menge ist zusammenhangend dann und nur dann, wenn 
sie nur eine einzige Komponente hat. Jede Menge ist Summe ihrer (zu je 
zweien fremden) Komponenten. Die Zerlegung einer Menge in ihre Kom- 
ponenten hat absoiuten Charakter. 

16 * 3 * 2 . Jede Komponente von A i^ afygescMossen in A. 

Denn nach 16*1*5 ist (A^P A ein zusammenhangender, a enthaitender 
Teil von A, also {AJ^ A £-4^; da auch umgekehrt -4^£(-4J®-4, ist 
A a = (^a)^ A , also ist nach 10*S*3 A^ abgeschiossen in A. 

EUngegen ist i. a. die Komponente A^ nicht offen in A. Beispiel: die aus 

den Punkten 0 und ~ (» = 1, 2, . , bestehende Men^ A des die zu 0 
n 

gehdrige Komponente ist {0} und nicht offen in A. 

Literatur; F. Hausdorff , Orundz. d. Me&genlehre S. 245, 248. 
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4. Kontinua. Eine in sich kompakte, zusammenhangende Menge, die 

mehr als einen Punkt enthalt, heiBt ein Kontinuum; dieser Begriff hat 
absoluten Charakter. Aus 15*2«22 und 16«1*8 folgt: 

Die einzigen Kontinua £ jRj sind die Intervalle [a, 6]. 

Aus 16.2.21, 15.2.22, 18.1.6 folgt: 

164*2, Jedes separable (jedes metrische) Kontinuum ist perfekt. 

Aus I6.3.2 und 15.2.8 folgt: 

16 * 4 * 3 . Jede Komponente einer in sich kompaJcten Menge ist ein Konti- 
nuum Oder besteht aus einem Funkte. 

Ist kein Teil der Menge A ein Kontinuum, so heiBt A diskontinuier- 
lich. 

5. Gebiete. Eine zusammenhangende, in A offene Menge 3 A heiBt ein 
Gebiet in A. Aus 16.1.8 folgt: 

16*5*1, Die einzigen Gebiete im sind : die Intervalle (a, b ) ; die Halb- 
geraden a; > a , x da; der selbst. 

Die Menge A heiBt im Punkte aeA lokal-zusammenhangend, 
wenn es zu jeder XJmgebung eine Umgebung D* von a gibt, so daB 
A Ul Teil der zu a gehorigen Komponente von A ist. Die Menge A 
heiBt lokal-zusammenhangend, wenn sie in jedem ihrer Punkte lokal- 
zusammenhangend ist. Der Begriff „lokal-zusammenhangend“ hat abso- 
luten Charakter. 

16*5*2. Damit die Komponenten jeder in A offenen Menge ’2) A Ge- 
biete in A seien, ist notwendig und hinreichend, dap A lohal-zusammen- 
hdngend ist, 

Notwendig: Sei as A und 11^ eine Umgebung von a; dann ist AU^ 
offen in A ; die zu a gehorige Komponente B von A ist nach Vor- 
aussetzung ein Gebiet in A; also gibt es eine offene Menge 0, so daB 
B ~ CA ; setzen wir so ist A U* = A G B d. h. 

A ist in a lokal-zusammenhangend. Hinreichend: Sei G offen in A, 
K eine Komponente von G; es ist zu zeigen, daB auch K offen in A. Sei 
also as K; weil G offen in A, gibt es eine Umgebung , so daB AU^ZG, 
Sei B die zu a gehorige Komponente von A dann ist B^K. Weil 
A lokal-zusammenhangend in a, gibt es eine Umgebung U*, so daB 

CT* £ B also ist a in A innerer Punkt von B, d. h. K ist offen in A, 
wie behauptet. 

Aus 16*1.82 folgt : 

16*5*3. Der (der B^) ist lokal-zusammerthangend. 



§ 16. Ziisammenhangende Mengen. 


103 


Somit folgt aus 16*5*2 und bei Beachtung von 5*1*42: 

16*5*4. 1st G of fen im und A (2 G so ist G Summe abzdhlhar 
vieler fteTYideT lydevvcille (ct, 6) und hochstens zweiet zu diesen Intervcdlen und 
untereinander fremder offener Halbgeraden. 

Literatur: Der Begriff des lokalen Zusammenhanges stammt von H. Hahn, 
Wien. Ber. 123 (1914) S. 2433 und St. Mazurkiewicz, Bund. math. 1 (1920) S. 170. 
Vgl. auch H. Tietze, Monatsh. f. Math. 33 (1923) S. 15; N. Aronszajn, 
Monatsh. f. Math. 37 (1930) S. 241. 

6. NuUdimensionale Mengen. Die Menge .4 heiBt nulldimensional im 
Punkte as A, wenn es zu jeder Umgebung eine Zerlegung A = A^-^A 2 
von A in zwei abgesonderte Summanden gibt, so daB as A^ und A^^U^, 
Dieser Begriff hat absoluten Charakter. 

16*6*1. Ist A nulldimensioTuzl im Punkte a, so reduziert sich die a erd- 
halknde Komponente A^ von A auf {a}. 

Denn nach 16.1.2 muB fiir jede Umgebung gelten: A^^U^. 

Die Menge A heiBt nulldimensional, wenn sie in jedem ihrer Punkte 
nuUdimensional ist. Jede Komponente einer nulldimensionalen Menge be- 
steht wegen 16*6.1 aus einem einzigen Punkte; die Umkehrung hiervon 
aber gilt nicht. 

Aus 14*1.3 folgt: 

16*6*2. Jeder Teil einer nulldimensionalen Menge ist nulldimensional „ 

16*6*S. Damit die Menge A ^B^ nulldimensional sei^ ist notwendig und 
hinreichendy daf^ sie kein Intervall enthdlt, 

Notwendig: Ist (6, c) ^ A und as {b, c), so gilt wegen 16* 1*3 fiir die a 
enthaltende Komponente : A^ 2 (^> J die Behauptung folgt also aus 
16*6.1. Hinreichend: Sei as A, eine Umgebung von a. Da offen, 
gibt es zufolge 16*5.4 ein offenes Intervall I, so daB e /, / £ Da A 
kein Intervall enthalt, gibt es in I — zwei Punkte 6 , c, so daB b <a<c, 
Setzen wir = .A , (6, c), A^^A — A^, so ist a e A^ £ und A^ 
sind abgesondert. Also ist A nuUdimensional. 

16-64. Gilt in einem metrischen Baume E fiir je drei Punkte die Un^ 
gleichung ac ^ max (a 6, b c), so ist E nulldimensional, 

Sei as E und eine Umgebung von a. Da a innerer Punkt von 
gibt es nach 10*3*1 ein p>0, so daB Wir setzen Ai = K^^, 

A 2 =E — Ist OisAi, a 2 ^^ 2 > denn anderenfalls 

wurde nach Annahme aus aia 2 <g, a ai<g folgen a ag < ^, entgegen 
der Definition von Ag . Es ist also A^ Ag ^ q, somit sind A^ und Ag ab- 
gesondert. 
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Aus und § 9 (3*41) folgt: 

Der ist milMtmensi&mL 
Ans folgt: 

Jeder zusammenhangende TeU einer nti^tdimemiomden Menge ist 
eniipeder ~ A oder hestekt aus emem Furikte, 

Literaturr 13l)er den Begiriff ,^tilldimensional‘* und Terwandte B^iffe vgl. 
K. Monger, Bimensionstheorie (Le^ndg und Berlin 192S) S. 2i02£f. 


§ 17* Mengenfc^geii, Fonklfolgeit. 


1. MexKgenfoIgen. Der Pankt ee heiSt ein oberer Naherungspnnkt 
der Mengenfolge ((A„)), weim fiir jede Umgebmig der Darcbsehnitt 

"^Aist fur unendlich viele n; er beiSt ein unterer Naherungspunkt 
von {(A„)), wenn fnr jedes der Darcbsehnitt A^U^’2)^ »• 

Die Menge aller oberen (nnteren) Ji'abernngspnnkte von {(Ain)) beiBt die 
obere (untere) Nabernngsgrenze von ((A„)) nnd wird (zum Unter- 
sebiede von den in § 3, 7 betraebteten Bildnngen) bezeiebnet mit lim 

n 

(mit Km A^), LaSt man ans ((A„)) endKeb viele Mengen weg, oder fiigt 

% 


endlicb viele binzu, so andem sieh Im A„ nnd lim niebt. Offenbar gilt : 

« * 

( 1 ) KmA^£KmA„. 

n « 

limA^ £Km + jB„) g + lim £ Km (A„ + B^) 

n % n 


(M) 


(1-2) lim jB„ C Hb, . lim . 

n n n ^ « n 

( 1 - 3 ) S„); S„). 

« ** « n n. n 

Jst Aft g Bft fur fasi edie n, m iM: 

HmA„ gKm Km g Km * 

n n n n 


17*1*11. FUr jede Teitfoige ((A„^)) vm ((A*)) giU: 

^A«gKmA„ gKmA„ gKmA„. 

ft r ^ « 

17*1*12. Aft = lim Aj; Km A„ = lim A^ - 

n w n n 

W^en 17»W ist Km A^ g Km A^> Es ist nocb zn zeigen: Km A^ 
, »* » 'IT" 

£ltoA,,> d. h. ans a e Km A^ folgt A^. Sei also aeKm Aj; daim 

»• » n 
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ist V^Al^A fur fast aJIe n, also nach 10<5.4 auch iSi fast 

aJle n, aJso ue lim A^, w. z. b. w. 

n 

17»1*13* Bei bdkbigm sind Hm und lim abgesdiltmen. 

» » 

Sei lim A^ = B iind me B^;i3X jedem liegt da-nn ain beB ^ und da 

n 

auch ain Ui, , ist also A„ L\ 3 ^ <i* B, Hach 10-5-61 

ist also B abgesehlossen. 

W4-i4. = D ( S A^f, 

n n n 

Wir setzen: S ^4^ ==!?„. Die Aussage ^alim A^ ist aquivalent mit: 

n 

,Jfet Ua eiae beliebige Umgebui^ von a, so ist A^U^'^ A im unendlicb 
vi^ n‘*; dies ist aquivalent mit j,B^U^ 3^ fiir alle und dies ist 
nach lO^M: equivalent mit fiir alle n*% d. h. mit ueD B^; und 

dies ist die Behauptung- ” 

Gilt in (1) das Zeichen =, so setzen wir: 

(1*4) lim A„ = lim A^ = lim A^ , 

n — n 

und nennen diese Mj^e: die Naherungsgrenze von ((A„)); Folge 
{{A^)) beiSt dann konvergent. 

Aus 17*1*1 folgt: 

17*1*2* IM £ jBlp S G* fast idle n, wad lim A^ = lim C?„ , so 

n A 

id muck lim = lim A^ = lim . 

Ann 

Aus folgt: 

17.1- 21 . Id lim A^^ At so muck fiir Jede Tedf<dge : lim A^ = A. 

A » ^ 

Aus 14.&.4 idgt : 

mm Id A^=^ A fur fmd mUe u, so id iim A^ = A^ . 

A 

Aus 17*1*^ und 17-1*1 folgt: 

17-1-23* Id An^A fw fad mile u, so id lim £ A® . 

Aus (Id) folgt: 

174-24. Sind {{An)) und {(B^) komergeutt so id Hm (A„ + B^) 
= lim A„ + lim 

A A 

17.1- 25. In einem separable^ Eaume E enikoM jede Mengenfolge ((A^)) 
eiwe Iconvergente Teilfolge, 
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Sei , ^^ 2 , . . . . . ein ausgezeichnetes System in E offener Mengen. 
Wir bilden eine Folge von TeOfolgen > • • •» > • • • ((^„)) nach 

folgender Regel: 1. Es sei A^j^ = (% == 1, 2, . . .) ; 2. 1st A ^^ , A ^^ , . . 

^vn » • • • gewahlt, und gibt es in dieser Folge eine Teilfolge so dafi 

= /[ (z = 1, 2, . , , so wable man fiir A^^^ j, ^v+i 2 > • • • 
solche Teilfolge A ^^^ , A ^^^ , . . . ; gibt es aber in , ^1^2 » • • • k®ine solche 
Teilfolge, so setze man A^^jn = A^^ = 1, 2, . . .). Wir zeigen, daB dann 

> ^ 22 » • • •» ^nn » • • • konvergente Teilfolge von ((^„)) ist ; d. h. wir 
baben zu zeigen: ist a r^e lim A ^^ , so ist auch a e lim . Sei also 

n « 

C'^a lim . Dann gibt es eineUmgebung 17^ und eine Teilfolge {{A^^ „.)) von 

n 

(Mnn))* SO daB VaA^^n^ — A fiir alle i\ da die^T^efn ausgezeichnetes System 

in B offener Mengen bilden, gibt es ein ff,* , so daB a s S J 

ist also auch ^ fhr alle i. Da die ^ ’'*) Teilfolge 

von Aj,^i , A ^^2 > • ‘ • hilden, ist nach Definition der A^^ auch =yl 

fiir alle n; und da die A^^(n'^v* 1) eine Teilfolge von -4^* ^ 2 » • • • 

bilden und a a ist, so ist a <^6 lim A ^^ , w. z. b. w. 

n 

Wir vergleichen nun die Begriffe lim , lim mit den Begriffen Lim , Lim 
von § 3, 7. « ” « « 

17-1-3. (Lim A^)^ QlimA^; (U ^ ^ jo £ li^ . 

n n n n 

Sei aa ( Lim dann ist nach 10*5*4 Ug Lim A^'^) 

n n 

^a-^nZ)^ ^s,st aUe n, also a e lim A ^ . • 

n 

174-31. UmAlQlimA^; Lto £ Ito . 

« rt n n 

Sei gg Lim A^; dann ist a g .4® fur fast alle n, also U^AnZ^A fiir fast 

n 

alle 7t, also a a lim A ^ . 

n 

174-82. Ist ((^„)) monoton abnahm&nd, so ist lim A^ = Lim A^^DA^. 

n n n 

Nach 3-7*3 ist Lim =D A^^\ da nach 174-31 Lim A^ S Bin ge- 

n n n 

niigt es also zu zeigen: lim = lim^®. Da ((it„)) monoton abnimmt, 

n n 

ist = S A^; die Behauptung folgt also aus 17-144. 

174-88. Isi ((-4„)) monoton wacheend, so ist lim A^ = (Lim A„)^ = (SA^f, 



§ 17. Mengenfolgen, Punktfolgen. 


107 


Nach 17-1-3 geniigt es, zu zeigen, dafi lim da ((4,)) 

n V 

monoton wachsend, also S = SA^, folgt dies aus 17*1«14. 

* 

17*1*4. 1st B hompaM und A(^ Aj^^ B fur umndUch vide n, so ist 
lim AnZ) 

n 

Sei A (Z An^ Q B {i = 1,2, . , und e A^^ . Fallen unendlich viele 

in denselben Punkt a, so ist a e lim Anderenfalls bilden die (i = 1, 

n 

2, . . .) einen unendlichen Teil A der kompakten Menge B; also ist A^Z)^- 
Ist a e A^, so liegen in jedem unendlich viele Punkte von A, also ist 

■^n D ^ unendlich viele n, somit a e lim An . 

n 

Sind An und AZ) A Mengen eines metrischen Baumes, und gilt 
furjedee g > 0: A„ Q U fur fast alle n, so ist lim AnQA^. 

” 1 

Sei a^eA^; dann ist nach 10-5-5 au4>0; fur0<p<~a.4ist 

A 

= also ist AnK^^ — A fur fast alle n, also a-'alim^„. 

n 

Die Umkehrung hiervon gilt nicht allgemein (Beispiel im = { 0 , »}, 

lim A„ = { 0 }, A = { 0 }), wohl aber in der Form: 

rt 

17*1*51. Ist B kompakt, AZ) An^ B fiir fast alle n und lim An^A , 

so gilt fiir jede Umgebung 27^: £ Uj^ fiir fast alle n . ^ 

Anderenfalls ware — TJj^Z) A fiir unendlich viele n, also gabe es nach 
17*1«4 ein a e Hm {An — Uj) ; nach 17*1*1 ist dann auch a e lim , also 

« n 

nach Annahme auch as A; andererseits folgt aus 17-1-23: lim (A„ — Uj) 

n 

£ (“ 27^)® = — 27^ , also as {— Uj) , also a ^^s A, im Widerspruche zu 
der eben bewiesenen Aussage as A, 

17*1*6. Sind AnZ) A und A Mengen eines metrischen Raumes, und gUt 
fiir jedes g > 0: A £ fur fast alle n, so ist Im A„ £ A®. 

n 

Sei as A^ und 27 ^ eine Umgebung von a. Es gibt ein ^ > 0 , so daU 
5 A, so daB aa'dg. Sobald A £ 27 ^^ ^ , gibt es ferner 
ein s A„ , so daB a' a„ < g , mithin aa„ < 2 p ; dann aber ist a„e , 
also ansU^, also AnTJ^Z) A; also ist AnTJ^Z) A fiir fast aUe n, d. h. es 
ist a £ Hm A„ . 
n 

Die Umkehrung hiervon gilt nicht allgemein (Beispiel im : A„ = (— n], 

lim An ~ Ri, A = Rj), wohl aber in der Form: 

n 
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17«1*61. SinA ^ Mengen eines metrischen Maumee, iet A 

hmi'paht uvd Hm A^^^i so giU fUr jedes ^ > 0: A £ 

A 

In der Tat, nach 0*7*1 und lo*l*4 gibt es in ein endliches -Netz, be- 

stehend etwa ans den Punkten Oj , Oj.. Weil%fi hmA^ (i= 1,2, . . 

n 

gibt es ein N, so daB q^A^, 3 ^ t = 1, 2, . . . , 1; und n ^ N; sei 
ai^^eKa ^ A„. 1st as A, so gilt fiir mindestens einen der Punkte Oj, 

I 2 

o 

a2> • • • > %> ® < 2 > aa^n<Q ^ ist 

also a£ 17^^ fiir also aucb A £ 17^^ {n N), wie behauptet. 

Machen wir Gebranch von der Abweichnng e {A, B) zweier Mengen 
(§ 9, 6), so erhalten w: 

17*1*7. Sind A^Z)^ A Z)^ Mermen einee metrischen Maumes und 
ist lim e {A,^, A) =^0, so ist lim A„ = A^, 

A , n 

In der Tat, znfolge 17*1*5 ist lim A,, £ A% znfolge 17*1*5 ist lim A^ £ A®, 

» A 

also ist lim A^ = Iro A„ = A^. 

« A 

17*1*71. 3 D-^ undB Mengen eines metrischen Maumes, ist 

B hmpaU, fur fast alle n und lim = A, so ist lim e (A„, A) = 0. 

n A 

In der Tat, nach 17*1*28 ist lim A^ £ J5®; nacb 15*2*4 ist B^ kompakt, 

A 

also ist aueb lim ^ kompakt. Nun folgt die Bebauptung aus 17*1*51 
und 17*l*ei. ** 

Literatur: F, Hansdorff, Mengenlehre § 28. 

2. Hiliifiingspimkie von Punkttolgen. Bestebt in der Mengenfolge 
((A^)) jede Menge nur aus einem eimagen Punkte; A,^ = {a„}, so wird das 
Studium der Mengenfolge ((-4„)) gleiebbedeutend mit dem Studium der 
Ponktfolge ((a«)). Die oberenNidierungspunkte von ((An)) beiBen dann die 
HHufungspunkte von ((»«))• ^ bmBt also a ein Haufungspunkt von 
((«n)), wenn fur jedeXJmgebung 17^ gilt: a^ e fiir unendlicb viele Be- 
zeicbnet A die Menge der in der Folge ({««)} auftretenden Punkte, so ist 
also jeder Haufungspuikt von A aucb ein Haufungspunkt von ((a^)); die 
Uznkebrung gilt nur, wenn in {{etn)) idcbt derselbe Punkt unendlicb 
oft auftritt; denn ist ^ ® fur unendlicb viele so ist nacb 17*1*81 a 
Haufungspunkt von ((Un)), braucbt ab^ nicbt Haufungspunkt von A zu sein. 
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Aus den Satzen 17-1-11, 17*1. 18, 17*1*1, 17*1.23 folgert man der Reihe 
nach: 

let ((a„^)) Teilfolge von ((«„)), so ist jeder HdufungspunU von 

H^nJ) Hdufungsfunkt von ((»„)). 

17.2-11, Die Menge uller Hdufungspunkte vtm ((a„)) ist ahge&Mossm, 

X7*2*2. Ist e fiir fast alle so gekort jeder Hdufungspunkt von 

{(a«)) zu lim 
n 

17*2*21« Ist a^s A fiir fast alle n, so gehort jeder Hdufungspunkt von 
{(an)) zu A^ 

17»2*3. Damit B kompakt sei, ist notwendig und hinreichend, dafi jede 
Punktfolge aus B mindesiens einen Bdufungspunkt kabe. 

Notwendig: Dies folgt aus 17*1*4. Hinreichend: Ist B nicht kompakt, 
so gibt es nach 16*1*1 einen abzahibar unendlichen Teil A von B, so daB 
= A, Sind (% = 1, 2, . . .) die Punkte von A, so hat ((a„)) keinen 
Haufungspunkt. 

17-2.31. Damit B in sick kompakt sei, ist notwendig und kinreiehend^ dap 
jede Punktfolge aus B mindesiens einen HdufungspunM as B besitze. 

Dies ist in 17*2.8 enthalten, wenn man als den zugrunde gelegten Raum 
die Menge B ansieht. 

3. Grenzpunkte von Punktfolgen. Sei wieder = {«„}; wir be- 
schaftigen uns nun mit den unteren Naherungspunkten solcher Mengen- 
folgen. 

17-3-1. 1st Afi = {a„} und lim 3 A, so gibt es eimn Punkt a, so dafi 
lim A^ = {a} . ~ 

n 

Sei a € lim A„ und 6 =f= a ; dann gibt es Umgebungen so dafi 

n 

A\ weil a„£ fiir fast alle ist A^U^^ A fiir fast alle n, 
also b ^s lim > also lim A^ = {a} , also auch lim A^ = {a} , mithin 

n n 

limArt = {a}. 
n 

Statt lim {%} = {a} schreiben wir lim = a, oder a, und nennen a 

ft ft 

den Grenz punkt der Punktfolge ((est^)); die Folge {(«„)) heifit dann kon- 
vergent; lim a besagt also: fiir Jede Umgebung gilt: a„€ fur 

n 

fast alle n, Nach 17*8*1 ist a a Im {««} gleichbedeutend mit lim a« == a. 
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1st a = lim a„, so ist a auch Haufungspunkt von ((a„)). Aus der Definition 

n 

f olgt unmittelbar : 

17*3*2. Ist = a fur fast alle n, so ist lim = a. 

n 

17*3*21. 1st lim a und ((a„ )) Teilfolge von ((a„)) , so ist auch 

n *' 

limfl5„ =a. 

V 

17-3-3. In einem metriscken Eaume ist lim an = a gleichbedeutend mit 

n 

lim a„ a = 0 . 

n 

Denn zu jeder Umgebung XJ^ gibt es ein ^ > 0, so daB 
17.3.31* In einem metriscken Eaume folgt aus lima„ = a: 

n 

lim a^h = ab , lim a^B == a B . 

n n 

Dies ergibt sich wegen 17«3*S aus § 9 (2) und § 9 (4*11). 

17'S*32. In einem metriscken Eaume folgt aus lim = a und lim 6„ = 6 : 
lim a„ = a 6 . ” ^ 

n 

Nach § 9 (2) ist a„ 6 — 6 a„ 6„ ^ 6 + 6 die Behauptung folgt 

also aus 17*3*8 und 17*3*81. 

Ist lim = a , so ist auch lim {a„} = {a} , d. h. a ist der einzige Hau- 

n n 

fungspunkt von ((a„)). Die Umkehrung gilt nicht; Beispiel: die Punktfolge 

1, ~ , 2, ~ , 3, . . ., — , 7^, . . . des jRi bat den einzigen Haufungspunkt 0, 
2 3 n 

ist aber nicbt konvergent. Wobl aber gilt: 

17*8’4. 1st B kompakt, e B, und ist a der einzige Hdufungs'punht von 
((«»))> so ist lim a^^ a, 

n 

Denn nacb 17*1*31 gilt fur jede Umgebung U^: a^e Ug^ fiir fast alle n. 
17*3*5. 1st a^eAn fur fast alle n und ist lim an = a, so ist ae lim 

^ n 

Dies folgt aus 17*1*1. — Die Umkehrung gilt in der Form: 

17-S-51. Sind die A„ nicht leere Mmvgen eines separablen oder metriscken 
Eaumes^ und ist a e lim A^ , so gibt es ein e , so da^ lim a, 

n « 

Sei {(V^g)) eine sich auf a zusammenziehende Umgebungsfolge (18-1-7). 
Da ae lim A„ , gibt es eine wachsende Indizesfolge ((w^^)), so daB V^g 3 A 

n 

fiir 71 ^ n^\ sei e fiir n < und a^sA^TJ^g fiir n^^n <ny^i. Ist 
Ug eine beliebige Umgebung von a, so ist XJ^g £ XJg fiir fast alle v, also 
fi XJg fiir fast aUe n, d. h. lim = a. 

n 
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17*3«52. Gibt es eine Teiljolge ((^„^)) und ein an^eA^ , so dafi 

lim = a, so ist a e lim . 

V ^ n 

Nach 17*2*2 ist a £ lim .4^^, also nach auch a£lim^„. 

^ n 

17-3*521. Sind dieA^Mengen sines separablen oder meinschenliaumes,und 
ist a slim An, so gibt es eine Teilfolge {(-4„^)) und ein an^sAn^, so da/^ 
lim a„ = a . 

V ”v 

Sei {{U^g)) eine sich auf a zusammenziehende Umgebungsfolge. Da 
a € lim An , gibt es fur unendlich viele n ein e An 5 gibt also eine wach- 

n 

sendeFolge((»,))vonIiidizes,sodaBo„ e A„ i7„; daimaberistlim a„ =a. 

Setzt man in 17-3»521 An = {a„} , so erhalt man: 

17*3*53. Ist ((ci^n)) Bine Punktfolge in einem separablen oder metrischen 
Eaume, so gibt es zujedem Hdufungspunkte a von ((a„)) eine Teilfolge ((a„ )), 
so da^ lim = a. 

V * 

17-3-531. Damit die Punktmenge B eines separablen oder metrischen 
Eaumes kompakt sei, ist notwendig und hinreichend, da^ es in jeder PunkU 
folge ((a„)) aus B eine konvergente Teilfolge gebe. 

Notwendig: Dies folgt aus 17*2»8 und 17*3*53. Hinreichend: Dies 
folgt aus 17*2»3. 

17-3-6. Ist A Punktmenge eines separablen oder metrischen Eaumes, so ist, 
damit as A^ sei, notwendig und hinreichend, dafi es in A eine Punktfolge 
((a„)) mit lim = a gebe. 

n 

Notwendig: Sei ({Una)) ® zusammenziehende Umgebungs- 

folge. Da a £ A^, gibt es nach 10*o-4 ein a„ £ -4 Ist eine beliebige 
Umgebung von a, so ist UnaQUa fur fast alle n, also auch «„£ fiir 
fast aUe n. Hinreichend: Dies folgt aus 17-2-21. 

Ganz ebenso zeigt man, unter Berufung auf 10*4*2 : 

17*3*61. Ist A Punktmenge eines separablen oder metrischen Eaumes, so 
ist, damit asA^ sei, notwendig und hinreichend, dafi es in A eine Punktfolge 
((a„)) mit On^a und lim an = a gebe. 

n 

17*3*62. Ist A Punktmenge eines separablen oder metrischen Eaumes, so 
ist, damit asA^ sei, notwendig und hinreichend, dap fur jede Punktfolge 
((a^)) mit lim = a gelte: £ 41 fur fast alle n. 

n 

Notwendig: Ist a e -4„ so gibt es ein g A, und aus lim a» = a folgt: 

n 

fiir fast alle n. Hinreichend: Ist a ^ e , so ist nach 
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ae(— also gibt es nach 17.8-e eine Pimktfolge ((a„)) mit lima„ = a 
und dnS {— A). 

17*S*63. 1st B Funktmenge tima sefarahlm oder metrischen Baumes uvd 
A Q B, sa ist, demit A dicht sei in B, notwendig und hinreichend, da^ es zu 
jedem be B in A eine PunMfolge {(aa)) mit lim gebe. 

Dies folgfc aus und 17*8*6. 

17*3*Si« 1st B PunUmenge eines separablen odet metrischen Baumes und 
ist A nirgends dicht in B, sa gibt es zu jedem ae A in B — A eiTie Punkt- 
folge ({6a)) mit lim 6„ = a . 

n 

Nach. 11-2-6 ist B— A dicht in S; die Behanptung folgt daher aus 

i7*8>«a. 

Wegen spaterer Anwendungen zeigen wir noch: 

17*3-7. Sind a = ((*,)) und a„ = ({k”)) (» = 1, 2, . . .) Punkte dea jB,, 
aa ist, damit lim cs„ = a sei, notwendig und hinreichend, daft es eu jedem v ein 

n 

n^ gebe, so dafi fur n'^n^. 

Notwendig: Ist lim = a , so gilt a ->-0 , also gibt es ein n,, , so daB 

n 

a^a < — fiir n'^n,,; daim ist nach § 9 (3-4) : ^ n n^ . Hinrei- 

V 

chend: Setzen wir = max , n,,), so gilt iiii n n/, , 

ifcj = i &2 > • • *> ^ ^ ~ ^ , also 

gilt tta a -►O, d. h. lim a„ == o . 

n 

§ 18* ToHst^dige Mengen. 

1. Cauehysche Folgen. Die PunMolge ((«„)) eines metrischen Baumes 
heiBt eine Cauchyache Folge, wenn es zu jedem d > 0 ein % gibt, so 
daB a„/ < 6 fm: n ^ n^, n^ '^n^ — oder, was damit gleichbedeutend : wenn 
es zu Jedem ^ > 0 ein% gibt, so daBa^ < d fur w- ng, Es folgt sofort : 

Isi ((a„)) eine Gamhysche Fdge, so auch jede Teilfolge ((a„^)). 

18*1*2. Jede komergente Folge {(a^)) eines metrischen Baumes ist eine 
Gauchysche, 

Denn ist lim a^^a, d. h. gilt cj -*-0, so gibt es zu jedem d > 0 ein , 

A 

d d 

so daB ei„a<-fur Ist n'^n^, so ist also %a<-, 

A JU 

mithin a,^a„,<^, 
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((a„)) €ine Cauchysdi^ Fdge und a Hdufwfbgspunkt von ((a„)), 
80 ist IJiii o„ = a . 

n 

Deimesgibtzujedem^>0ein»5,sodaBa„a„,<— 

da a Haufungspusokt von ((<*»)), gibt es ein ^ , so daB a„,a < j ; dann 

aber ist a„a ^ <*„«„, < d fur « ^ d. h. limo, = o. 

n 

Wir nennen die Punktfolge ((«„)) ernes jnetrischen Ramnes jE 7 be- 
schrankt, wenn es erne ZaM d gibt, so daB ^ dJ fur alie n und n'; 

nach 9*6*2 und 9*6*21 ist damit gleicbbedeutend: ,^u jedem osE gibt es 
ein so dafi ^6^ fur alle n*\ ^wie: „es gibt ein ce und ein 6, 
so dafi 6 ^ d fur alle n'\ 

18*14. Jede Cuwdiysdie F<dge ((««)) wi beediranM. 

Denn es gibt ein so dafi a„a„^<l fur n^n^; setzen w 
d = max(%a„^, • • •» ^n,-i 1)» so ist a„ ^ d fiir alle n. 

18*1*5. Fiirje zwei Cauchysche Folgen {{an)), ((^«)) Baumes 

existiert der endliche Orermoeart lim 

n 

Wegen der Dreiecksungleichung ist; ««/«» + da 

((^))> {(K)) Caiichysche Folgen, gibt es ein , so dafi Merin: a^/a„ < d , 
KK* < ^ ^ ^8 , nf also ist ^ -f 2 d fiir n ^ »g , 

n' ^ ng. Ebenso erhldt man: + 2d fur* ti ;^n8, ^^8; 

also ist <2dfurn :^%,d.b.ese3dstaMrt der end- 

ing Grenzwert lima„Ji„. 

A 

2. YoHstSndige Mengeii* Eine Pimkteeoge A dnes metriscben Eau- 
mes lieifit vollstandig, w^asi jede Oaidiyscjiie Folge aus A dnen zu 
A geli<k!igen Crrenzpunkt bat. Der ,,vollstamiig^* bat absoluten 

<13}arakter^). 

18*2*1. Die Bumme xwder vdlsidnMger Mmgm A^ B idt voBs^mdig, 

Sd {i^) eine CJaucbyscl» Eo%e A + B; dann gilt sei es <^€.4, 
sei es D fiir unsQdbdbi vieie n; sei etwa A {tp = 1, 2, . . .); nacb 
18*1*1 ist eine Oaudiysebe Folge, sho bat, weil A vdlstand^, ((c„^)) 
einen Grenzpunkt a e A; nadx 17*2*1 Ist a Hanfungspunkt von ((Cq))* also 
nacb 18*1*8 lim = « , und e .4 ist audb asA + B, 


1) D. b. ist die meidsdw Me^ A vdlstfindig bei ZaginiiHlflcguikg des 
ZEietacisoben JB7 ^ 4, so aueb bei Z^grtmdekguBg jedee andeeeoL metracben 

WLasasaes ^ 4 . 
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18-2-11* ■D«»' Durdis<^'hniU eines {enMichen oder unenMcUn) Systemes 
vollst&ndigeT Mengen ist vollstSndig. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. 

Ans 18-2-1 und 18-2-11 folgt; 

18'2‘12. Das System oiler vollstdndigen Mengen eines metrischen Raurms 
ist ein d-Bing. 

Der bekannte Satz, daB jede Cauchysohe Folge reeUer Zahlen einen Grenz- 
wert besitzt, besagt: 

18*2'2, Der B^ ist vollstdvdig. 

DaB auch der i?„ voDstandig ist, warden wir daraus in 20.2-8 folgern. 
18-2*21. Der B^ ist vollstwndig, 

Sei ((a„))eine Cauchysohe PunktfolgeiinJJ„; wir habenzuzeigen; esgibt 

ein -a s iJ„, so daB lim = a. Seien (v = 1, 2 , . . .) die Koordinaten von 
ffl„; ausas„a„,< 5folgt dann I 

jedes V eine Cauchysohe Folge reeller Zahlen, es existiert also ^1^ ^nv * 
Wir setzen a = ((a:,)) und zeigen: asR^ , d. h. .T ist endlich. Naoh IB-l-i 

ist die Punktfolge ((a„)) besohrankt; es gibt also ein g, so daB 

h ^ 

f iir alle n ; daher ist auch S ^ q , also auch E ^ g , also auch 
Ea^^g.w.z. b.w. — Nun haben wir noch zu zeigen : lim a„ = a ; nach 17.8.8 
ist dies gleichbedeutend mit lim a„ a = 0, d. h. mit lim E (x„p a;,)* = 0 . 

Da ((a„)) eine Cauchysche Folge, ist ^ fur w 715 , n' ^ ^6 , also: 

k * 

^ ^ ^6 J ^ ^6 > auch ^ x^)^ ^ 6^ 

V— 1 

fiir M iS: Ms, und mithin auch E (*„. - »,)* ^ ^ fiir » k n^; d. h. es ist 
lim E (»„, — = 0 , w. z. b. w. 

n ” 

18222. Der Bq ist vollstdndig, 

Eine Folge von Punkten = ((^„v)) (w = 1, 2, . . .) des Bq ist eine 
Cauchysche Folge dann und nur dann, wenn es zu jedem v ein und 
eine naturliche Zahl Jc^ gibt, so dafi Jc^y ~ fiir n n^; setzen wir 
a = ((ky)), so ist a £ Bq und nach 17*B*7 : lim = ci- 

Literatur; Der Begriff des vollstandigen Raumes stamint von M. Fr^chet, 
Bend. Pal. 22 (1906) S. 23. 
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3. Kompakte Mengen in voUstandigen Mnmen. Ganz aUgemein 
gilt: 

kom'pakte metrische Menge A ist vollstandig. 

Sei {(an)) eine Cauchysche Folge aus A. Naoh 17*2*81 besitzt sie einen 
Haufungspunkt as A; nach 18'l-3 ist lim an = a^ also ist A vollstandig. 

18*3*2. Damit die Merige A des voUstandigen Raumes E kompakt sei, ist 
notwendig uvd hinreichend, dap es injeder Folge ((a^)) aus A eiTie Cauchysche 
Teilfolge gebe, 

Notwendig: Ist A kompakt, so besitzt ((a„)) nach 17-2-8 einen Hau- 
fiingspunkt a; nach 17-8-58 gibt es eine Teilfolge mit lima„^ = a; nach 

18-1-2 ist ((an )) eine Cauchysche Folge. Hinreichend: Da der Baum E 
vollstandig, ist jede Cauchysche Folge konvergent; die Behauptung folgt 
also aus 17*8-681, 

18-3-3. Damit die Menge A eines voUstandigen Raumes kom^aht sei, ist 
notwendig und hinreichend, dap jedes q-Neiz in A endlich seL 

Notwendig: Dies ist enthalten in 15*1«4, Hinreichend: Sei Bn ein 


— Netz in A ; nach Annahme ist endlich, etwa = 6 „ 2 , • • •» }; 

n " 

dann ist 

(3) ^ = 


Wir bezeichnen die endlich vielen Kugeln ■^‘Ul mit endlich 

vielen Durchschnitte ^ i "^2 m » endlich vielen Durchsohmtte 

beliebige Punktfolge aus A, 

so muB es unter den endlich vielen Kugeln K 1 „^ wegen (3) mindestens eine, 
etwaZi^^, geben, so daB ansK^rn,^ furunendJich viele n ; ebenso muB es ein 
geben, so daB an&K^m^ fiir unendlich viele n, ebenso ein 
gKgm, Tisf. Es gibt also eine wachsende Indizesfolge ((nj)), so daB 

o„^s wegen ist fiir i ^ i; da d ^ -r , 

ist also ((ct«p) eine Cauchysche Teilfolge von ((an))J nach 18*8*2 ist somit 
A kompakt. 


4 . VervoUstandigung eines Raumes. Wir nennen zwei Cauchysche 

Folgen((aJ), ((6„)) zusammengeh6rig,inZeichen((a„)) > ((5n))» '^©nn 

lim Onbn^^- Dann gilt: 

n 

184-1.. Ana (K)) — > ((a;j), ((6„)) ((b'„)) folgt: Um a„ = lim b\ . 
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Benn nach der Dreiec ksungleichmig ist : ^ «« Hier- 

in ist lima«a' —0, = 0, also wegen lim 

« n n « 

Ganz ebenso; ^ liDia„&n> also ist lim a„ = lim . 

« » n n 

Die Relation «*— ► ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv, also 
eine Gleiohheitsrelation (§ 4, 1). IMe Gesamtheit aller Caucbyschen Polgen 
aus E zerfallt also in fremde Klassen untereinander zusammengehdriger. 
Diese Klassen bezeiobnen wir mit kleinen griechischen Buchataben a, jJ, . . 
die Menge aller dieser Klassen mit K, Auf Grnnd von nnd 18*4*1 

konnen w in K einen Abstand definieren durch: Ist ((«»)) e a , ((6^)) e ^ , 
so sei: 

(4) a^ = lima„6„.. 

n 

Da diese Abstandsdefinition offenbar den metrischen Abdomen 1^), ^m) 
geniigt (§ 9, 2)> so ist dadureh K zu einem metriaoben Baum gemacbt. 

Die Gesamtbeit aller Folgen ((«„)) mit lim = a bildet eine Edasse fx.eE; 
denn einerseits folgt aus lim — a, lim == a, wegen ^ ® ® ^ > 

n n 

sofort lim = 0, d.b. ((a„))-< — ► ((6»)) ; andererseits folgt aus ((a„)) 4 — 

n 

und lim = a , wegen a ^ a, aueb lim a = 0, d. b. 

n ft 

lim b^ a, Wir neimen die Klasse aller ((««)) die zu a ge- 

n n 

borige Klasse, Setzt man in (4) alle — a, alle 6^ = 6, so siebt man: 
Ist a die zu a, fi die zn b geborige Klasse, so ist « ^ = a mitbin: 

18*4*2. Die Mmge K aller za dm FunUen vm E gehbrigm (xe K ist mit 
E iscmetrisch. 

Indem man in (4) alle a setzt, erbalt man: Ist a die zu a ge- 
borige Klasse und {(b^)) e j?, so ist: 

(4*1) a/?==lima6„. 

Daraus folg^ wir: 

18*4*3. Ist ((»»)) e a und q£„ die zu a„ gehorige Klasse, so ist lim = oc . 

n 

Denn nacb (4*1) ist a„a — lima^Uy; da ((aj) eine Caucbysobe Fdge, 

r 

gibt es ein , so daB a* a, < d fur ^ «g, v ^ ng; also ist lim ^ d 

It 

fiir ^ , d. b. ana ^ d fur n ^ng, d< h. lim a = 0 , d. b, lim oc^ = a . 

_ n n 

18*44- K ist dic^ in K» 
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Deim ist a e Z, ((a„)) e a und a„ die zu gehdrige Klasse, so ist nach 
18*4*8 lim a„ = a, und da an e jST^ ist nach 17*8*68 K dicht in K, 

n 

18*4*5* K ist vciUstandig. 

Sei in der Tat ((an)) eine Cauchysche Polge aus K. Wegen 18*4*4 gibt es 

ein so daB ani?n<~* I^ann ist ^ Pn^n+ + 

<anan/ + “+~/J OS ist also {(fin)) ehenso wie ((an)) eine Cauchysche 
n n 

Folge. Wegen finsK gibt es ein hnsE, dessen zugehorige Klasse fin ist, 
und wegen 18*4*2 ist auch ((6n)) eine Cauchysche Folge. Also gibt es ein 

fie Ky&o daB ((6n)) e fi . Nach 18*4*8 ist dann lim fin = fi, und wegen (x.nfin<^ 

folgt daraus auch lim ccn = fi* Cauchysche Folge ((an)) hat also einen 

n 

Grenzpunkt fi s E, d, h. K ist voUstandig. 

Ersetzen wir nun in K den Teil E durch die nach 18*4*2 isometrische 

Menge E, so entsteht ein voUstandiger Raum E'^E, und wir haben bei 
Beriicksichtigung von 18*4*4; 

18*4*6. Zu jedem metrischen Raum E gibt es einen vdlstandigen Baum 
E ’^Ey in dem E dicht ist. 

Wir beschranken also in keiner Weise die AUgemeinheit, wenn wir den 
zugrunde gelegten Baum E als voUstandig voraussetzen. 

18*4*61. Zujedem separablen metrischen RaumE gibt es einen voUstdndigeny 
separablen Raum E "^E. 

Dies folgt aus 18*4*8 und 18*1*4. 

18*4*7* Ist E* ein vdlstdndiger Raum "^E und E^ die abgeschlossene 
Hulle von E in E*, so ist isometrisch mit E. 

Nach 17*8*8 gibt es zu jedem aeEPmE eine Folge ((^n)) niitlim Un = a; 

n 

die Klasse aUer Folgen ((^n)) s-^s E mit lim an = a ist offenbar eine der 

n 

Klassen cue E; wir nennen sie a^ - I^wiurch ist eine eineindeutige Abbildung 

vonJS^auf E gegeben; denn ist as K und ((an))sa, so ist ((an)) eine Cau- 
chysche Folge in E, also auch eine Cauchysche Folge im vollstandigen 
Raume E*y besitzt also einen Grenzpunkt asE*; nach 17*8*8 ist a s E^, und 
offenbar ist a = a^ . Diese eineindeutige Abbildung von auf E ist iso- 
metdsch; denn ist aeE^, beEP und sind ((an)), {{bn)) Folgen aus E mit 



118 


II. Kapitel. Punktmengeu. 


lima„==a, Iim6^=s6, so ist nack 17-8*82 — iznd nach (4) 

n It rt 

auch oc<, = lim , also = a 6 . 

n 

18*4*71. Ist A eivs metrische Menge und sind E** volUtdndige Bdume 
^ A, so sind die abgeschlossemn Hiillen von A in E* und E** isometrisch. 
Dies folgt fiir E ^ A aus 18-4-7. 

Literatur : Die rorstehende Theorie der VervoUstandigung eines Raumes stammt 
von F. Hausdorff , Mengenlehre S. 106 . 

5. Absolut abgeschlossene Mengen. Ganz allgemein gilt: 

18*5*1. Jede volUtdndige Menage A ist abgeschlossen, 

Seiae A^ ] naoh 17*8*61 gibt es in A eine Folge ((a„)) mit lim = a ; nach 

n 

18-1-2 ist ((a„)) eine Canchysche Folge; veil A vollstandig, ist also as A. 
Aus as A^ folgt also as A, somit ist A nach 10*6*61 abgeschlossen. 

18*5*11. Jede in einer vollstdndigen Menge B abgeschlossene Menge A ist 
vollstandig. 

Sei ((a„)) eine Cauchysche Folge aus A ; weil B vollstandig, besitzt ((a^)) 
einen Grenzpunkt as B; nach 17*8«6 ist asA^ B; weil A abgeschlossen in B, 
folgt daraus nach 10*8*8 as A, also ist A vollstandig. 

Wir nennen eine metrische Menge A absolut .abgeschlossen, wenn sie 
in jedem metrischen Raume E A abgeschlossen ist. Dann gilt: 

18*5*2. Damit die metrische Menge A absolut abgeschlossen sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dafi sie vollstandig sei. 

Notwendig: Da es nach 18*4*6 einen voUstandigen Raum E ^A gibt, 
folgt dies aus 18*5*11. Hinreichend: Dies ist enthalten in 18*6*1, 

Wir nennen eine metrische Menge A ein absolutes wenn sie in 
jedem metrischen Raume JS7 2 A ein F^ ist. Aus 18*5*2 folgt: 

18*5*21. Damit eine metrische Menge ein absolvies F^ sei, ist notwendig 
und hinreichend, dap sie Summe abzdhlbar vieler vollstdndiger Mengen sei. 

Eine metrische Menge A ^ A, die absolut offen (d. h. offen in jedem me- 
trisohen Raume E A) ware, kann es nioht geben; sei namhch a^sA; 
wir bilden einen metrischen Raum E A, indem wir zu A noch abzahlbar 
unendlich viele Elemente (» = 1, 2, . . .) mit den Abstandsdefinitionen 

ah^^aa^^^ furalleag^, b^h^,^ 

hinzufugen; dann ist , also lim b^^a^, und da , ist nach 

n n 
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17«8*62 aQ nicht innerer Punkt von A, also ist nach 10*8«6 A nicbt offen in E. 
— Wohl aber gibt es absolute G^; wir werden uns mit ihnen ansfulirlich 
in § 19 bescbaftigen. 

^ Literatur: P. Alexandroff u. P. Urysohn, Math. Ann. 92 (1924) S.261. 

6. Durchschnittssatze. Fiir vollstandige Mengen gilt folgender Durob- 
schnittssatz : 

18 ’ 6 * 1 . 1st ((. 4 ;,)) eine monoton obmhmenAe Folge nicht le&rer vollstdndiger 
Mengen mit (§ 9, 6) lim d {A^) = 0 , gibt es ein a, so dafi £) = {a} . 

n n 

Sei dann auch an/sA^ im n' ist a^an, ^ d [A^^) fur 

n' ^ wegen d ist also ((a„)) eine Cauchyscbe Folge; da a„,£ A^ 

fiir Tfc' ^ 71 , und da A^ voUstandig, hat {{a„)) einen Grenzpunkt as A^\dA 
dies fiir alle n gilt, ist a sD A^, Ist auch 6 e D , so ist a 6 ^ d (A^) f^ 

n n 

alle n, wegen d (A„) -♦O also a 6 = 0 , d. h. 6 = a. Also ist JD = {a} . 

n 

In voUstandigen Raumen gilt folgende Verscharfung von 11*1-51: 
18 * 6 * 2 . In einem voUstcmdigen Baume E ist der Durchschnitt abzahlbar 
iMer offener dichter Mengen dickt. 

SeiA=:DGn, wo offen und dicht. Nach ll*l*a haben wir zu zeigen ; 

n 

ist (? 3 offen, so ist A (? 3 dicht, gibt es nach 11«1*8 ein 

a^sO-^G, Da G offen, gibt es ein Pi >0 und ^ 1, so dafi die abgeschlossene 

Kugei S^G^G, Da dicht, gibt es nach 11*1*8 ein a^ e G^ und 

ein e* > 0 und s: , so daB Da G, dicht, gibt ,es ein 

a 3 £G 3 A:«^^^undeinp 8 > Ound ^ so dafi usf. Da die 

Folge der nionoton abnehmend, p„ -* 0 , und 18*5-11 voU- 

standig, gibt es nach 18*6*1 ein asD da ist auch 

asDG^, d. h, as A; da ist auch as Gy also as AG, somit 

AG^A, w. z.b. w. 

Literaturt Vendl^^msuisiung vmi Satz b©i O, Kuratowski, 

SW. math. 15 (1930) S. 302. 

7. Dyadisehe Schemata. Wir nennen ein System endlich vieler Zahlen 

(k^^y h 2 , • * i5f») einen dyadischen Komplex, w^m jede seiner „Stellen“ 

idnen der beiden Werte 0, 1 hat ; ebenso nennen wir ((^»)) eine dyadische 
Folge, wenn jede Stelle k^ einen d®r beiden Werte 0, 1 hat. 
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Zujeder Folge dyadiach&r Komplexe (fej , ^ ) (ti = 1, 2, . . .) 
gibt 63 eine dyadische Folge Jbj, fcg* •• so dap fur jedes v unmdlich 

viele KompLexe{h\ , ^ , . . . ife") ^ v) rnit den v Stellen , Ajg , . . beginnen. 

In der Tat, da alle auftretenden Stellen nur die Werte 0, 1 haben, muB es 
imter denKomplexen TiS^ unendlich viele mitgleichem Werte 

der ersten Stelle geben, unter diesen unendlich viele mit gleichem Werte 
der zweiten Stelle usf. Die so gebMete Folge Aij, • • • leistet das 

Verlangte. 

Sei nun jedem dyadischen Komplexe {k^, k^, . , , , !;„) eine Menge 
3^1 zugeordnet. Wir sagen, diese Mengen bilden ein dya- 
disches Schema, wenn sie folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Jede lilenge ist vollstandig. 

2- ... 

3. Fur jede dyadische Folge {(k^)) gilt d (Aj^^ 0. 

In einem dyadischen Schema bezeichnen wir die Mengen ®“it 

n Indizes als die Mengen 7i-ter Stufe. 

18*7*2. 1st d^ der gropte uni&r dm Durchmessern der 2" Mengen n-ter 
Stufe eines dyadischm Schemas^ so giU -► 0 . 

Angenommen, es ware nicht da wegen 2. offenbar ^ ^n> 

g&be es dann ein p > 0, so daB d^'^p fur alle n.' Nach Definition von d^ 
gibt es eine Menge Aj^ . i-JJ n-ter Stufe, deren Durchmesser = d„ ist. 
Nach 18-7*1 gibt es eine dyadische Folge 1^, k^, . • k^, • * so daB unendlich 

viele (Jdl, k^) mit den v Stellen A?!, A^, . . Aj, beginnen; fur diese Kom- 

plexeist £4*^ j., - . . ^ 

es ware also d . . . i^) ^ p (> 0) fur alle v, entgegen 3. 

Wegen 18*8*1 besteht fiir jede dyadische Folge ((A?y)),der Durchschnitt 
Ajf^ 4*^ It, * • • t. . . . • a^s genau einem Punkte, den wir mit 

bezeichnen. Naturlich konnen verschiedene dyadische Fo^en denselben 
Punkt liefem. 

Wir betrachten erne Folge dyadischer Folgen {{k))), ((A;®)), . . ., ((Jfcj)), . . . 
£s gilt: 

1M*9* Oibt es zu jedem n ein so dafi fur i ^ die ersten n Stellen 
von ((A;J)) mU den ersten n Stellen von ((Av)) Hheteinslimmeny so ist 
= «((iv)) • 

Wirsetzen: = a(«y) = o. Ffir ist 

also auch da auch ist also €tc^i^d{Aj^^^,j^J 

fur t in\ wegen 0 gilt also auch d. h. lima^ =::a. 
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8. Dyadisch darstellbare Mengeii. Sei eju dyadisches Sci^ma, be- 
stehend aus den Mengen gegeben. Zu jeder dyadischen S’oJge 

((AJ) bilden wir den zugehorigen Punkt , d. h. den einzigen Punkb 
des Burchsohnittes t, . . . Menge A aller dieser 

Punkte nennen wir die durch unser dyadisches Schema dargestellte 
Menge; sie kann anch so aufgeschrieben werden: 

(8) A jS AjL AjU h • m » Ah h h , , m 

(die Somme erstreckfc sich uber alle moglichen dyadischen Folgen ((A;,))). 
Natiirlich kann ein nnd dieselbe Menge durch verschiedene dyadische 
Schemata dargestellt werden. Jede durch ein dyadisches Schema dar- 
gestellte Menge heifit eine dyadisch darstellbare Menge. 

Wir bezeichnen nun mit A^*'^ die Summe der 2*' Mengen y-ter Stufe im 
dyadischen Schema der Ajj.^ • Ak Summe endlich vieler voUstandiger 

Mengen ist auch A^"'^ naoh 18*2*1 voUstandig. 

18*8*1. Die 'Menge (8) ist atich gegeben dnirch : A = D A ^"'^ . 

V 

DaB A A^*^ ist, ist evident., Sei umgekehrt a eD A^^^; dann gibt es 

V V 

fur jedes n einen Komplex k ^) , so dafi a e Aj^^ 

18*7*1 gibt es dann auch eine dyadische Folge ((A;,)) , so daB aeAj .^]^^ . . 
fur jedes v; daim alJer ist a e A . Es ist also auch D A^''^ Q A, 

V 

18-8-2. Damit die metrische Menge A^ A dyadisch darsteUbar sei, ist nxft- 
wendig und hinreichend, dap ^e in sich kompakt sei. 

Notwendig: Sei A darstellbar durch das dyadische Schema 
und sei ((a^)) eine Punktfolge aus A. Unter den Mengen n-ter Stufe gibt es 
mindestens eine, etwa A^.^ ijf . . . J unendlich viele Glieder von ent- 
halt; nach 18* 7-1 gibt es also eine dyadische Edge ((^„)), so daB (fur jedes v) 
unendlich viele Glieder von ((ai)) enthalt. Sei a = der 
zugehorige Punkt von A ; dann ist a H|.ufungspunkt von ((ai)) ; denn wegen 
ist far fastaUev: , imd 

enthalt unendlich viele Glieder von ((at)). Jede Folge ((a,*)) aus A hat also 
einen Haiufungspunkt aeA, somit ist A nach 17*2*31 in sich kompakt. Hin- 
reichend: Sei A in sich kompakt. Nach 9* 7*1 ttnd 15*1*4 gibt es ein end- 
liches 1-Netz in A, bestehend etwa aus den Punkten a^, . . aj^\ dann ist, 
wenn die abgescblossene Kugel vom Mittelpunkt at und Badius 1 

bedeutetiii— 5 AX- i; nach 16*2*8 ist hierin jeder Summand in sich kom- 
» 
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pakt, also nach 18*8*1 voUstandig; ferner ist jeder Summand enthalten in 
einer abgeschlossenen Kugel vom Badius 1 ; indem wir eventuell einen Sum- 
manden mehrmaJs anschreiben, konnen wir annebmen, ihre Anzahl sei 
eine Potenz 2”' von 2 ; mi nehmen diese 2^^ Summanden als die Mengen 
%-ter Stufe dyadischen Schemas (die Mengen niedrigerer 

Stufe konnen etwa aUe = gewahlt werden). Da jede dieser Mengen 
kompakt ist, zeigt derselbe Schlufi : jede Menge 
Trfl.nTi dargestellt werden als Summe endlich vieler in sich kompakter (also 
vollstandiger) Summanden, deren jeder in einer abgeschlossenen Kugel vom 

Radius i enthalten ist; durch mehrmaliges Anschreiben eines Summanden 

kann man erreiohen, daB die Anzahl dieser Summanden fur jedes *, • * . 

dieselbe, und zwar eine Potenz 2"* von 2 ist; die samtlichen Sum- 
manden der 2”^Mengen nehmen wir als Mengen (w^-f Tighter 

Stufe unseres dyadischen Schemas (fur % < » < -H Wg kann man als 
Mengen ?i-ter Stiife in leicht ersichtlicher Weise die Mengen Aj^^ ^ 
wahlen) . Da die so gebildeten Mengen (n^ + n^yter Stufe wieder in sich kom- 
pakt sind, kann man sie nach demselben Verfahren durch endlich viele in 
sich kompakte (also voUstandige) Summanden darstellen, deren jeder ganz 

in einer abgeschlossenen Kugel vom Radius ~ enthalten ist, und die (even- 

o 

tuell mehrmals angeschrieben) die Mengen (% + 7^2 + Ti^l-ter Stufe unseres 
Schemas bMen usf . Das in dieser Weise gebildete dyadische Schema stellt 
nach 18*8*1 offenbar die Menge A dar. 

Aus 18*8*2 und 18*8*1 folgt: 

18-8-21. Jede dyadisch darstellbare Menge ist vollstdndig. 

18*8*22. Jede dyadisch darstellbare Menge A ist separabd. 

Dies folgt aus 18*8*2 und 18*1*41, 

18*8*3. Eine dyadisch darstdlhare Menge A hat hochstens die MdcMigkeit K. 
Denn die Punkte von A sind in der Form dargestellt; wo ((A?,)) 

alle dyadischen Folgen durchlauft; nach 5*2*2 gibt es aber dyadische 
Folgen. 

Literatur: Za vorstehender Theorie vgL F. Hausdorf Mengenlehre S. 131. 

9. Dyadische Diskontmua. Ein dyadkches Schema, in dem fiir jedes n 
die 2** Mengen a-ter Stufe disjunkt sind, heiBt ein dis j unktes dyadische s 
Schema. Eine durch ein disjunktes dyadisches Schema dargestellte Menge 
heiBt ein dyadisches Diskontinuum. Ein disjunktes dyadisches 
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Schema ordnet offenbar verschiedenen dyadischen Folgen ((^,)) auch ver- 
schiedene Punkte zu. Infolgedessen verscharft sich 18*8*3 zu: 
18*9*1. Jedes dyadische Diskontinuum hat die Mdchtigkeit^ . 

18-9-2. Damit in einem dyadischen Diskcmtinuum .4 : lim 

seif ist 7U>twendig und hinreichend, dap es zu jedem n ein gebe, so dafi fiir 
i ^ in die ersten n SteUen von {{kl)) ubereinstimmen mit den ersten n Stellen 
von, ((k,)). 

Hinreichend: Dies ist enthalten in 18* 7-3. Notwendig: Stimmen fur 
unendJich viele i die ersten n Stellen von ({kl)) nicht iiberein mit den ersten 
n Stellen von ({k,))t so liegt «((*»)) fur unendlich viele i in der Summe Bn 

der von verschiedenen Mengen w-ter Stufe des A darstellenden 

disjunkten dyadischen Schemas. Hach 18*2*1 ist Bn voUstandig, also nach 
18- 5*1 abgeschlossen; wegen lim miiBte also auch ^ 

sein; das aber ist unmoglich, denn «((*,,)) e ^ ^ 

stellende dyadische Schema disjunkt, sind und fremd. 

Nennen w eine metrische Menge A absolut perfekt, wenn sie perfekt 
ist in jedem metrischen Raume ^A, so gilt: 

18*9*3. Jedes dyadische Diskontinuum A ist absolut perfekt. 

Da A nach 18*8*21 und 18*5*2 absolut abgeschlossen, ist nur mehr zu 
zeigen, daU A insichdicht. Ist ein beliebiger Punkt von d, so gibt 
es nach 18-9.2 dyadische Folgen ((Jfcj)) =(= ((k^)), so dafilim 

da dann ®((fcj)) 4= «((fc^))) ist neich 17*8*61 a^^j^^y^eA^; also ist A £ d. h. 
A ist insichdicht, w. z. b. w. 

18*9*4:. Jedes dyadische Diskontinuum A ist .nutldimensional, 

Sei a ^ a^^k^^y ein beliebiger Punkt von d, und Ua eine Umgebung von a. 
Wegen d{Ak^k^, , ,kj) ^ 0 gibt es ein so daB Ak^k^,.,k^ £ 1st 
die Summe der von Ak^k^ • • - '^^^s^iuedenen Mengen n-ter Stufe in dem 
A darstellenden disjunkten dyadischen Schema, so ist djb jfc . . . * = /I, 
und Ak^k^ ***^n ^ voUstandig, also abgeschlossen. Nach 

ist also A ^ A Ak^ k^, , .k^-^ A Bn eine Zerlegung von A in zwei abgeson- 
derte Summanden, und w^en a e Ak^k^ • • - ^ ^ 

nuUdimensional. 

Ein bekaimtes Beispiel eines disjunkten dyadischen Schemas erhalt man 
in folgender Weise: die Mengen erster Stufe seien die Intervalle , 
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ij des JKj, die Mengen zweiter Stufe seien die Intervalle j^O, , 
’ i] ’ [f * Mengen »-ter Stufe 2" 

fremde abgeschlossene Intervalle der Gestalt ® > d^ren jedes die 
zwei Mengen (7i + l)-ter Stufe liefert:j^a, a 

Die durcli dieses disjunkte dyadisdxe Schema dargestellte Menge heiBt das 
Cantorsche Diskontinuum; es besteht, wie man leicht erkennt, aus 

alien Punkten von [0, IJ, die duroh einen Systembruch darstellbar 

Bind, unter dessen Stellen keine 1 vorkommt. 

Literatur: G. Cantor gab das nach ihm benannte Diskontinuum an in Math. 
Ann. 21 (1883) S. 590. 


10. Beschrankte Mengen in voUstSndigen R^umen. Set B ein me* 
trischer Raum; vox betrachten das System §8 aller nicht leeren, abgescblosse- 
nen, bescbrankten Punktmengen von B, und zeigen, daB es zu einem me- 
trischen Raum vdrd, wenn wir als die Entfemung zweier Elemente A, B 
von 58 die Abweichung e (A, R) (§ 9-, 6) ansehen. In der Tat ist e (A, B) end- 
hch nach w^en § 9 (6*32) ist das metrische Axiom 2^) (§ 9, 2) 

erfuUt; um zu sehen, dafi auch 1,^) erfullt ist, zeigen wir; 

18*10*1« Sind A uvd B nicM leere^ abgeschlosaene Mengen, so ist, damU 
6 {A, R) ~ 0 sei, notwendig und Mnreichend, dap A ^ B, 

I^otwendig: Sei etwa aeA — B; dann ist, da B abgeschlossen, auch 
aeA^-B^; also ist nach 10*5*5: aB>0, also nach § 9 (6-3) auch 
e (A, J5) > 0 . Hinreichend: Dies ist trivial. 

Daraus folgt sofort: 

Ist An 3 A, so kann es hochstens eine abgescMossene Menge A 
geben, so daP e {A^i A) — 0 . 

Nun werden 'wir zeigen, daB, wenn der Raum B voUstandig ist, das 
System 58 der nicht leeren, abgeschlossenen, bescbrankten Punktmengen 
von ^ — im eben besprochenen Sinne — einen vollstandigen metrischen 
Raum bildet. Dies ist enthalten in den Satzen 18*10»2, 18*10*21, 18*10*22, 
18.10*8. 

Wir bezeichnendieFolge ((An)) nicht leerer Mengen als eine Cauchysche 
Folge, wenn es zu jedem d > 0 ein gibt, so daB e {A^, A^^) < d fur 
n ^ %, n ^ . Dann gilt : 

18.10-2. Ist ((A,|)) eine Conchy sche Fcdge nicht leerer Mengen, so existiert 
lim A„ . 
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Naok § 17 (1) und (1-4) ist nxa zu zeigen: lim Urn == A. Ware 

n n 

a e fim il, - Um ^ , 80 gabe 68 ein e > 0 , 80 daB = -4 fur unendlioh 

n 

viele », Tind iln 3 -d fur unendlich viele »; zu jedem n* gabe es dann 

s 

ein n' > »* und ein n''> n*, so daB A^,Kac =A, A^„Ka± D d; dann 

aber ist e (4,/. ^««) ^ | » eutg^n der Aunahme, ((^,)) sei eine Cauchy- 
sdie Folge. 

18*10*21* ((-dn)) Cauchyeche Folge nicht kerer, beschrdnhter 

Mengen, so ist Urn beschrdnkt und abgescMossen. 

DaB lim abgeschlossen, folgt aus 17*l*18a Da ((-d„)) eine Cauchysche 

n — 

r6Ige,gibte8em»*,8odaBe(j4„, 4,,) < 1 fur « S: »*. Dann ist 

fflr win*, wobei 17^^, die abgeschlossene Dmgebung* q von 4, bc- 

deutet (§ 10, 2); naoh 17.1*28 ist dann au«di lim ui, S 17^^. i . Fur den 

Durchmesser (§ 9, 6) von i gilt offenbar : d (17^, i)^d (^4,,) 4- 2; da 

A„. beschrankt, ist d(^.) endKch, also audh d(U^,i) endlioh, d. h. U^,i 

ist beschrankt; Tregen lim ^ g I7^,i ist also auch lim A„ beschrankt. 

18.10.22. 1st ((.d„)) eine CawAysehe Folge nicht leerer Mengen sines 
voUs/tSmilgen Bommes E, so ist ancfc lim 4, 3 /I , itnd for jedss e> 0 gilt, 

wenn lim i4„ = .4 geseizt mrdi for fast alls n. 

" . e 

Da ((.4„)) eine Cauchysche Folge, pbt es «n n*, so daB e (4,, , ^n<e) < ^ 

fur n' i n*, n" in*. S«l % ein belielnger Index i n* und Oj ein be- 
lielnger Punkt von A„^ . Sodann gibt es zu jedem * > 1 on n, , so daB 

e(A„„A,„)<^, far w'in,, n"i%, wobd noA ohne weiteres 

fly+i in, (v = l,2,...) angenommenwdenkann. W^n e(.4„,, 

gibt es dann ein 0,6 .4»,, so daB OiU* < ^ ! -wegen e(.4,^, A^ < ^ ^bt 

esanoge^,,, so daB 0*03 < ^ usf. Ifanerhalt so eine Edge von Punkten 

€t, e Af^^ , so daB fur v'>v: 

0,0^ 0^+1 + ^ ^ 

^ Q (2^^ 2^^ *4" • • * *4* 211') ^ 2 * * 
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also ist ((o^)) eine Cauchysche Punktfolge und osi fur alle v. Da E 

JU 

voUstandig, gibt es ein a, so daB Da ist nach 17*8*52 

aelimAn, und da nach 18*10*2 lim.4„ existiert, ist auch aslim^„, also 

n n n 

lim 3^ . Wegen < |- ist nach 17*8*81 aia^|-<^;daaiein 

n Z 

beliebiger Punkt s A^ war, ist somit, wenn A = lim A^ gesetzt wird : 

^ n 

A^^ S und da Tt^ ein beliebiger Index ^ n* war, gilt A^ £ fur 
fast alle n, 

18*10*3^). Ist ((-4„)) eine Cauchysche Folge nicht leerer Mengen eines voll- 
stdndigen Eaumes E, und ist A = lim A^y so ist e (A^ ,A)->0, 

n 

Da aus A^ £ Uaq> ^ fulgt: e(AnyA) ^ p, ist nach 18*10*22 

nur mehr zu zeigen: A g 27^^^ fiir fast aJle n. Da ((.4„)) eine Cauchysche 

Folge, gibt es ein w*, so daB e (A „ , A^f) < ~ fur n ^ n*, n^ ^ n*; dann 

2 

ist £ 27^ ^ e fur n ^ n*. Nadi 17*1*28 ist dann auch lim A^ £ 

^ a n 

f^ ^ Behauptung 

bewiesen. 


§ 19* Youngselie Mengen. 

1. Absolute (? 5 . Ankniipfend an § 18, 6 zeigen wir nun, daB es metrische 
Mengen A gibt, die absolute (d. h. 0^ in jedem metrischen Raume 
E'^A) sind. 

OM es einen vdUst&Tidig&n Baum E "^A, in dem A ein G ist, so 
ist A ein absolutes G^, 

Sei E' ein beliebiger metrischer Raum 2 ^ 18*4*0 gibt es einen 
YoUstandigen Raum E £ E^, und nach 10*9*21 gentigt es zu zeigen, daB A 
ein C ?5 in jB ist. Sei A^ die abgeschlossene Hiille von AinE und A^ die ab- 
geschlossene Hiille von A in E; nach 18*4*71 sind A® und A^ isometrisch. 
N^h Annahme ist A ein G^ in E^ also nach 10*9*21 auch ein G^ in A®, also 
— well A9 und A^ isometrisch — auch ein (7^ in nach 10*7*41 ist A^ 
ein in E, also ist nach 10*9*2 auch A ein 2?5 in E, w. z. b. w. 

Wir bezeichnen nun die metrischen Mengen, die absolute G^ (d. h. nach 
19*1*1 <T 5 in voUstandigen Raumen) dnd, als Youngsche Mengen. Jede^ 


Man vergleiche hierzu Satz 17*1*71. 



§ 19. Youngsche Mengen, 


127 


vollstandige Menge ist also auoh eine Youngsche Menge. Ferner folgt aus 
10-9.2: 

191-2. Jedes (rg in einer Youngsckm Menge ist eine Towngsche Menjge. 
Insbesondere also nach 10-7-41: 

194*21- Jede in evnAr Youngachen Menage abgeschlossene Menge ist eine 
Youngsche Men/ge, 

19*1*3. Die 8umme zweieir Youngsch&r Mengen A, B ist eine Youngsche 
Menge. 

Nach 18-4-6 gibt es einen voUstandigen Raum E B\ nach An- 

nahme ist sowohl A als R ein in E, also nach 10-7-2 auch A B. 
Ebenso folgt aus 10-7-2: 

19*1*31. Der Durchschnitt abzdhlbar vider Youngscher Mengen ist eine 
Youngsche Menge. 

Aus 19-1-8 und 19-1-81 folgt: 

19*1*32. Das System oiler Youngsdien Mengen eines metrischen Raumes 
ist ein d-Eing. 

19*1*4. Der Durchschnitt abzahlhar vider im metrischen Raume E dichter 
Youngscher Mengen A^ ist dicht in E. 

Sei A =D A^\ nach 18-4-6 gibt es einen voUstandigen Raum E "^E, 

n 

SO dafi E dicht in E ; nach 11-8-8 ist daim auch A^ dicht in E. AIs Youngsche 
Menge ist A^ ein (rg in E : =D wo offen in E ; dann ist A = Z) 

Da Ap^ dicht in E^ ist nach 11-8-2 auch dicht in E, also nach 18-6-2 auch A, 
und nach 11-8-2 ist A auch dicht in E. 

2. MMchti^eitss^tze. Um Auf^hluB fiber die Mgchtigkeit Young- 
scher Mengen zu gewinnen^ zeigen wir zunachst: 

19*2*1* Ist A eine Youngsche Menge, deren insichdichter Kem A* 3 A isi, 
so gibt es ein in A nirgendsdicktes dyadisches Dishmiinuum. 

AIs Youngsche Menge ist A ein in einem voUstandigen Raume E, also: 
A = D wo Gn offen. Da A* 3 insichdicht, gibt es unendlich viele 

n 

as At; irgend drei davon bezeichnen wir mit ^ % , izg > wahlen > 0 und 

^ 1 so klmn> da3 die abgeschloss^senKugeln^a^^^ , fremd und sind, 

und % nicht enthalten. AIs abgeschlossene Mengen d^ voUstiindigen Rau- 
m«5 E Bind na^ 18-5-11 voUstandig; wir wahlen sie als Meng!^ 

erster Stufe eines dpidischen Schemas. Sei t = 0 oder 1 ; da % a Aj^ und 
Ak indchdicht» gibt es in unendlich viele aeAjt; irgend drei davon 
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bezeiclmen wir mit ai ^ , , ai ^ , und wahlen p 2 > ^ ^ 2 ^©in, 

dafi die abgeschlossenen Kugeln 

sowie QG 2 sind, und den Punkt nicht enthalten. Die vier Mengen 
(», j = 0, 1) wahlen wir als Mengen zweiter Stufe unseres 
dyadischen Schemas. Sei i, i = 0 oder 1 ; in ©s <irei Punkte 

^t;o > wahlen gg > 0 und ^ ^ 8 <> klein, dafi die abge- 

schlossenen Kugeln Za^^^g^fremd, , sowie g 6^3 sind, und 

den Punkt idcht enthalten. Die acht Mengen (h j, Z = 0, 1) 

wlhlen wir als Mengen dritter Stufe unseres dyadischen Schemas usf. 
Durch das so konstruierte dyadische Schema wird ein dyadisches Diskon- 
tinuum B dargestellt. Da die Mengen n-ter Stufe des Schemas ^ sind, 
ist Z <?„ , d. h. Z g .4 . Wir haben noch zu zeigen, dafi Z nirgends dicht 

n 

in Ji. Da Z nach 18-9«8 abgeschlossen in Jl, genxigt es nach zu zeigen : 

Z ist Eandmenge in A. Sei also 6 e Z; fur jedes Ttliegt 6 ingenau einer Menge 

7 i-ter Stufe unseres dyadischen Schemas, etwa in j ’ • * * » 

nun war e ® , . . . ; die Polge der (zu A ge- 

horigen) Punkte > ^ijn » • • • i^onvergiert also gegen 6 , und da nach 

Konstruktion un^res dyadischen Schemas keiner dieser Punkte zu Z gehort, 
ist b Randpunkt in A von Z, und da h ein beliebiger Punkt von Z war, ist Z 
Eandmenge in A, w. z. b. w. 

Wegen 18*9*1 folgt aus 19*2*1: 

Eim Youngacke Menge, d&ren imichdichter Kem A ist, hat 
mindesdena die Machiigheit K . 

19 * 2 * 21 » Eine aeparable Youngache Menge A ist abzoMbar oder von der 
MdchtigkeU K, je nachdem ihr inaichdichter Kem A^^A oder '^Aiat, 
Ist ^ , d. h. .d separiert, so ist ^ abzahlbar nach 18*5*81. 1st 
AkD^> so hat A die Machtigkeit E nach 18*2*1 und 19*2*2. 

Aus 19*2*21 folgt z. B., dafi im Mn die Menge der rationalen Punkte kein 
also die Menge der irrationalen Punkte kein Fg ist. 

19 * 2 * 8 * Fur eine aeparable Youngache Menge A giU A* = . 

Da A^ nach 18*5*81 insichdicht, ist ^ . Bleibt zu zeigen: A^ ^ A^. 

Sei a a Aj^ und eine Umgebung von a. Nach 12*7*5 ist A^ abgeschlossen 
in A, also nach 10*7*41 ein in A; somit ist auch A* ein 6^3 in A, also 
nach 19*1*2 eine Youngsche Menge. Da Aj^ insichdicht, ist nach 12 * 4*21 
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auch Aj. Ua insichdicht, hat mithin nach 19*2«21 die Machtigkeit K ; daher 
ist asA^ . Aus ae Ajg folgt also as A^ , d. h. es ist Aj^^A^, w. z. b. w, 

19*2*4* jSvm separable Youiigsche Mevge A harm auf eine und nur erne 
WeisezerlegttoerdeninzweifrerndeSummanden, v(md£neneimrabzdJdbar, der 
andere perfekt in A ist; diese Zerlegung ist: A = A^ + A^, 

Nach 18-5-4 und 18*5*61 ist A = A^ + A^ eine solche 2^rlegung. Sei an- 
dererseits A = A^+Ag, A^A^^A, A^ abzahlbar, Ag perfekt in A; wir 
haben zu zeigen Ag = A^ (dann ist von selbst auch A^ = A„) . Da Ag insich- 
dicht, ist AgSAjfe, also nach 19*2*8 auch A^^A^. Bleibt zu zeigen: 
A^ £ Ag. Sei also asA^ ; in jeder Umgebung 17^ liegen dann unabzahlbar viele 
Punkte von A, und weil A^ abzahlbar, ist U^A^^ A; also ist ae Aj , und 
weil Ag abgeschlossen in A, auch a e Ag . Aus as A^ folgt also a a Ag, d. h. 
es ist A^ G Ag, w. z. b. w. 

Literatur: Der Machtigkeitssatz 19»2*21 stammt von W* H. Young, Leipz* 
Ber. 65 (1903) S. 287. 

3. Perlekte Mengen in Tonngschen RSumen* Nach 19.1*21 ist jede in 
einer Youngschen Menge perfekte Menge selbst eine Youngsche Menge. Also 
folgt aus 19*2*2 und 18*2*1: 

19*3*1. In einem Toungschen Raume hat jede perfekte Menge 3 A min^ 
destens die Machtigkeit , jede separable perfekte Menge A die Mdchtig- 
keit X . 

In 19*2*21 ist enthalten: 

19*8*11* In einem Youngschen Raume ist eine separable abgeschhssene 
Menge abzahlbar oder von der Machtigkeit K , je nachdem ihr perfekter Kem 
= A Oder A ist. 

Bezeichnen wir, wie in § 13, 4, mit A* die Menge aller Verdichtungs- 
punkte von A, so gilt: 

19*3*2* Fur eine separable^ in einem Youngschen Raume perfekte Menge A 
giU: A A^ = A*. 

Da A insichdicht, ist A = Aj. , also nach 19*2*8: A = A„ , und weil A ab- 
geschlossen, ist (§ 13, 5) A^ = A* . 

In 19*2*4 ist enthalten: 

19*3*3* Fine separable, in einem Youngschen Raume abgeschlossene Menge 
kann auf eine und nur eine Weise z&rUgt werden in zweifremde Summanden, 
von denj&n einer abmtiXbar, der andere perfekt ist; diese Zerlegung is€: 
A = A<* -f A*. 

Literatur: Die S&tze ^.ber die M&chtigkeit der peifekten und abgeschlossenen 
Mengen gehen zurfick auf G. Cantor, Acta math. 2 (1888) S. 409. Kenere T7ntor« 
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suchungen von W. Hurewicz, Fund. math. 12(1028) S. 78. Satz 19-8*8 wirdauch 
als Cantor-Bendissonsohes Theorem bezeichnet: G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883) 
S. 575; J. Bendixson, Acta math. 2 (1883) S. 415. 

4. Meugen erster und zweiter Kategorie. Wahrend die Summe end- 
lich vieler nirgends dichter Mengen nach 11*2*4 wieder nirgends dicht ist, 
gilt dies fur Summen aus abzahlbar unendlich vielen nirgends dichten 
Mengen nicht; ist z. B. a ein Punkt des i?i, so ist die Menge {a} nirgends 
dicht im die Menge aller rationalen Punkte des ist also Summe ab- 
zahlbar vieler im jRj nirgends dichter Mengen, selbst aber dicht im R^, 

Die Menge A^B heiBt von erster Kategorie in B, wenn .4 Summe 
abzahlbar vieler in B nirgends dichter Mengen ist. Anderenfalls heifit A 
von zweiter Kategorie in B. Die Begriffe „von erster (zweiter) Kate- 
gorie’* sind, ebenso wie der Begriff „nirgends dicht“, relativer Natur; nur 
wo kein Zweifel besteht, welche Menge B als Raum zugrunde gelegt ist, 
kann der Zusatz „in B" wegbleiben. Jede nirgends dichte Menge ist auch 
von erster Kategorie. Die leere Menge ist von erster Kategorie in jedem 
Raume: eine Menge zweiter Kategorie ist also stets 3 -A-us 11*2*3 folgt 
unmittelbar; 

Ist A von erster Kategorie, und A' ^A , so ist auch A' von erster 

Kategorie, 

Damit ist gleichbedeutend : 

19*4*11* 1st A von zweiter Kategorie und A' A, so isi auch A* von zweiter 
Kategorie, 

19-4-2. Die Summe abzahlbar vieler Mengen erster Kaieg&rie ist von erster 
Kategorie, 

Aus 19*4*1 und 19*4*2 folgt: 

194-21- Das System alter Mengen erster Kategorie eines topologischen 
Raumes ist ein a-Kor^per und ein b'Korper, 

Aus 11*8^21 folgt: 

19*4f3* 1st A' £ A Q B £ B', und ist A von erster Kategorie in B, so 
ist auch A' von erster Kategorie in B\ 

Damit ist gleichbedeutend: 

19*4*31. Zsi A 5 A' Q B' g B , und ist A von zweiter Kategorie in B, 
so ist auch A' von zweiter Kategorie in B\ 

19*4*32- Ist B dicht in C und A von erster Kategorie in (7, so ist A B von 
erster Kategorie in B, 

Dies folgt aus 11*8*9, 
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Damit A von erster Kaiegorie sei, tst notwendig und hinreichend, 
dap A 0 von erster Kategorie in G sei fur jede offene Menge G. 

Notwendig: Dies folgt aus 11*8*61. Hinreichend: Man wahle fiir 
G den zugrunde gelegten Raum E. 

Damit ist gleichbedeutend : 

19*4*4:1- Damit A von zweiter Kotegorie sei, ist notwendig und hinreichend, 
daP es eine offene Menge G gehe, fur die A G von zweiter Kategorie in G ist. 
19*4*5. Jeder abzdhlbare Teil von ist von erster Kategorie in B, 

Dies folgt unmittelbar aus 12*2*6* 

194*51. Ist A ^B und A B^ "2^ A, so ist A van zweiter Kategorie in B. 
Dies folgt unmittelbar aus 12-2*51, 

19*1*6. 1st A ein und — A dicht, so ist A von erster Kategorie. 

Sei A = SF^t wo jP„ abgeschlossen; ist — A dicht, so nach 11-14 auch 

n 

— Fn, also ist nach 11*2«61 F^ nirgends dicht, also A von erster Kategorie. 
19*4*7. Ist A von erster Kategorie, so gibt es ein F^ von erster Kategorie ^ A. 

Denn .4 = S wo nirgends dicht; nach 11* 2*12 ist auch 4.° nirgends 

n 

dicht, also S 4® ein F^ yon erster Kategorie 2 A. 

n 

Literatur: Die Mengen erster und zweiter Kategorie wurden eingefuhrt von 
E.Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 67. Ausfuhrliche Darstellung; F.Hausdorff , 
Mengenlehre S. 142ff. 

5. Yon erster und zweiter Kategorie in einem Ponkte. Die Menge 
4 heifit im Punkte asE von erster Kategorie (in dem zugrunde 
gelegten Raume E), wenn es eine Umgebung gibt, so daB TJ^ A von 
erster Kategorie ist. Fiir jede Umgebung U* 2 dann nach 19«4»1 

auch U*4 von erster Kategorie. Die Menge 4 heiBt im Punkte a von 
zweiter Kategorie, wenn sie nicht von erster Kategorie im Punkte a ist, 
d. h. wenn A fiir jede Umgebung von zweiter Kategorie ist. 

Die Menge aller Punkte, in denen 4 von erster (von zweiter) Kategorie 
ist, bezeichnen wir mit 4j (mit 4jj). Es ist dann: 

(5) E — Aj^ + 4 jj , 4j 4jrjr = 4 • 

19*5*1. I^ B 2 A , so ist Aj 2 , Ejj 2 Ajjr • 

Dies folgt aus 19«4*1, 

19*5*11. Es ist 4jj 2 A^. 

Denn ist a ^ e 4®, so gibt es eine Umgebung Ua , so daB 4 == 4 ; dann 

aber ist 4 17« von erster Kategorie, also ist a a 4 j , mithin a^s 4 jj . 
19*5*12. 1st A abgeschlossen, so ist Aj^ £ 4 . 
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Dies folgt wegen A ^ aus 19*6*11* 

19 « 5 « 2 . lat 0 offeuy so ist, damit G A vm erster KaJtegorie sei, notwendig 
und hinreichend, dafi 0 ^Aj sei, 

Notwendig: Sei G A von erster Kategorie; dann ist G selbst fiir jedes 
aeG eine Umgebung , fur die A von erster Kategorie ist. Hinrei- 
chend: Ist G ^Ajy so gibt es zu jedem aeG eine Umgebung 
so dali Ua, A von erster Kategorie. Dann ist 6? = SU^; nach 8-1-21 konnen 

aeO 

wir das System dieser wohlgeordnet annehmen und die mit < a) 
bezeichnen, so da0 nun: G = S U^, G A ^ S A , oder, indem wir 

$<tt (<« 

U^A — S = A^ setzen: GA = S A^ . Nach Annahme ist A, nach 

f<« 

19-4*1 also auch A^ von erster Kategorie; d. h. A^ = SAf^, wo A\^ nirgends 

n 

dicht ; daher ist .4 = S S A^ = S S A ^ . Um zu zeigen, daB G A von 

^<« n n f<o( 

erster Elategorie, genugt es also zu zeigen: A^ = S A^ ist nirgends dicht; 

oder nach 11-2-2: zu jeder offenenMenge A gibt es eine offene Menge 
S' '2) Ay H' ^ H, so daB A^ H' = A, Das bedarf eines Beweises nur, wenn 
H G 2) A \ dann gibt es unter den eines von kleinstem Index f , so daB 
U^H2)Ay etwa dann ist U^H=A fiir f <y , wegen A^ £ XJ^ also 
auch = yl fiir I < 7 ; und da U^A^^A fiir f >y , ist U^HA^ ^SAl\ 
da Al nirgends dicht, gibt es nach 11-2*2 eine offene Menge H'22)Ay 
H' £ U^H y so daB H' Al = A ; wegen U^HArt = HAl besagt dies aber : 
H' An^ Ay w. z. b. w. 

Setzt man in 19-5-2 G = E , so erhalt man wegen (5) : 

19 * 5 * 21 * Damit A von erster Kategorie seiy ist notwendig und hinreichend, 
dap Aj = E y Ajj = A sei, 

19 * 5 * 3 * Die Menge Aj ist offen, Ajj abgeschlossen. 

Denn ist a e Aj und eine Umgebung von a, fiir die Uf^ A von erster 
Kategorie, so ist auch U^^Aj, d.h. ^jistoffen; da nach (5) = — 

ist also Aji abgeschlossen. 

Aus 19-5-2 und 19-5*8 folgt, daB Aj die groBte offene Menge G ist, fiir die 
A G von erster Kategorie ist. 

19 * 5 * 81 . Die Menge Ajj ist ein Stuck, d, h,^) es ist: Ajj = . 

Nach 19-5-8 ist Ajj abgeschlossen; aus Ajj^ £ Ajj folgt also: 

£Ajj = Ajjr. Es ist also nur mehr zu zeigen: Ajj£(Ajj^)®, oder — 
indem wir zu den Komplementen iibergehen und — (AjjJ® = B setzen: 
S^Aji und da B offen, genugt es nach 19-5-2 zu zeigen: jB A ist von 


1) Nach 10-5-9« 
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erster Kategorie. Nun ist- nach (6): B A == B A Aj B A Aj^; hierin 
ist, da nach 19-o*S B Aj offen ist, 2 ufolge 19*6»2 B A Aj von erster Elate- 
gone; femer ist B A Ajj g B Aj^ = Ajj — (^m)^ £ "" ^lu ~ 

da Ajj abgeschlossen, ist nach 11*24 Ajj^, nirgends dicht, also nach 
11-2-8 auch B A Ajj nirgends dicht, und mithin von erster EZategorie. Als 
Summe zweier Mengen erster ELategorie ist also nach 19*4«2 auch B A von 
erster Kategorie, w. z, b. w. 

Schreiben wir kurz (.dj)® = .dj , so gilt : 

19 - 5 - 32 . Aj = {A%. 

Denn nach (5), 19-5-81 und 10*5*11 ist = — Ajj = — 

— (— — (-dj)i . 

19 * 5 * 33 - A — Ajji ist von erster Kategorie. 

Da nach 10*6-11: — Axu^^A^^ ist nach § 10 (6*3) A — Aj^^ AAj 
=:AAj +AAj^; nach 19*5*8 und 19*5*2 ist von erster Kategorie; 
nach 19*5*8 und 11*2*71 ist A^ff nirgends dicht, also nach H«2*8 auch 
AAj^ nirgends dicht, mithin von erster ELategorie; also ist .4 — .4 von 
erster Kategorie nach 19*4«2. 

19 * 5 * 3 ^* J’st A B Afi , so tst S A^ jj ^ dic^t %n Ajj . 

n n 

Nach 19*5«1 ist A^jj QAjj, also auch A^jj. g Ajj, mithin S A^jj^ ^ Ajj; 

n 

nach 11*8«1 ist also nur mehr zu zeigen: Ajj £ (5 A^jj.)^, oder, indem wir 

— (SA^jj^y = B setzen: B^Aj. Da ^ und da nach 19*5*81 

= A^jj, ist jB £ — JJ, d. h. nach (5).: B £ 4L„j, mithin ist nach 
19*5*2 B A„ von erster Kategorie, also ist nach 19*4*2 auch B A — S B A^ 
von erster Kategorie, also nach 19*5*2: jB £ ^j , w. z. b. w. ** 

Ist 0 offen, und ist A <?' fur jede nicht leere offene Menge f?' £ von 
zweiter Kategorie, so sagen wir: J. ist in uberall von zweiter Kate- 
gorie. Ist A G' fur jede offene Menge A von zweiter Kategorie, so 
sagen wir: A ist tiberall von zweiter Kategorie. 

19 « 5 * 4 . Ist G offen, so ist, damit A in G uberall von zweiter Kategorie sei, 
iMxtwendig und hinreichmd, dap G £ A II sei. 

Notwendig: Ist nicht G £ 41 jj , so ist nach (5) : GAj'^ A, und da nsksh 
19«5«8 G Aj offen, ist nach 19*6*2 4Lj 41 von erster Kategorie. Hinrei - 
chend : Sei G' offen und AQG'^G; ist G^ £ 4^jj , so auch G ' £ A^j , also 
ist nach 19*5»2 G^A nicht von erster, also von zweiter Kategorie. 

Setzt man in 19*5*4 G = E, so erhalt man wegen (6) : 

19 * 5 « 41 * Darnit A uberall von zweiter Kategorie sei, ist notwendig und Kin- 
fdchend, dap Aj==A, A^ = E sei. 
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Aus 19«6*4 folgt, daB Aj^ die groBte offene Menge ist, in der A uberall 
von zweiter Kategorie ist. 

19*542* Ist A von zweiter Kategorie, so gibt es eine offene Menge 3 ^ , 
so dap A in 0 uberall von zweiter Kategorie, 

Nach 19-5-21 ist Ajj 3 19-6-81 ist Ajj = , ako ist auch 

Aju 3 nach 19*5*4 ist A in Ajj. iiberall von zweiter Kategorie. 

Literatur: H. Lebesgue, Joum. de math. (6) 1 (1905) S. 185. St. Banach, 
Fund. math. 16 (1930) S. 395. 

6. In sich von erster (zweiter) Kategorie* Die Begriffe: von 
erster, von zweiter Kategorie haben relativen CJharakter. Ist die Menge 
A von erster (zweiter) Kategorie in A, so sagen wir: A ist in sich von 
erster (zweiter) Kategorie. Diese Begriffe haben absoluten Charakter. 

19*6*1* Jede abzdhJhare insichdichte Menge ist in sich von erster Kategorie, 

Dies folgt unmittelbar aus 19*4*6, 

19*6*2. Ist A^"^ A , so ist A in sich von zweiter Kategorie, 

Dies folgt unmittelbar aus 19*4*51. 

19*6*3. 1st A ein und A^ — A dicht in A®, so ist A in sich von erster 
Kategorie, 

Nach 19*4*6 ist A von erster Kategorie in A®, also nach 11«8«82 auch in A, 

1. Residaalmengen. 1st A g B, so heiBt A eine Residualmenge in L, 
wenn B—A von erster Kategorie in B ist. Der Begriff „ilesidualmenge“ 
hat relativen Charakter; nur wo kein Zweifel besteht, welche Menge B als 
Baum zugrunde gel^ ist, kann der Zusatz ,4n wegbleiben. Aus 19*4*1 
folgt: 

19*7*1* Ist A eine Residualmenge und A' A, so ist <mch A' ein^Beaidudl- 
menge. 

19*7*11* Ist A^B ist B dicM in C und A eine Residualmenge in C, 
so ist A auch eine Residualmenge in B. 

Denn C — A ist von erster Kategorie in C, also ist nach 19*4*82 B — A 
von erster Kategorie in B. 

19*7*111. 1st A eine Residualmenge, B von zweiter Kategorie, so ist AB’^A . 

Denn ware A B — A , so ware B g — A, und da — A von erster Kate- 
gorie, ware nach 19*4*1 auch B von erster Kategorie. 

19*7*2. DerDuri^chnmabzmbarviderRes^ ist eine Residual- 

mange. 


Dies folgt' aus 19*4*2. 



§ 19. Youngsche Mengen. 


135 


Aus 19* 7*1 und 19* 7*2 folgt: 

19-7-21. Das System oiler Besidualmengen eines Uypologischen Eaumes ist 
ein a^Ring und ein d-Ring. 

19-7-3. Damit A eine Residualmenge sei^ ist notwendig und hinreichendy 
dap A G fiir jedes offene G eine Residuahnenge in G sei, 

Not-wendig: Ist A eine Residualmenge, so ist — A von erster Kategorie, 
also nach 19*4*4 G^ A = G — AG von erster Kategorie in G, Hinrei- 
ohend: Man wahle fiir G den zugrunde gelegten Raum E, 

19-74. Jedes dichte (?§ ist eine Residualmenge. 

Dies folgt umnittelbar aus 19-4-9. 

Von beso'nderer Bedeutung sind die Residualmengen in Youngschen 
Raumen. 

19-7-5. Damit A erne Residualmenge im Youngschen Raume E sei, ist 
notwertdig und hinreichend, dap es eine dichte Youngsche Menge B^A gebe. 
Notwendig: Ist A eine Residualmenge, so ist — A = wo nir- 

n 

gends dioht; dann ist nach 11*2-12 auch nirgends dicht; also ist naoh 
11*2*51 — > eine dichte offene Menge, also nach 19* 1*2 eine dichte Young- 
sche Menge; also ist nach 19* 1*4 auch B = D ( — C^) eine dichte Youi^sche 

n 

Menge, und wegen — A ^ 5 O® ist J5 ^ A. Hinfeichend : Als Youngsche 

n 

Menge ist B ein absolutes G^t also auch ein G^ia E; nach 19*7*4 ist also B 
eine Residualmenge, nach 19*7»1 also auch A. 

In 19- 7*6 ist enthalten: 

19* 7*51. In einem YouTigschen Raume ist jede Residualmenge dicht, 
Insbesondere also: 

19«7*511» Ist B eine Youngsche Menge A und A eine Residualmenge 
in B, so ist auch A‘^A, 

Aus 19* 7-2 und 19-7.51 folgt; 

19*7*52. In einem Ymngschen Raum ist der Durchschnitt abzdMbar vieler 
Residualmengen dicht. 

19 - 7 - 53 . Ist A eine Residualmenge in einem insichdichten Youngschen 
Raume E’^At so gibt es ein in A nirgends dichtes dyadisches Dish/ntinuum, 
Nach 19-7*5 gibt es eine dichte Youngsche Menge B^A\ nach 12-4-8 
ist B insichdicht, also J5|. 3 naoh 19-2-1 ein in B nirgends 

dichtes dyadisches Diskontinuum (7 £ R ^ A, und nach 11-8-21 ist C 
auch nirgends dioht in A, 

19 * 7 * 54 * 1st A eine Residuodm&nge in ein&m sejforablen insichdichten 
Youngschen Raume^ so ist A ^ A^, 
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Nach 19- 7*5 gibt es eine dichte Yoimgsche Meiige B \ nach 12*4*8 
ist B insichdicht: B = jB*, also nach 19*2'S aueh B^ B^, Sei ae^; w 
haben zu zeigen, daB dann auch a e A^. Da B dicht, gibt es in jeder Um- 
gebung em b e B; d& dann auch b e B^, ist B XJa unabzahlbar, also auch 
A Ua unabzahlbar; also ist a e w. z. b. w. 

19 * 7 » 6 . Jede Youngsche Menge A^ A ist in sich von zweiter Kategorie, 

Denn ware A in sich yon erster Kategorie, so ware A ^ A ^ A eine 
Besidualmenge in A^ entgegen 19*7*511. 

19 - 7 - 61 . 1st A sin in einem Youngschen Bavme E, so ist, damit A von 
erster Kategorie sei, nottoendig und Mnreichend, dap A nirgends dicht seL 

Notwendig: Ware A nicht nirgends dicht, so gabe es nach 11*8*7 ein 
offenes C? 3 ./I, so daB A G dicht in (?; da — ^ eine Residualmenge, gibt es 
nach 19* 7*5 eine dichte Youngsche Menge nach 19*1*2 ist .BG 

eine Youngsche Menge, und nach ist B 6? dicht in (?; da auch A G 

aJs (?5 im Youngschen Raume E nach 19* 1*2 eine Youngsche Menge ist, ware 
nach 19*l-4 (angewendet auf den Raum G) .4B(?in dicht, was unmog- 
lich, da B £ — -4, also ^ B = .^1. Hinreichend : Dies ist trivial. 

Aus 19*7*61 folgt wegen 11«2*21: 

19 * 7 - 62 . In emem Youngschen Raume ist jede qffene Menge G^A von 
zweiter Kategorie. 

19 - 7 - 7 * In einem Youngschen Raume ist eine Residualmenge A ubercdl von 
zweiter Kategorie. 

Sei G^ A offen; da — A von erster Kategorie, so nach 19*4*1 auch 
G — A; ware auch G A von erster Kategorie, so nach 19«4«2 auch 
Qz=(G — A) +GA, entgegen 19«7«62. Also ist 6? A von zweiter Kategorie. 

19 - 7 - 71 . Ist A eine Residualmenge im Youngschen Raume E’^A, so ist 
— A keine Residualmenge. 

Dies folgt aus 19»7«7, weil — A von erster Kategorie ist. 

Literatur: Die wichtigsten Satze uber Residualmengen stamiuen von R, 
Baire; die Bezeichnoug „Residualmengen“ hat A. Den joy eingefuhrt. 

8. Residual in einem Funkte. Sei wieder ein beliebiger topologischer 
Raum E zugrunde gelegt. Die Menge A heiBt residual im Punkte a, 
weim es eine Umgebung gibt, so daB A eine Residualmenge in Uf^ . 
Die Menge aller Punkte, in denen A residual ist, bezeichnen wir mit Am. 
19 - 8 - 1 . Ajjj = ( — A)j . 

Denn die Aussage :„UaA ist eine Residualmenge in bedeutet :U^ — A 
ist von erster Kategorie in Ua, imd dies ist nach 19-4*8 und 19-4-4 gleich- 
bedeutend mit: 17^ — A ist von erster Kategorie, 
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19-8-2. 1st G offen, so ist, damit G A eine Residualmenge in G sei, not- 
wendig und hinreichend, duji G £ Ajjj sei. 

Denn nach 19*8*1 ist (r ^ Ajjj gleichbedeutend niit : G ^ A) j, also 
nach 19«5*2 mit: G — A ist von erster Kat-egorie, also na-cii 19-i*3 und 
19«4*4 mit :G — A ist von erster Kategorie in (?, d. h. G J ist eine Eesidual- 
menge in G, 

Darin ist fiir G = E enthalten : 

19*8*21* Damit A eiTie Besidualmenge sei, ist noUvendig und hinnichend, 
dap Ajjj = E ssL 

Aus 19*8«1, 19*5*3 und 19*5*82 folgt (wenn wir kurz {Ajjj)^ = sehrei- 
ben): 

19*8*3. Die Menge Ajjj ist of fen und es ist: Ajjj = {Afjj)., 

19*8»4. In einem Youngschen Raume ist Ajjj ^Ajj^. 

Sei a £ Ajjj \ dann gibt es eine Umgebung so daB -4 eine Residual- 
menge in da 27^ nach 19* 1*2 eine Youngsche Menge, ist nach 19*7*7 

A tiberall von zweiter Kategorie in U a , d. h. es ist A uberall von zveitcr 
Kategorie in 27<,, also ist nach 19*5*4 Ua £ Ajj, mithin a s Ajj ^ . Aus a e Ajjj 
folgt also a B Ajji , d. h. Ajjj £ Ajj- . 

9. Olfen bis auf eine 3Ienge erster Kategorie. Die Menge A heifit 
offen (bzw. abgeschlossen) bis auf eine Menge erster Kategorie, 
wenn es eine offene (bzw. abgeschlossene) Menge B gibt, so daB A — B und 

— A von erster Klategorie sind. Jede Menge erster Kategorie. jede 
Residualmenge ist offen (abgeschlossen) bis auf eine Menge erster Kategorie. 

19-M. Die Begriffe „offen bis auf eine Menge erster Kategorie^' 'imd „ab- 
gesMossen bis auf eine Menge erster Kategorie*^ siiid gleichbedeutend. 

Sei G offen, und seien A — G und G — A von erster Kategorie : setzen wir 

= G®, so ist JT abgeschlossen; da A — JP £ A — 6?. ist nach 19*4*1 A — F 
von erster Kategorie; da — A £ (JF — (?) + (O — A), und da nach 
11*2*71 F — G ^Gg nirgends dicht, also von erster Kategorie, so ist nach 
19^4*1 und 19*4*2 auch F — A von erster Kategorie. — Sei F abgeschlossen, 
und seien A — F und F — A von erster Kategorie. Setzen ^Ir (? — , 

so ist ^ offen; d& G — A£JF — A, ist^ — A von erster Kategorie: da 
A — (? £ (A — i?^) -\-(F -- G), und nach 11*2*7 F — G == von erster 
Kategorie, so auch A — G. 

19*9*2. Ist A offen bis auf eine Menge erster Kategorie, so auch das Korn* 
^merd — A . 

Sei A' = — A. Es gibt eine offene Menge G, so daB A — (? und (? — A 
von erster Kategorie; setzen wir — G ^F, so ist abgeschlossen und 

— = AjjF — A' = A^6r. Also ist A' abgeschlossen bis auf 
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eine Menge erster Kategorie, somit nach auch offen bis auf eine 

Menge erster Kategorie. 

19 - 9 - 21 ^ Das System alter bis auf eine Menge erster Kategorie offenen 
Mengen eines toyologischen Baumes E ist ein a-Kor'per. 

Da B als Residnalmenge offen bis auf eine Menge erster Kategorie ist, 
so ist nach 1 9*9*2 und 8*8*1 nur mehr zu zeigen: Sind die Mengen 
(v = 1, 2, . . .) offen bis auf eine Menge erster Kategorie, so auch.4 = 5 

V 

Nach Voraussetzung gibt es eine offene Menge 0^,, so daB Ay — Gy und 
Gy-— Ay von erster Kategorie. Setzen wir G^SGy^ so ist auch G offen, 

V 

und wegen A — G (Ay — Gy), G — A (Gy — Ay) sind nach 19*4*1 

P V 

und 19*4*2 auch A — G und G—A von erster Kategorie. 

19 * 9 * 3 . Jede G^-Menge A ist offen bis auf eine Menge erster Kategorie, 

Da jede offene Menge auch offen bis auf eine Menge erster Kategorie 
ist, folgt die Behauptung wegen 8*6*1 aus 19*9*21. 

19 * 9 * 31 . Damit A offen sei bis auf eine Menge erster Kategorie, ist not- 
wendig und hinreichend, dafi A A' A", wo A' ein G^ und A** von erster 
Kategorie. 

Not wen dig: Sei G offen und seien A — G und G—A von erster Kate- 
gorie. Nach 19*4*7 gibt es eine J?’,,-Menge JB ^G — u4, die von erster Kate- 
gorie ist. Setzen wir G — B ^ A*, A — ^' = J.", so ist A' ^A , also 
A = A' + A"; femer ist A' ein G ^ , und wegen A'' Q B -f- (if — (?) ist .4" 
von erster Blategorie. Hinreichend: Sei A' ein G^ . Nach 19*9*8 gibt es 
eine offene Menge G, so dafi A' — G und G—A' von erster Kategorie. Ist 
A = A' + A", wo A" von erster Kategorie, so ist .4 — G — (A' — G) 
+ (A" — G) von erster Kategorie, und wegen G — A ^G — A' ist 
auch G — A von erster Klategorie. 

19 * 9 * 4 . Damit A offen sei bis auf eine Menge erster Kategorie, ist notwendig 
und hinreu^iend, dafi Aj Ajj^ dkM sei. 

Notwendig: Sei G offen und seien A — G und G—A von erster Kate- 
gorie. Wir setzen — = dann ist auch O' offen, nach 10*6*11 ist 

G'^{—G)i und nach §10(6*1) ist — (G +G')=Gg; nach 11*2*71 ist 
also — ((? +G')mrg<dn!da dicht; also ist +(3^ nach 11*2*5 dioht. Da, G—A 
von erster Kathode, also nach 19*4*4 auch von erst^ Kategorie in G, ist 
Q A eine Besidualmenge in G, also ist nach 19*8*2 G ^ Ajjj . Da 41 0^ 
^A — G und A — G von erster Kategorie, ist 4. 0^ von ^:ster £[ateg<Hie, 
also nach 19*6*2 Q' ^Aj - Also ist G + G' ^A^ + A^i, und da G 
dicht, ist nach 11*1*4 auch Aj + dkht. Hinreichend: Sd Aj + Ajjj 
didit; da nach 19*6*8 und 19*8*8 Aj + A^jj off^, ist dann nach 11*2*61 
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— (Aj 4- ^in) nirgends dicht. Wir setzen G = Ajjj\ nach 19*8*2 ist dam 
G-- A von erster Kategorie in G, ako auch von erster Kategorie im 
Batune E, Ferner ist A-- G Q A Aj + {A’- (Aj + Aj ^^)) ; hierin ist 
nach 19*5*2 A Aj von erster Kategorie, und da — (Aj + Ajjj) nirgends 
dicht, ist auch A — (Aj + A jn) von erster Kategorie; somit ist auch 
A’—G von erster Kategorie. 

19 - 9 - 5 . Damit A of fen sei bis aufeine Menge erster Kategorie, ist notwendig 
und hin/reichend, dafi A^ ^ A^jj sei. 

Notwendig: Da nach 19-9*4 Aj + Aj^^ dicht, ist nach und 10-6-8: 
E ^ (Aj^ + Ajjjf A^j ^ A^jj . Da naoh § 19 (6): Ajj = ^Aj, ist 
Ajji = i’— Ax)i, also nach 10-6-11: wegen E===Aj+Ajjj[ 
ist also.4jj^£ J-jjj, also auch.4jj^£ also nach 19-8-8 

Hinreichend: Nach § 19 (5) und 19*5*81 ist E ^ Aj {Ajj^)^; nach 
ist also Aj + Axii dicht; ist Ajj^^A^j, so ist also nach 11-1-4 
auch Aj +Ajjj dicht, also nach 19*9*4 A offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie. 

19 * 9 * 51 . Damit die Menage A eines Yourigscken Baumes offen sei bis auf 
eine Menge erster Kategorie, ist notwendig und hinreichend, dap Ajj^ = Ajjj 
seL 

Dies folgt aus 19*9*5 und 19*8*4, 

19 * 9 - 6 . Ist A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in E, und ist E 
ein G^ in E', so ist A auch offen bis auf eine Menge erster Kategorie in E'. 

Nach 19*9*81 ist .4 = ^4' + A'^, wo A' em G^ in. E und Jl" von erster 
Kategorie in E. Nach 10*9.2 ist A' auch ein Gq in E' und nach 19-4.8 ist A" 
von erster Kategorie in E ' ; die Behauptung folgt also aus 19*9*81, 

19 * 9 * 7 . In einem se'parierten Baume E ist jede Menge A offen his auf eine 
Menge erster Kategorie, 

Wir zerlegen nach § 12 (2): E E^ Ej^', A AE^ + A Ej^, Nach 
12*2*41 ist offen in E ; nach 12*7*2 ist E^ dicht in E, also ist nach 12*2*8 

und 11*2*51 Ej^ nirgends dicht in E ; nach 11*8*21 ist also auch A EJ^ nirgends 
dicht und mithin von erster Kategorie in E, 

Wir woUen noch zeigen, daB es in geeigneten Eaumen E Mengen gibt, 
-die nicht offen sind bis auf eine Men^ erster ICategorie. Wir schicken vor- 
aus: 

19 * 9 * 8 . 1st der Baum E^A, vmd ist sowoM A dls das Komplement — A 
iiberaU von zioeiter Kategorie, so ist A nicht offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie, 

Nach 19*5*41 ist = E, ( — A)j = A, also nach 19*8*1 Ajjj = A; 
die Behauptung folgt also aus 19*9*5« 
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Nernien w nun eine Punktmenge A total imperf ekt, wenn sie keinen 
perfekten Teil 3) ^ enthalt, so gilt : 

19 * 9 * 81 . Ist B ein insichdichter Youngscher Maum, ist A und ist 
saivoJd A ah — A total imperf ekt, so sind A und — A uberall von zweiter 
Kategorie. 

Angenommen, es sei z. B. A nicht uberall von zweiter Kategorie; dann 
gibt es eine offene Menge A, so daU A G von erster Kategorie in 0; dann 

aber ist — A eine Besidualmenge in da nach 12«4*21 G eine insich- 
dichte Youngsche Menge ist, so gibt es nach 19* 7*58 ein dyadisches Diskon- 
tinuum 0 QG-- A; wegen 18*9*8 widerspricht dies aber der Annahme, 

— A sei total imperfekt. 

19 - 9 - 9 . In einem separablen Youngschen Baume E, dessen inaicMichter 
Kem is^, gibt es eine urtabzahlbare, total imperfekte Menge B, derm 
KomplemerU — B gleichfalls unabzaMbar und total imperfekt ist. 

Nach 19«2*21 hat E die Machtigkeit S; da als metrischer Raum 
nach 14«2«41 und 14*2«1 regular ist, hat nach 14*2*61 auch das System 
aller in E perfekten Mengeil die Machtigkeit K. Bezeichnet y die kleinste 
Ordinalzahl der Machtigkeit 8, so konnen also nach 8*8*2 sowohl die 
Punkte as E sUb auch die nicht leeren in E perfekten Mengen P eineindeutig 
den OrdinaJzahlen S <y zugeordnet werden; seien (£ < y) die samtlichen 
Punkte as E und P^ {£ < y) die samtlichen nicht leeren in E perfekten 
Mengen. Wir bezeichnen nun mit 6^ den ersten zu P^ gehorigen Punkt a^, 
mit Cq den ersten auf 6^ folgenden zu Pq gehorigen Punkt a^; nehmen wir 
nun an, fur alle rf Ciig {<, y) seien die Punkte 6^ und definiert, so be- 
zeichnen wir mit b ^ , die beiden ersten von alien und (rf < rj) ver- 
schiedenen Punkten a^, die zu gehoren (solche Punkte gibt es, weil 
die Menge der Pun^ h ^, , (^/ < rj) eine Machtigkeit < K, die Menge 

F^ aber nach 19*8*1 die Machtigkeit K hat). Die Menge aller Punkte 
K ™ erhalten, heiBe B, die Menge der Punkte (f]<y) 

heiBe C. Dann sind B und C zwei fremde Mengen der Machtigkeit ; 
wegen 0 Q — B sind also B und — B unabzahlbar, imd da sowohl P als (7 
von jeder in E perfekten Menge F'^ A mindestens einen Punkt enthalten, 
kann weder P Q P , noch P £ — B sein, d. h. P und — P sind total 
imperfekt. 

19 * 9 » 91 . In einsm separablen, insichdickten Youngschen Baume E'^A 
gibt es Mengen, die nicht offen sind bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Nach 19*9*9 und 19*9*81 gibt es eine Menge A derart, daB sowohl A als 

— A uberall von zweiter Kategorie. Nach 19*9*8 ist A nicht dtten bis auf 
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§ 20. Produktraume. 

1. Produktraum, SeieniE^i^ metrische Eaume. Wir haben 

in § 2, 2 als das Mengenprodukt x X ... X E^*"^ definiert die Menge 
aller 7i-tupel (oi, Og, . . . , a„), in denen a^sE^^^ (i = 1 , 2 , . . .n) . Wir 
machen diese Produktmenge zu einem metrisohen Raum E durch die Fest- 
setzung: Jst asE, beE, undzwar: ci = (ai, Og? • • 6„), 

so sei: 

(1) a b = 1 /( 01 6 ij* + (Oa fcgf + . • • + (a, . 

In der Tat geniigt diese Entfernnngsdefinition den metrischen Axiomen 
1^), 2^) (§ 9, 2); fur l,;i), ist dies evident, fiir 2^) wird es ebenso be- 
■wiesen, wie § 9 (3-11). Der metrische Raum E == E^'^^xE^^^x. . . 
heifit der Produktraum a us E^^\ E^^\ . . . , E^^K Offenbar entsteht der 
durch n-mahge Multiplikation des i2^ mit sich selbst. 

Betrachten wir die drei offenbar isometrischen Raume^) x E^^^ X E^^\ 
(EP-^xE^^)xE^^\ E^^^ X{E^^^xE^^^) aJs identisch, so ist diese Multipli- 
kation assoziativ. Wir konnen uns also weiterhin auf Produkte aus zwei 
Faktoren beschranken. 

Sei also E = E^^'^xE^^K Sind a = (Oj, (Zg), 6 = (^, hg) Funkte von E, 
so ist: 

(M) aibi ^ab (i = 1, 2). 

Sei nun ((oy)) eine Punktfolge aus und «,,= (Oi^jOgJ. Aus (1*1) ent- 
nehmen wir: 

20*1*1. Damit Um 0^=0 seit ist notwendig UTid hinreichend, dafi 

lim = % , lim ag, = a, • 

V V “ 

20*1*2. Ist a HaufungspunU von ((a,)), so ist Hdufungspunkt von ((Oj J) 
und Og Hdufungspunkt von ((ea^J). 

20*1*3. Damit ((Oy)) eine, Cauchysche Folge (§ 18, 1) sei, ist Twtwendig und 
hinreichend, dap sowoM ((Ox J) ^ ((® 2 ,)) Cauchysche Folge seL 

2. Produktmengen. Wir betrachten nun in .& = E^^^xE^^^ speziell die 
Punktmengen von der Gestalt A X B, A Q E^^^ , B g E^^^ . 

^) Diese drei Raume bestehen aus den Punkten (Oj, Oj, O 3 ), ((Oj, a,), Oj), 
(<H» <*8))» s Oj e s F<*1. 
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1st = {a} die nur aus dem Punkte a s bestehende Menge, so schrei- 
ben w axB statt {o} X ; es ist also a x jB die Menge der Paare (a, 6), wo 
heB. Analog ist die Bedeutung von .4x6. 

Aus 17-8.6, 17-8-61, 17.8.62 folgt wegen 20-1-1: 

(A X = AO X 50 , (Ax Bf = (Ai X 5®) + (Ao x B^) , 
(A X B)i ^AiXBi. 

Aus der ersten Formel (2) und 10-5-6 folgt (bei Beachtung von 2-2-11) : 
20*2*1. Damit A X B abgeschlossen sei (in E), ist hinreichend, und wenn 
Ax B’^ A isty auch notwendig, dafS A und B abgeschlossen (in E^^^ bzw, 
in E^^^) seien, 

Ebenso folgt aus der dritten Eormel (2) und 10-8-6: 

20-2*11. Damit AxB offen sei, ist hinreichend, und wenn A X B A ist, 
auch notwendig, dafi A und B offen seien. 

Da nach § 10 (6): (A X 5)^ = (A X 5) — (A X B)^, folgt aus (2) und 

§ 2 ( 2 ): 

(2-1) (A X B)r = (A, X B) + (Ax 5,) . 

Aus der dritten Formel (2) folgt: 

20-2-12. Damit A X B Bandmenge sei, ist notwendig und hinreichend, 
dap wenigstens eine der Mengen A, B Bandmenge sei. 

20-2-13. Ist sowohl A als B ein (ein G^), so ist auch AxB ein F^ 
(ein Os)^). 

Nach 10* 7*8 kdnnen wir schreiben: A == SA„, B = S B„ ,wo A^, B„ ab- 

n n 

gescblossen und A„ £ A„^i , 5„ £ . Dann ist A X 5 = S (A„ X 5„) . 

n 

Nach 20-2-1 ist A^ X 5„ abgeschlossen, also ist A X 5 ein . 

20-2*2. Damit AxB dicht sei, ist hinreichend, und wenn E ^ A ist, 
auch notwendig, dap A und B dicht seien. 

Nach 11-1-1 ist A X 5 dicht dann und nur dann, wenn (A X 5)0 = E , 
d. h. nach (2), wenn A® x B^ = E; das ist aber, wenn E'^ A, dann und nur 
dann der Fall, wenn AO = E^^\ 5® = E^^\ d. h. nach 11-1-1 wenn A und B 
dicht. 

20-2-21. Damit Ax B nirgends dicht sei, ist notwendig und hinreichend, 
doP wenigstens eine der Mengen A, B nirgends dicht sei. 

Dies -folgt wegen 11-2-1 aus (2) und 20-2-12. 

Aus 20-2-21 und dem ersten Distributivgesetz § 2 (2-1) folgt: 

20-2-22. Ist wenigstens eine der beiden Mengen A, B von erster Kategorie, 
so ist avoh A X B von erster Kategorie. 


Die Umkehrung hiervon wird in 20-4-8 bewiesen. 
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20*2*23. Sind A und B Residiudmengen, so ist auch A y. B eins EesidiuiU 
menge. 

Denn nach § 2 (2) ist - x ^) = ((- A) X X (- B)); 

hierin ist, wenn ^ A, — B von erster Kategorie sind, nach 20*2*22 jeder der 
beiden Summanden rechts von erster Kategorie, also nach 10*4*2 auch 
— (^ X 5) . 

Aus der zweiten Formel (2) folgert man leicht ftir die Menge der isoUerten 
Punkte von A X jB (§ 12, 2) : 

(2-2) (A X -B); = A; X Bj. 

Hieraus, zusammen mit § 12 (2), folgt nach § 2 (2): 

(2-3) {A X B), = X B,) + (A, X B). 

Aus (2*2) folgen die Satze: 

20*2*3* Damit A X B isoliert sei, ist hinreichendy und wenn A X B^^ A 
ist, auch notwendig, daP A und B isoliert seien. 

20*2*31. Damit A x B insichdicht sei, ist notwendig und hinreichend, dap 
wenigstens eine der Mengen A, B insichdicht sei, 

20*2*4:. Damit A X B sejparabel sei, ist hinreichend, und wenn A X B^ A 
ist, auch notwendig, dap A und B separahel seien, 

Hinreichend: Nach 13*1*8 gibt es eine in A dichte abzahlbare Menge A' 
und eine in B dichte abzahlbare Menge B'] nach 20*2*2 ist dann A' X B' 
eine in A X ^ dichte abzahlbare Menge, d. h. nach 18*1*81 : A X ist 
separabel. Notwendig: Ist A X jB separabel, so gibt es nach 18*1*8 
eine in Ax B dichte abzahlbare Menge von Punkten (a„, 6„) (ti = 1, 2, . , 
nach 11*1*4 ist dann auch die Menge G der Punkte (a„, 6„) (n, v = I, 2, , , 
dicht in A X jB; ist A' die Menge der Punkte a^in^ 1, 2, . . .) und jB' die 
Menge der Punkte hy(v = 1, 2, . . .), so ist 0 = A' X B\ und nach 20*2*2 
ist A' dicht in A, J5' dicht in jB; nach 18* 1*31 sind also A und B separabel. 

20*2*5. Damit A X B kom'pakt sei, ist hinreichend, und wenn A X B^ A 
ist, auch notwendig, dap A und B kompakt seien. 

Hinreichend: Sei (a„, bj (w = 1, 2, . . .) eine Punktfolge aus A x .B. 
Da A kompakt, hat nach 17*2*8 die Polge ((««)) ©hieii Haufungspunkt a, und 
nach 17*8*58 gibt es in ihr eine Teilfolge ((«„ )) , so daB lim = a. Da B 

V y y 

kompakt, hat auch die Folge ((6„^)) einen Haufungspunkt b, und enthalt 
somit eine Teilfolge ((bn^)), so daB lim = 6. Nach 20*1*1 ist dann 
lim (a^ , 5n ) — (<*, b); die Folge der (a^, 6«) hat somit den Haufungspunkt 

t H H 

(a, b), und nach 17*2.8 ist -d X 5 kompakt. Notwendig; Sei A nioht 
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kompakt und he B\ daim ist die mit A isometrische Menge A X h ein nicht 
kompakter Teil von A X und nach 16* 1*2 ist auch A X B nicht kompakt. 

20 * 2 * 51 « Damit A X B in sick kom'pakt sei, ist hinreichend, und wenn 
A X B‘2) A ist, auch notwendig, dafi A und B in sich kom'pakt seien. 

Dies folgt wegen 15*2*22 aus 20*2*5 und 20*2*1. 

20 * 2 * 52 . Damit A X B halbkompakt sei, ist hinreichend, und wenn 
A X B"^ A ist, auch notwendig, dafi A und B halbkompakt seien, 
Hinreichend: Sei J. = S A^, B=S By, wo A^, By in sich kompakt. 

n p 

Nach § 2 (2*1) ist: A X B ^ S {A^ X By), und die Behauptung folgt aus 

n,p 

20*2*51. Notwendig: Sei (.4 X J5) = S wo Ci, 3.4 und in sich kom- 

n 

pakt. Sei die Menge aller as 4, zu denen es ein b gibt, so daB {a, b) e 0^. 
Da offenbar 4 = S geniigt es zu zeigen, daB4„ in sich kompakt ist. 

71 

Sei ((a^)) eine Punktfolge aus es gibt dazu eine Punktfolge (Oy, by) 
(r = 1, 2, . . .) in da C7„ in sich kompakt, besitzt nach 17*2*81 dieFolge 
der (Oy , by) einen Haufungspunkt (a, b)eCni dann ist ae und nach 20*1*2 
ist a Haufungspunkt von ((a,)), somit ist nach 17*2*81 in sich kom- 
pakt, w. z. b. w. 

20 * 2 * 6 . Damit AxB z'mamrnenhdn/g&nd sei, ist hinreichend, und wenn 
A X B~^ A ist, auch notwendig, dap A und B zusammenhdngend seien. 

Hinreichend: Sei (a^, b^) e A X B , (Og , 62) e .4 X jB . Sind A und B 
zusammenhangend, so auch die mit A bzw. B isometrischen Mengen Axbj^, 
a^X jB; da diese Mengen den Punkt {a^, b^) gemein haben, ist nach 16*1*4 
auch ihre Summe C zusammenhangend, und da (a^, s C, {a^, 62) « O, ist 
nach 16*1*21 auch A X B zusammenhangend. Notwendig: Sei A un- 
zusammenhangend ; nach 16*1*12 gibt es eine Zerlegung A = A' + .4" 
von 4 in zwei abgesonderte Summanden Z)A- Dann ist auch A X B 
= (A' X J?) + {A" X B ) . Wegen (2) ist hierbei (A^ X B)^ {A" X B) 
= (A'^ X B°) (41" X B)} und da A ' , A" abgesondert, also 41'® A'' = A , 
ist auch (4' X B)® (4" X B) = A-, ebenso ist (4' X B) (4" X Bf ^ A; 
also sind die beiden Summanden A' X B und A” X B von AxB ab- 
gesondert, und da sie wegen .4' 3 4!, 3 .4 , B 3 .4 beide 3 A sind, ist 

AxB unzusammenhangend. 

Aus 20*1*1, 20*1*8 folgt ohne weiteres: 

20 * 2 * 7 . Damit AxB vollstdndig sei, ist hinreichend, und wenn 
A X B^ A ist, au^ notwendig, dap A und B vollstdndig seien, 

20 * 2 * 71 . Sind A und B Youngsche Menken, so ist auc^ Ax B eine 
Joungsche Menge. 
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Dies folgt aus 20*2*7 und 20*2«18. 

Aus 18* 2*2 und 20* 2*7 folgt durch voUstandige Induktion: 

20*2*8. Der Bn ist vollstaTidig. 

20*2*81. Damit die Menge A g kom'pakt sei, ist Tiotwendig wtd hin- 
reichend, dap sie beschrankt $ei, 

Notwendig: Dies folgt aus 15* 1*5. Hinreichend: Dies folgt, da in 
einer beschrankten Menge des Bn offenbar jedes ^-Netz endlich ist, aus 
20«2«8 und 18*8*3. 

20*2* 811* Damit die Menge A ^ Bn in sich kom'pakt sei^ ist notwendig 
und hinreichendf daP sie beschrankt und abgeschlossen sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 15«l-5 und 15*2«22. Hinreichend: Dies 
folgt aus 20«2*81 und 16*2*2, 

20*2«82. Der Bn ist halbkompakt, 

Ist a 8 und Kav die abgeschlossene Kugel vom Mittelpunkt a und 

Radius v, so ist jK„ = S Kav • nach 20*2*811 Kav in sich kompakt, ist der 
Bn halbkompakt. 

Im Gegensatze zu 20*2»81 ist, wie wir in § 15, 1 sahen, keineswegs jede 
beschrankte Prinktmenge des kompakt. Wohl aber gilt, wenn wir mit 
die Menge aller {{a^))sBoi bezeichnen, deren Koordinaten den Un- 

gleiohungen 0 ^ ^ geniigen: 

20«2*83. Die Menge G«> C -^o) ^ kompakt. 

Sei ((6„» bB^ — Q^\ dann gibt es ein r*, so daB 6^* ~ e 0, j ; mit- 
hin gibt es auch ein c; > 0, so dafi aus | a;„* — 6^ | < o’ folgt: 
av* ^ 0, ^ j ; mithin gilt fur die Kugel K des vom Mittelpunkt 

((6y)) und vom Radius a\ K^B^ — Q^\ nach 10*8*1 und 10*8*6 ist also 
B^ — offen, also abgeschlossen. Nach 15*2*2 ist nun nur mehr zu 

zeigen: ist kompakt. Sei ^ > 0; w wahlen n so, daB ^ 

und ordnen jedem Punkte ((a„)) 8 B^ den Punkt (% , 02 , . . e zu; 
der Menge C entspricht so eine beschrankte Punktmenge 
Qn des i?„; seien a;=((a^)), -' = ((a')) zwei Punkte von und 
y = (Oi , Og , . . <»n) > ^ = {®i > • -> ®n) zugeordneten Punkte des 

Bn, wegen 

y^{a,-a:)» ^ )/i («►-<)* + ]/\£ («,-«:)*< j/ J; («»- »:>* + 1 
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gilt dann fiir die Abstande y y' > x of — jedem p-Netz in entspricht 

also in eine Jtfenge M von Punkten, die zu je zweien einen Abstand > 

haben; da- eine beschrankte Punktmenge des muB M endlioh 
sein; also ist jedes p-Netz in endlich; nach 18*8-S und 18*2«21 ist so- 
mit kompakt, w. z. b. w. 

3. Iiitervalle im Seien (i = 1, 2, . . n) n offene Inter- 

valle des B^. Wir setzen: 

(% J ^i) X ^ 2 ) ^ ... X {o>n 9 ^n) ~ J > • • *> > ^2 > • • *> ^n) > 

diese Menge ist nach 20* 2*11 offen im B^; sie heiBt ein offenes Inter- 
val! des Bn- Ebenso ist nach 20*2-l die Menge: 

[(Xj , 6i] X [<*2 j ^ 2 ] X ... X [dn > &nl = ^ ^n» > ^29 * • ^n] 

abgeschlossen im Bn\ sie heiBt ein abgeschlossenes Interval! des B^- 
Die Mengen: 

\P'\i X [CL^ j ^> 2 ) X ... X \dn f bn) — \<li * *i ®nj ^1 > ^2 » * • •» ^n) 
(d^, X (a2.» ^ 2 ] ^ ... X (dn j &»] = (fl^. > ®2 > • * •> ^nj ^ 9 ^2 9 * * •> ^n] 
heiBen ha!boffene Interva!le des Offenbar ist (flti, a2> * • 

62, . . bn) der offene Kem sowohl von [%, a„; 61^, 62, . . ., 6„], als 

von [fl^, d^f . . dn\ b^i . . .» bn)f als von (o^, ^2> • • •> ^n> b^f 62J . . 0f 6^]^ 
und [oj, Og, 61 , 62, .. ., 6„] ist die abgeachlosseneHiiUe von (oi , ^29 • • *9 
bi, 62 , . . bn), von [oj, d2 ,..^, dn; bj^, b^, . . 6„) und von {dy,a^,..,, a„; 

j &2> • • *9 bn]* 

Aus 20«2«81 und 20*2*0 folgt: 

20*3*1« Jedes {dbgeschlossene, offene, hcdboffene) Intermit des Bn ist insich^ 
dicht und zummmemhdTigend, 

20*3*2. Das System © oiler Mengen des Bn, die Summe endlich vieler halb- 
offener IntervoMe [oi, 02* - • b^, . . sind, id ein K^per, und jede 

Menge aus @ id duch Summe endlich vieler disjunkt&r hcdboffener IntervaBe 

[<h> ^9 * ' -9 ®n> ^2» • • *9 ^n)* 

Da die Differenz zweier halboffener Intervalle [a, b) des Summe von 
hdchstens z'wei fremden solehen halboffenen Intervallen ist, gilt die Be- 
hauptung nach 8*8*2 und 8*8*21 fur den B^, Gilt sie fiir den Bn, so gilt sie 
w^en Bn^i = BnX Bi nach 8*8*22, wo unter ^ das System der haiboffenen 
Intervalle Og, . . ., a«; dj, b ^, . . hj des Bn, unter ® das System der 
halboffenen Intevalle [a, b) des jR^ am verstelien ist, auch fiir den . 

20*3*3* Jede offene Menge G des Bn id Summe abzahlbar vieler offener 
Intervalle des Bn* 
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asO; dann gibt es ein so ist 


a = .(Oi , 02 > • • •> ^n) > setzen wir /<, = (o^ • 






•>an- 


yit 




ai+-^ea. •••>«»» +r^ea). so ist /« £Za(?^. also G = s/a- Naoh 

■J/w J/w 

18-8-1 gibt es also unter den la abzahibar viele 7^^, la^, * • *, /a^, , . so 
dafi ^ = SJa . 


20*3*31* off me, M&nge GdesE^ist Summe abzahibar vider di^iinkter 

hdlboffeTier Intervalle [o^, Og, . . o^; 6^, 63 , . . 6J, 

Wahlen wir beim Beweise von 20*8*8 ^ so, daC anch die abge- 

schlossene Kugel Ka. £(?, so haben wir wie dort; Q — Sla \ setzen wir 

*a ip *' 

nnn Ja=[oi— — • • •» — + »n+r7=“^a), 

L yn yn yn / 

so ist laQla^^aoa^^ ^ = Setzen wir noch = 

+ . . . + P = Jf, (v> 1), so ist = Silfy, und die sind 

disjunkt. Da nach 20*8*2 Summe endlich vieler disjunkter Inter* 
valle [oj, o„; b^y , . 6„) ist, ist die Behauptung bewiesen. 


4. Schichten. Sei M eine Punktmenge des Produktraumes X , 
Ist 6 6 E^^\ so bezeicbnen wir ab die Sohicht von M die Menge aller 
X E , fiir die (a; , 6) e JIf ; ebenso verstehen wir unter der Schicht 
(o E E^^^) die Menge aUer y e fiir die (a, y) s M. Man erkennt 

sofort: 

20*4*1* 1st M of fen {abgescMossm) in X E^^\ so istfurjedes 
die Schicht von M offen {abgeschlossen) in Ef^K 
Ist M = SM^(bzw. M^DMf), so gilt offenbar fiir die Scbichten: 

9 » 

= SifiV Also folgt aus 20.4-1 : 

V 9 

204*2. latM einF„ {ein 0^) so istfurjedea hslBP-^ die 

SehvM Jf von M ein Fg {ein Gj) in 
Nun IrnTiTiftTi wir die Umkehrung von 20*2*18 beweisen. 

20*4*3* Ist Ax B'^} A und ein (ein Gf) in E^^'^xEf^'^, so ist A ein 
Fa (ein G^) in E^^^ und B ein Fg (ein Gf) in E^^\ 

Setzen wir Jf = ,4 X ,S, so ist tar jedes ,beB: = A ; die Behauptung 

folgt also aus 20*4*2. 



Drittes Kapitel. 

J)er Begriff der Stetigkeit 


§ 21. Halbstetige Abbildungen. 

1. Unterhalb stetige Abbildungen. Seien A und B metrische 
Kaume; durch eine Relation P, deren Bereich die Menge A, deren Gegen- 
bereioh die Menge B ist, ist (§ 1, 4) eine Abbildung von A auf B gegeben. 

Die Abbildung P beiBt nnterhalb stetig im Punkte as A, wenn es 
zu jeder in B offenen Menge G, fiir die F(a)G^ A ist, eine Umgebung 27^ 
von a gibt, so daB fiir jedes xe Ua auch F(x)G^ A, Die Abbildung P 
von A heiBt unterhalb stetig, wenn sie in jedem Punkte as A unterhalb 
stetig ist. In einem isolierten Punkte von A ist jede Abbildung P von A 
unterhalb stetig. Beispiel einer unterhalb stetigen Abbildung des Inter- 
valles [0, 1]‘: P(0) = [0, 1], F(x) = [0, 2] fiir a; =j=0 . 

21*1*1. Damit die Abbildung F unterhalb stetig sei im Funkte as A^ ist 
notwendig und hinreichend, dap fur jede Folge ((«„)) aus A mit lim = a uTui 

n 

fiir jede in B offene Menge G mit F(a)G^A gdte: F (a„) G"2)A fiir fast 
alle n. 

Notwendig: Es gibt ein t/*, so daB F{x) G 3 .d fiir aJle a; e 27^^; fiir fast 
alle n aber gilt: a^^s Hinreichend: Ist P nicht unterhalb stetig in a, 
so gibt es ein Q von folgender Art : es ist P (a) 6? 3 ^ jeder Umgebung 

Ua es ein x, fiir das F{x)G — A. Dies gilt insbesondere fiir 27^ = K^l. , 

1 ” 
d. h. es gibt ein so daB a < — und P (a„) G^A, Dann ist a und 

fur kein n ist P(a„) <7 3-^* ^ 

21«1*2. Damit die Abbildung F unterhalb stetig sei im FunUe as A, ist 
notwendig, dap fiir jede Folge ((a„)) aus A mit lim a„=o gelte: 1^ P(<^n) 
3(P(a))o. 

Sei bsF(a) und 27j eine Umgebung von b ; da P(a) Uf, 3-^» ^eh 
: F(aA Uf,‘2)A fiir fast alle d. h. be Hm P (oj, also ist lim P(an) 

n n 

^F{a); und da nach 17»l«ia Im P(an) abgesohlossen, gilt nach 10*5*1 
auch Im P(an) 2 (-PC®))®* ^ 
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21*1*21 • Damit die Ahhildung P urUerhaU) stetig sei im Punkte as A, 
iat hinreichend, dafi fiir jede Folge {(©„)) aus A mit iim a^^a gelte: 
l^P(a„) 2P(a). 

n 

Sei P{a) A und be P{a) G. Da G ein Uj, mid da wegen lim P{aJ^) 

n 

2 P (a) auch 6 e P{(Xn)> ist P(a„) (r 2) fiir fast alle n. Nach 21*1«1 

n 

ist also P unterhalb stetig in a. 

21*1*3. Ist die Abbildurig P unterhcdb stetig im Punkte as A, ist ((a^)) 
eine Folge aus A mit lim a„ = a, und ist 6 e P (a), so gibt es ein b^sP (a^), 
so da/i lim = 6. ” 

n 

Da nach 21*1.2 b e lim P (a„) , folgt dies aus 17.8*51. 

n 

21*1*4. 1st die Abbildung P von A unterhalb stetig, und ist A* dicht in A, 
so ist P (A') dicht in P {A). 

Sei 6 £ P (A) ; dann gibt es ein asA^so daB be P (a). Da A^ dicht in A, 
gibt es nach 17*8*68 eine Punktfolge ((a„)) aus A', so daB a^-^a, Nach 
21*1*8 gibt es ein 6„£P(a„), so daB da P (a„) £ P (A') , also 

b^eP (A*), ist P {A') dicht in P (A) nach 17*8*68« 

2. Oherhalb stetige Abbildungen. Die Abbildung P von A auf B heiBt 
oberhalb stetig im Punkte as A, wenn es zu jeder in B offenen Menge 
fur die P {a) g G, eine Umgebung TJ^ gibt, so daB P {TJ^ Q G, Die 
Abbildung P von A heiBt oberhalb stetig, wenn sie in jedem Punkte 
as A oberhalb stetig ist. In einem isolierten Punkte von A ist jede Ab- 
bildung P oberhalb stetig. Beispiel einer oberhalb stetigen Abbildung 
des Intervalles [0, 1] : P(0) = [0, 2], P{x) = [0, 1] fiir x =|=0. 

21*2*1. Damit die Abbildung P oherhalb stetig sei im Punkte as A, ist 
notwendig und hinreichend, dap fur jede Folge ((c^rt)) aus A mit lim == a 

n 

und fur jede in B offene Menge G mit P(a) ^ G gelte: P(a„) 2 ^ 
aUe n. 

Notwendig: Es gibt ein so daB P (?7(,) gC?; fur fast alle n ist 
s also ist P (aj g G fur fast alle n. Hinreichend: Ist P nicht ober- 
halb stetig in a, so gibt es ein G'^P (a), so daB in jedem 0^ ein x li^» 
fur das nicht P{x) £<?. Dies gUt insbesondere fiir JL , d. h. es 

1 ** 
gibt ein a„, so daB a < ~ und nicht P (a„) 2 Dann ist a, und 

fur kein n ist P(a„) £ G. 

21*2*2. Damit die Abbildung P oberhalb stetig sei im Punkte as A, 
ist notwendig, dafi fur jede Folge ({On)) aus A mit lim a^^a gelte: 
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Dies folgt aus 21-2-1 wegen 17-1-5. 

21*2*21. 1st B in sick komfokt, so ist, damit die AbbiMung P von 
A auf B oherhdlb stetig sei im Purikte as A ^ hinreichend, dap fur jede 
Folge ((««)) cms A mit lim an = a gelte lim P (a„) £ P (a) . 

n n 

Dies folgt aus 21-2-1 wegen 17«1»61. 

Literatur: W. Hurewicz, Amst. Free. 29 (1926) S. 1014. 

3. In sich kompakte Abbildungen. Wir nennen eine Abbildung P 
von A in sicb kompakt, weun fiir jedes a; e A die Bildmenge P(a:) in 
sich kompakt ist. 

21*31. Damit die Abbildung P unterhedb stetig sei im Punhte as A, ist 
hinreichend, und wenn P in sich kom'pakt ist, cmch notwemdig, dap es zujedem 
d > 0 em p > 0 gebe, so dap fiir jedes x s giU: P (a) Q . 

Hinreichend: Ist ((a„)) eine Punktfolge aus A mit a, so ist a„ e K^q 
fur fast alle n, also nach Annahme P (a) £ ^p(a„)d ^ ^ 

nach 17«1*6: lim P (a„) 2 (P (o))® '^P {a)) nach 21.1.21 ist also P unterhalb 

n 

stetig in a, Notwendig: Ist die Bedingung nicht erfuUt, so gibt es ein 
d > 0, so daB in jeder Kugel * liegt, fiir das nicht P (a) 2 ^p(x)s • 

Dann gibt es ein a„ e A mit a < ^ , so daB nicht P (a) 2 ^p(a^) 6 • Nach 

17*1-61 ist dann nicht lyn P (a„) ^P(a), und nach 21.1.2 ist P nicht 
unterhalb stetig in a. ” 

21*3*2. Damit die Abbildung P oberhedb stetig sei im Punhte as A, ist 
nottoendig, und wenn P in sich kompakt ist, auch hinreichend, daP es zujedem 
d > 0 cm p > 0 gebe, so dap P (Kae) £ ^p(a)d • 

Notwendig: Da nach 9*4.1 Up^^^^ eine offene Menge 2P(a) ist, 
gibt es eine Umgebung 17« , so daB P (UJ 2 i^p(a)d • offen, gibt es 

ein g > 0, so daB dann ist P (Kag) £ P (27^) £ U . Hin- 

reichend: Sei O eine in B offene Menge 2 P (®)* Nach 15*2*54 gibt es ein 
d> 0, so daB £^; nach Annahme gibt es ein ^>0, so daB 

P da E^^ eine Umgebung ist, ist P oberhalb 

stetig in a. 

AIs Gegenstuck zu 21*1*3 beweisen wir nun: 

21*3*8* die in sich kompakte AbbUdmg P oberhalb stetig im Punhte 
as A, ist ((a„)) eine Punktfolge aus A mit lim = a, und ist b^sP (a^, 

n 

SO hot die Folge ((6„)) dnen Hdufungspunkt be P (a) , 
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Da nach 9*4*1 offene Menge 2 P (a) ist, gilt nach 21«2*1: 

V 

P (a„) 2 ^p(a)i- Ba 6„e P (a„) , gibt es also ein und ein 

y^e P (o) i so daB ^ ^ > wobei nooh + 1 > ^ angenommen werden 
kann. Da P (a) in sich kompakt, hat ((2/>)) nach 17*2*31 einen Hanfungs- 

punkt be P {a); wegen ~ ist 6 auch Hanfungspunkt von ((6^^)) , 

also auch von ((6n))* 

21*3*4. Ist P eine in sich hoTn/paMe, oberhalb stetige Abbildung dea in sich 
kompakten Eaumes A auf B, so ist auch B in sich kompakt, 

Denn sei ((6„)) eine Folge aus B und b^s P (a„). Da A in sich kompjtkt, 
hat ((aj) nach 17-2-81 einen Hanfungspunkt ae A, In ((a„)) giht es nach 
17«3*58 eine Teilfolge ((a„.)) mit lim == a; nach 21*8*8 hat daher ((6„.)), 

* i * * 

und somit ((6„)) einen Hanfungspunkt beB, Nach 17*2*81 ist eJso B in sich 
kompakt. 

Fiir unterhalb stetige Abbildungen gilt ein solcher Satz naturlich nicht. 

4. Zusammenhangende Abbildungen. Wir nennen eine Abbildung 
P von A zusammenhangend, wenn fiir jedes xsA die Bildmenge 
P(a;) zusammenhangend ist. 

21*4*1. 1st P eine zusammenhangende^ unterhalb stetige Abbildung des zu- 
samrrienhdngenden Eaumes A auf B, so ist auch B zusammenhangend, 

Sei P = P' + ein© Zerlegung von P in zwei abgesonderte Teile 
(§ 14, 1). Da P(x) zusammenhangend ist fur jedes xeA, ist nach 16-1-2 
entweder P{x) £ P' oder P(x) 2 Seien A' imd A" die Teile von A, 
fiir die P(x) £ P', bz’w. P(x) £ P". Dann sind A', A" abgesondert; 
denn angenommen, es ware etwa A' (A'')® 3) I dann gibt es ein a e A' und 
eine Punktfolge ((a«)) aus A" mit lim nach 14-l*l ist B' eine (in P) 

n 

offene Menge 2 P(a) ; nach ware dann Pia^) P' 3 A fiir fast alle n, 

das a^r ist unmdglich, weil P(a») £ P" imd P' B*^ = A, Also sind A', A" 
abgesondert, und da A zusammenhangend, ist nach sei es A^, sei 

es A'^ leer. Es ist also auch sei es P^, sei es B'* leer, d. h. nach 16«1*12: P ist 

ziisamTn ftTihftng ftnd- 

21*4*2. Jst P eine zusaminenhAngende, oberhalb stetige Abbildung des 
zusammenhangenden Eaumes A auf B^ so ist auch B zummmenhdngend, 

D^ Beweis ist ders^be wie fur 21«4*1, nur hat man skh, um zu zeigen, 
daB A^ imd A'^ abgesondert sind, auf statt auf 21*1*1 zu berufen. 
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5. Charakterisierung durch UrMldmengen. Wir entwickeln nun eine 
charakteristische Bedingung daiiir, daB eine Abbildung von A auf B unter- 
halb (oberhalb) stetig sei. 

Damit die Abbildung P von A auf B unterhcUb stetig sei^ ist not- 
wendig und hinreichend, da^ das Urbild (G) jeder in B qffenen Merige G 
offen in A sei, 

Notwendig: Sei as P'^(G) und be P(a)G; weil P unterhalb stetig, 
gibt es ein 17^, so daB P(x)0'^Aim:xsUa; dann ist aber auch a; e P ~ ^ 
also Ua S {^)» (^) offen in A, Hinreichend: Sei G offen 

in B und P(o) C? 3 ist ae P~^ {G), und da P”^ {G) offen in A, 

gibt es ein U^^P^^ (0); fiir jedes xsUa gibt es also ein Bild yeG, d, h. 
fiir xsUa ist P(x)G'^ A, d. h. P ist unterhalb stetig. 

21*5*2. Damit die Abbildung P von A auf B oberhalb stetig sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dafi das Urbild P"^ (P) jeder in B abgeschlossenen 
Menge F abgeschlossen in A sei. 

Not wendig: Sei a e A — P~^ {F); dann gehort kein Bildpunkt von a 
zu F, d. h. P (a) £ P — P. Da P — P offen und P oberhalb stetig, gibt es 
ein Ua , so daB P (Ua) ^B — F; fiir xeU^^ ist also P(a;) F = A, also 
x^sP^'^(F), d.h. xeA- P-^{F); also ist U^^A^ P-^{F), d. h. 
A — P"^ (P) ist offen, d. h. P”^ (P) ist abgeschlossen in A. Hinreichend: 
Sei ae A , sei G offen in P und P (a) £ (? ; da P = P — 6? abgeschlossen in 
P, ist naoh Annahme P“^ (P) abgeschlossen in A. Da P{a)F = A, ist 
a r,- e P"^ {F) , und da P"^ (P) abgeschlossen, gibt es ein U^, so daB 
Ua P'^(F)=A, Fiir dieses Ua ist P (Ua) P ^ , also P (f7«) £ , d. h. 

P ist oberhalb stetig. 

6. Inverse Abbildung. Sei P eine Abbildung von A auf P und P“^ 
die zu P inverse Abbildung (§ 1, 4) von P auf A, 

21*6*1. Ist ae P~^ (b), und ist P unterhalb stetig in a, so gibt es zu jeder 
Umgebung 27^ eine Umgebung Ua, so dap Ua £ P"^ (Uj ,) . 

Wegen a s P"^ (6) ist b e P(a), also ist P{a) Uf,'^A. Weil P unter- 
halb stetig in a, gibt es also ein so daB P(x) Ui,^A fiir alle xeUa; 
dann aber ist a; e P~^ (Ui,) fixe alle a? e Ua, d. h, Ua £ P”^ (U^), 

21*6*11. Damit die Abbildung P von A auf B unterhalb stetig sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dap es zujedem b e B, jeder Umgebung Uj, und jedem 
aeP~^ (b) eine Umgebung Ua gebe, so dap Ua £ P"*^ (U^)- 

Notwendig: IHes folgt aus 21*6-1. Hinreichend: Sei ae A, sei O eine 
in P offene Menge und P(a) O'^A, Ist dann beP(a) so ist (7 eine Um- 
gebung Uf,, Nach Annahme gibt es erne Umgebung Ua £ P~^ (G) ; fiir alle 
xeUaist dann P(a?) G^Ai also ist P unterhalb stetig in a. 
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21 - 6 - 2 - 1st P oberhcdb stetig in a, ist P (a) abgeschlossen in jB, und ist 
UaP~^{^b) Umgebung und jede Umgebung Ui,, so ist 

aeP-^ (6). 

Ware a^e P~^ (b ) , so waxe auoh b^e P (a) , es gabe also, da P (a) ab- 
geschlossen, nach 14* 2*41 und 14* 2*1 eine in B offeneMenge Q und eine Um- 
gebung Ui , , so daB P (a) ^0 und A\ da P oberhalb stetig in a, 

gabe es ein 27o, so daB P (?7J CQt, also P (11^) 27^ dann aber ware 
auch Ua P”^ (?7j) = yl , entgegen der Annahme. 

21 - 6 - 21 . Ist die Abbildung P von A auf B oberhalb stetig, und ist P{a) 
abgeschlossen in B fiir alle a e A, so giU fur jedes be B und jede Punktfolge 

({5„)) aus B mit b^^b: lim P"*^ (6„) £ P"^ (b ) . 

n 

Sei a e lim P"^ (b„) ; fiir jedes Ua ist dann Ua P"^ (bj 3 .d fiir unendlich 

n 

viele n; fiir jedes gilt: e Uj, fiir fast alle n, also ist P~^ (6^) g P"^ (Z7j) 
fiir fast alle n; somit ist Ua P"^ (^7^) 3 , also gilt nach 21-6*2: a s P"^ (6) . 

Die Umkehrung hiervon gilt in der Form : 

21 - 6 - 211 . Damit die Abbildung P von A auf den in sich kompaUen Baum 
B oberhcdb stetig sei, ist hinreichend, dap fiir jedes be B und fiir jede Punkt- 
folge ((bn)) aus B mit bn-*b geUe: Um P"^ (5„) £ P'~^ (6). 

n 

Sei as A und ((a^)) eine Folge aus A mit Ist be lim P(a^), 

V 

so gibt es nach 17-8-621 eine Teilfolge ((a,, )) und ein b„eP(a„ ), so daB 

n ti 

bn —b. Da dann a„ e P~^ (6„) und -*a, ist nach 17-8-6 : ae lim P'^ (b„) , 

n 

also nach Annahme auch a e P~^ (6), also be P(a). Aus b e lim P(a,) folgt 
** 

also beP(a), d. h. es ist lim P(aJ £ P(a) , also ist P oberhalb stetig 
nach 21.2-21. 

21 * 6 * 3 . Ist P eine oberhcdb stetige Abbildung des in sich kompakten Eaumes A 
auf den Baum B, und ist P (a) abgeschlossen in B fiir alle a s A, so ist auch 
P”i oberhcdb stetig. 

Nach 21-0*21 gilt fiir jedes be B und jede Punktfolge ((bn)) aus B mit 
bn-*b: lim P”^ (6,i) ^ P‘^ (b) ; da ^ in sich kompakt, ist P"^ nach 21-2-21 

n 

oberhalb stetig. 

Die Umkehrung hiervon gilt in der Form: 

21 « 6 * 31 - Damit die Abbildung P von A auf den in sich kompakten Baum 
B oberhcdb stetig sei, ist hinreichend, daP P"^ oberhcdb stetig sei, und P'^ (b) 
abgeschlossen sei in A fiir cdle be B. 
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Da oberhalb stetig, gilt fiir jede Folge ((6„)) aus B mit zufolge 
21»2*2: Hm P“^ (6„) £ (P"^ (5))®; da P~^ (6) abgescblossen, ist dies gleioh* 

n 

bedeutend mit lim P”^(6„) QP~'^(b}; nun folgt die Behauptung aus 21*6*211, 

n 

7. Zusammensetzung. Sei P eine Abbildung von A auf C, und Q eine 
Abbildung von C auf B; dann ist = P | ^ (§ 1? 4) eine Abbildung von 
A auf B, 

21-74. Sei 8 = P\Q; ist P mt&rhdlb stetig in a, wnd gibt es zu jedem 
be 8 (a) ein c s P(a), so dap bsQ(c) und Q unterhalb stetig in c, so ist 8 unter- 
hcdb stetig in a, 

Sei O eine in B offene Menge mit 8 {a)G'^ A, und aei be 8 (a) G; dann 
gibt es ein c fi P(a), so daB bsQ(c) und Q unterbalb stetig in c; dann gibt 
es eine Umgebung so daB Q {z)G'^A fiir alle zeUg, Wed Ug offen in 0 
und UcP(a)^Ay und weil P unterbalb stetig in a, gibt es eine Umgebung 
Ua ,"^so daB P(x) UcZ)^ xsUa» Sei xsUa und zeP(x)Uc; dann 

ist, me eben gezeigt: Q {z)G'^ A; es gibt also ein ysQ(z) G\ dann ist 
z 8 P{x)t ysQ (z), also ye8 (x), also /Sf (a;) ^ 3 -^5 ^ xeU^ 

gilt, ist 8 unterbalb stetig in a, 

21-7*2. Sei jS = P I Q; ist P oberhalh stetig in a und Q oberhalb stetig in 
jedem Purikte z e P (a), so ist 8 oberhcdb stetig in a. 

Sei G eine in B offene Menge ^8 (a). Da Q{z) ^8 (a) fiir aile zeP {a), 
und da Q oberbalb stetig in z, gibt es zu jedem zs P {a) eine Umgebung Ug, 
so daB Q (Uj) Q G, Setzen wir G^ = S Uz, so ist also aucb Q (G') ^G. 

zsPia) 

Da G' eine in C offene Menge 2 -P (®)> ^ -P oberbalb stetig in a, gibt es 

eine Umgebung Ua, so daB P (UA £ G^> Wegen Q ((?') g ist dann 
^ i^a) ^ (^, d. b. S ist oberbalb stetig in a. 


§ 22. Stetige Abbildtmgen. 


1. Stetige Abbildungen. 1st die Abbildung P des Eaumes A auf den 
Baum B im Punkte ae A sowobl unterbalb als oberbalb stetig, so belBt 
P stetig in a» Ist P in jedem Punkte asA stetig, so beiBt P stetig. In 
einem isoUerten Punkte von A ist jede Abbildung von A stetig. 

22*1*1. Damit die Abbildung P von A auf B stetig sei in a, ist riotwendigt 
dap fiir jede Folge ((««)) aus A mit lim = a geiUe: lim P (aj = (P (a))® . 


Dies folgt, da lim P (a«) = (P (a))® gleicbbedeutend ist mit lim P (o„) 


£ (P (a))® S ^ P (a^), aus 21*1*2 und 21*2*2. 

n 
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Ist B in sick kompakt, so ist, damit die Abbildung P von 
A auf B stetig sei in a, hinreickend^ da^ fiir jede Folge ((a„)) aiie A 
mit lim = a gelte: lim P(an) ~ P{a). 

n n 

Dies folgt aus 21-1-21 und 22-2*21 . 

Machen wir Gebrauch von der in § 9, 6 definierten Abweichung e {M, N) 
zweier Mengen, so erhalten w: 

22*1*2. Damit die in sick kompakte Abbildung P etetig sei in a, ist not- 
wendig und kinreichend, dap es zu jedem d> 0 ein a > 0 gibt, $o dap fur cdU 
xsK^a Ungleichung giU^): e{P{x), P{a)) < <5 . 

Dies folgt aus 21-8-1, 21-8-2. 

Aus 22-1*2 folgt in bekannter Weise: 

22-1*21- Damit die in sick' kompakte Abbildung P stetig sei in a, ist not- 
wmdig und hinreichend, dap fur jede Folge ifa^)) aus A mit lim a^=^ a gefie: 
lim e (P(a„), P{a)) = 0 . 

n 

22-1-3- Damit die Abbildung P von A auf B stetig sei^ ist notwendig und 
hinreichend, dap {0) offen in A sei fur jede in B offene Menge G, und 
P'^ (F) aJbgeschlossen in A sei fur jede in B abgeschlossene Menge F. 

Dies folgt aus 21-6-1, 21-5-2. 

22*1*4. 1st P stetig in a, Q stetig in jedem PunJcte zeP[a), so ist P^Q 
stetig in a. 

Dies folgt aus 21-7-1, 21-7-2. 

22-1*5. Ist P oberJudb stetig in a, und besteht P (a) aus einem einzigen 
PunktSy so ist P stetig in a. 

Sei P (a) = {b} und sei O eine in B offene Menge, so daB P{a)0'^A, 
d.h. be Gy d. h. P {a) S (?. Da P oberbalb stetig in a, gibt es eine Umgebung 
Ua, so daB P{Ua)^G; fur jedes xeUg, ist dann P(a?)£G, also 
P(x)G^ Ay also ist P auch unterbalb stetig in a, mithin stetig in a. 

2. GleicbmaBige Stetigkeit. Als Verscbarfung von 22-1-2 beweisen 
wir nun: 

22-2-1* Ist A' ein in sick kompakter Teil von Ay und ist P eine in sick 
kompakte Abbildung von Ay die in jedem Punkte von A' stetig ist, so gibt es zu 
jedem d2> 0 ein cr> 0, so dap fiir je zwei Punkte as A, of e A* mit aa' a 
die Ungleichung giU: e (P(a), P (a^)) <<5. 

AnderenfaJls gabe es ein d > 0 und fur jedes n zwei Punkte a^sA, d^eA* 

mit ttn ®n < ” ^ (^n)> ^ (®n)) ^ Da .4' in sick kompakt, hat 

n 

Ist die Abbildung P eindeutig, so reduzieren sick die Mengen P (x), P (a) auf 
je einen Punkt, und e (P (a;), P (a)) wird der Abstand dieser beiden Punkte. 
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((aj) einen Haufungspunkt as A', und durch tJbergang zu einer Teilfolge 
konnen wir annehmen: a; "vregen < — gilt dann auch -^a. 

71 

Da P in sich kompakt und stetig in a, gi’t nach 22* 1*21: e(P(a„), P(a)) 
e (P(0» ^i^)) somit nach § 9 (6*32) : e (P(a„), P(a„)) 0, im Wider- 

spruche damit, dafi e(P {a„), P (a')) ^ d war fur alle ti. 

Wir sagen: die Abbildung P ist gleichmaBig stetig auf A, wenn es zu 
jedem (5 > 0 ein cr > 0 gibt, so dafi fiir je zwei Punkte a, a' von A mit 
aa^ <.0 die Dngleichung gilt: e (P {a), P {a')) < S. Dann ist in 22* 2-1 
enthalten : 

22 * 2 * 2 . Jede in sich Jcompakte stetige AbhilduTig einer in sich hm^palcten 
Mmge A ist gleichmaBig steUg auf A. 

3. Teilabbildungen. Sei P eine Abbildung von A. Ist dann 0 £ A, und 
ordnen wir jedem a; e C7 als Bilder alle y e P (x) zu, so ist dadurch eine Ab- 
bildung von C definiert, die wir als die auf C eingeschrankte Teilab- 
bildung von P bezeichnen, in Zeichen C 1 P. 

Ist c £ C? und P stetig (oberhalb, unterhalb stetig) in c, so ist auch C \ P 
stetig (oberhalb, unterhalb stetig) in c; ist P stetig (oberhalb, unterhalb 
stetig) auf A, so ist O 1 P stetig (oberhalb, unterhalb stetig) auf C. 

22 * 3 * 1 . 1st P eine stetige Abbildung von A auf B, und ist P {a) abgeschlossen 
in B fur jedes a s A, so ist, wenn C dkM in A ist, die Abbildung P durch die 
TeilabbUdung Cl P vdllig bestimmt. 

In der Tat, nach Annahme ist P (a) abgeschlossen, d. h. es ist 
P (a) = (P (a))®. Da C dicht in A, gibt es nach 17*8*63 zu jedem a £ A 
in C eine Polge {(c„)) mit nach 22*1*1 ist dann P (a) = lim P (c„). 

n 

4. Erweitenmg einer Abbildung* Wir haben bisher, wenn P eine Ab- 
bildung von A auf B war, A und B selbst als die zugrunde gelegten metrischen 
Baume betrachtet: alle auftretenden Relativbegriffe (wie: offen, abge- 
schlossen, abgeschlossene Hulle, dicht) waxen in bezug auf A, bzw. B zu ver- 
stehen. Nun denken wir uns A und B als Punktmengen je eines metrischen 
Eaumea X 2 A, Y ^ B ; alle auftretenden Relativbegriffe sind im folgenden, 
wo niohts anderes gesagt, in bezug auf X, bzw. Y zu verstehen. 

Ist P eine Abbildung von A und A £ A' £ X, so heiBt jede Abbildung 
Q von A' auf eine Punktmenge B' £ 7, fur die P=A 1 Q ist, eine Er- 
weiterung von P auf A\ Ist insbesondere Q stetig auf A' (was nur moglich 
ist, wenn P stetig auf A), so heifit Q eine stetige Erweiterung von P. Sei 
A £ A^ £ A^ ; da dann nach 11*8*12, 11*8*2 A dicht in A^ ist, kiwm es xiach 
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22*8«1 bochstens eine stetige Erweiterung Q von Pauf A' geben, bei der 0(a) 
abgeschlossen ist fiir alle asA', 

Sei P eine Abbildung von A ; dann heiBe der Punkfc d e A® ein Konver- 
genzpunkt von P, wenn es zu jedem s > 0 eine Umgebung U- gibt, so dafi 
fiir je zwei Punkte a, a' von A U- die Ungleichimg gilt: 

(4) ^ e{P {a), P (a')) < e . 

Die Menge A aller Konv&rgenzpunkte von P ist ein 0^ {in X). 
Fiir jedes £ > 0 ist die Menge Ag aller x e A®, zu denen es ein Ug. gibt, 
so daU fiir je zwei Punkte a, a' von A Ungleiohung (4) gilt, offen in J.®, 
denn mit x gehoren aucb alle Punkte von A^ zu Ag . Wegen A = D A i 

— ^ n 

ist also A ein in A^; und da A® nach 10*7*41 ein in X, ist nach 
10*9*2 auch A ein (3^5 in X. 

224 * 2 . Ist P eine Abbildung von A auf eine Menge B des vollstdndigen 
Baumes Y, ist P (a) beschranU fiir alle aeA, und ist d ein Konvergenz- 
funkt von P, so gibt es eine nicht leered besehrdnhte, ahgeschloss&ne Menge 
i so dap fur jede Folge ( (a„)) aus A mit an-*d gilt : lim P (a„) = Q- und 
e(P{a„),Qs)^0. 

Sei a„ e A, a„ -► a ; ZU jedem a > 0 gibt es ein ?7-, so dafi fiir je zwei Punkte 
a, a' von A 27- Ungleiohung (4) gilt; es gibt ein n ^ , so dafi a^s A 17- fiir 
n'^ng\ dann ist e (P (a„) , P (a„,)) < e ftirn ^ w, , d. h. die Mengen- 

folge ((P(a„))) ist eine Cauchysche Folge (§ 18, 10). Nach 18*10*2 
existiert also lim P (a„), ist nach 18*10*21 beschrankt und abgeschlossen, 

n 

und nach 18*10*22 3 A. Fiir alle Folgen ((a„)) aus A mit a„-*a 
stimmt lim A„ iiberein; denn ist {(dj) eine zweite solche Folge und 

n 

n - 1 = j %-^a, also existiert lim P {d ^) , und 

n 

somit ist lim P (a„) = lim P (a 2 n~i) = ^ P (ag J = lim P (o^) , 

n n n n n 

wie behauptet. — Setzen wir noch lim P (a„) = Q-, so gilt nach 18*10*8 

n 

e(P(a„), Q-) -0. Wegen a„eA ist P(a„) g B, also wegen Q; =lim P (a„) 
nach 17*1*28: " 

22 * 4 * 21 . Ist in 22*4*2 die Abbildung P in sick hmupaM, so ist auch die 
Menge Q- in sick kompaht. 

Ba Q' nach 22*4*2 abgeschlossen, geniigt es nach 15*2*2, zu zeigen, dafi 
Oj kompakt. Ware 0- nicht kompakt, so gabe es nach 18*8*8 ein ^ > 0 und 
eine Punktfolge ({b^)) in so dafi 6, V ^ ^ fiir v =t= v' (v, v' — 1, 2, . . .) . 

Sei fl^s a„-a; nach 22-4.8 ist e (P (a„) , Q;) < | fur fast aUe »; sei » bo 

gewShlt; dann gibt es ein « P (oj . so daB 6, bl < wegen b,b„ S g 
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ist aber dann 6* 6^ ^ fiir r =[= v'; die 6* (v = 1 , 2, . . .) wiirden also eine 
o 

unendliche Menge M £ P(a„) mit IP- bilden, entgegen der Annahme, 
die Abbildting P sei in sich kompakt. 

22*4-3. Ist die in sich komjpakte Abbildung P von A auf die Menge B des 
voUstdndigen Baurnes Y stetig, so gibt es eine und nur eine stetige Erweiterung 
Q von P auf die Menge A der KonvergeTtzpunkte von P, und zwar ist Q in sich 
komjpakt, und es ist Q (A) £ P®. 

Alls folgt, daB jeder Punkfc von A Konvergenzpunkt von P ist; 

also: A^A. Nach 15*1*5 und 15«2*22 ist P (d) bescbrankt und abge- 
schlossen fiir alle cte A, Fiir alle deA ezistiert also die Menge Q- von 22«4-2. 
Ist deA, so folgt aus 22*1*1: Q- = (P (a))® = P {d), Bezeicbnen wir.mit 
Q die Abbildung, die jedem deA alle Punkte von Q- zuordnet, so ist demnach 
C eine Erweiterung von P auf A; und da nach 22*4*2 ^ (a) = g P®, so ist 
auoh Q{A) £ P®. Naob 22*4*21 ist die Abbildung Q in sicb kompakt. Wir 
zeigen nun, dafi Q eiae stetige Abbildung von A ist. Sei deA, d^e A, 

dn^^d, Nach22*4*2gibt es ein o„aA, sodaBa„a„< — ,e(Q- ,Qa)< — ; 

n ^ ^ n 

dann ist auch -a, also nach 22*4*2: e (Q-, QaJ - 0; da nach § 9 (6-32) : 

Qz) QaJ QfiJ <^(Qa» ^ 0 . + ~ » 8 ^* ^ 

® Qa) 22*1*21 ist also die Abbildung Q von A stetig. DaB 

es keine andere stetige Erweiterung von P auf A gibt, folgt, da Q- n^h 
22*4*2 abgesohlossen ist, aus 22*8*1, denn wegen A gA gA® ist A nach 
11*8*12 und 11*8*2 dicht in A, 

Nun zeigen wir noch, daB — bei in sich kompakten Abbildungen — A der 
groBte Teil von A® ist, auf den P stetig erweitert werden kann: 

22«4f31* Oibt es eine stetige, in sich kompakte Erweiterung Q von P auf die 
Menge A* g A®, so ist A* g A. 

Sei a* 6 A* und d > 0; nach 22*1*2 gibt es eine XJmgebung C7^*, so daB 
« (C («)» Q («♦) < 2 fiir aUe a;sA*I7«„ also e{Q{x), Q{xf))<d fiir alle 

X und a/ aus A* da ^ (a) 5= P (a) fur alle a a A, ist also 

^(P P(«'))<d fur alle aundo^vonA d.h.a* ist ein Konver- 

genzpunkt von P, d. h. a* e A. 

22*4*i» 8e^ P eine in sich komgpakte Abbildung von A auf eine Punktmenge 
eines voBstdndigen Baumes; damit es eine stetige, in sich kompakte Erweiterung 



§ 23. Eindeutige stetige Abbildungen. 


159 


Q von P auf die Menge gebe, ist nc^wendig und hinreichetid^ dap fur jeden 
kompakten Teil A' von A die TeilabbUdung A' 1 P gleichmdpig stetig set. 

Notwendig: Na»oh 15* 2*4 ist A'^ eine in sich kompakte Menge ^A^, 
1st Q stetig auf A®, so ist A'^ 1 Q stetig auf A'^, also nach 22*2*2 auch gleich- 
mafiig stetig; also ist auch A'l Q == A'l P gleichmaBig stetig. Hinrei- 
chend: Ist A'l P gleichmaBig stetig fiir jeden kompakten Teil A' von A, 
so ist P stetig auf A; denn sei ae Aj e A, a; dann ist die aus den 
Punkten a, a„ (n = 1, 2, . . .) bestehende Menge A' kompakt, also ist A' 1 P 
stetig, also gilt nach 22.1.21 e (P (a„), P (a)) - 0, und da dies fiir jedes 
as A und jede Edge ((«„)) A mit a gilt, ist auch P stetig nach 
22*1.21. Nach 22.4*8 geniigt es also zu zeigen: A = A®. Sei d e A® und <x„ e A, 
a^-^d; dann ist die aus den Punkten (ti == 1, 2, . . .) bestehende Menge A' 
ein kompakter Teil von A ; also ist nach Annahme A' 1 P gleichmaBig 
stetig; somit gibt es zu jedem 6 > 0 ein so daB e (P (a„), P (a^)) < d fiir 
n ^ Tig, u' 71^; da dies fiir jede Edge ((ct„)) aus A mit gilt, so folgt 

in bekannter Weise : es gibt eine Umgebung 17- , so daB e (P (a), P (a')) < d 
fiir alle a, a' aus .4 C7-; d. h. as A, Aus de A® folgtalso as A, d. h. es ist 
A® Q A, und da gewiB A £ A®, ist A = A®, tv. z. b. w. 

In 22.4.4 ist enthalten: 

Ist P eine in sich kompaMe Abbildmig der kompakten Menge A 
avf eine Punktmenge eines vollstdndigen Eaumes, so ist, damit es eine stetige, 
in sich kompakte Erweiterung von P auf A® gebe, notwendig und hinreicherid, 
dap P gleichmdpig stetig sei, 

§ 23. Eindeutige stetige Abhiidimgen. 

1. Eindeuiige stetige Abbildungen. Wir bctrachten nun insbesondere 
eindeutige Abbildungen P einer metrischen Menge A auf eine metrische 
Menge B; wo nichts anderes gesagt, fassen -wir A und B selbst als die zu- 
grunde gelegten metrischen Raume auf, auf die sich die vorkommenden 
Relativhegriffe beziehen, 

Jede eindeutige Abbildung ist in sich kompakt (§21, 3) und zusam- 
menhangend (§21,4). 

Ist die Abbildung P eindeutig, so besteht fiir jedes xs A die Menge P{x) 
aus einem einzigen Punkt, dem Bildpunkt von x; da dies zu keinem MiB- 
verstandnis fuhren kann, bezdchnen Tnr auch diesen Bildpunkt selbst 
mit P («). 

Gibt es eine eindeutage, stetige Abbildui^ von A auf B, so heiBt B koiz 
ein stetiges Bild von A. 
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Alls den Definitionen folgt uninittelbar: 

^'wr eindeviige Abbildung&n fallen die Begriffe ^nnterTialh stetig*\ 
^jOberhalb stetig'\ ,,stetig'' zvsammen, 

Aus 22*1*2 folgt: 

23«1*2« Damit die eindeutige Abbildnng P von A steiig sei im Ptinkte as A, 
ist mtwendig vnd hinreichend^ da^ es zu jedem d'> Q ein <t > 0 gibt, so dafi 
der Ahstand F(x) P{a) <d ist fiir alle xeK^^^, 

Aus 22*1*21 folgt: 

23*1*21. Damit die eindeutige Abbildung P von A steiig sei im Punkte 
as A, ist notwendig und hinreichefnd^ da^ fiir jede Folge ((«„)) A mit 
a^-^a gelte : P (a„) P (a), 

Aus 21*1*4 folgt: 

23-l*3< Ist P eine stetige Abbildung von A und ist A' dicht in A, so ist 
P (A') dickt in P (A). 

Hierin ist enthalten: 

23*1*81. J edes stetige Bild einer separablen Menge ist separabel. 

Aus 22*1*4 folgt : 

23-l*4* Ist P eine eindeviige stetige Abbildung von A auf und Q eine 
eindeutige stetige Abbildung von B auf C, so isi P\^Q eine eindeutige^ stetige 
Abbildung von A auf C. 

2. Urbildmengen. Wegen 28*1*1 folgt aus 21*5*1: 

23-24. Damit die eindeutige Abbildung P von A auf B stetig sei, ist not- 
wendig und kinreichend; dap {G) offen in A sei fur jede in B offene Menge G, 

Ebeuso erhalt man aus 28*1*1 und 21.5*2: 

23-2.11. Damit die eindeviige Abbild/ung P von A auf B stetig sei, ist 
notwendig und hinreielieind, dap P~^ (P) abgeschlossen in A sei fur jede in B 
dbgescJdossene Menge F, 

23-2-12. Ist P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B, und ist B* 
ein G^ {ein Ff) in B, so ist P“i {B') ein G^ {ein Ff) in A. 

Ist P' ein G^ in B, so folgt die Behauptung aus 28*2*1 und der ersten Formel 
in 2*1*8; ist B* ein F^ in B, so folgt sie aus 28*2*11 und der ersten Pormel 
§ 2 (1*9), angewendet auf P'^. 

3. Eindeutige stetige Abbildungen in sieh kompakter Mengen. In 

21*8*4 ist enthalten: 

23-3-1. Jedes stetige Bild einer in sich kcm^kten Menge ist in sick hm- 
^pald. 
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23*3*2* J ede in sick Jcompakte Menge A ist stetiges Bild jedes dyor 
discken Diskcmtinuums A, 

Nach 18*8«2 ist B darstellbar durch ein dyadisches Schema Bj, , , it 
und das dyadische Diskontinuum A ist darsteUbar durch ein disjunktes 
dyadisches Schema jeder dyadischen Folge ((Aj^)) entsprioht 

(§ 18, 7) ein Punkt e B , und zwar der einzige deni Durchschnitte 
• • • angehorende Punkt; ebenso entsprioht der 
dyadischen Polge ((Ary)) ein Punkt A , wobei verschiedenen Folgen 

{{k^)) verschiedene Punkte entsprechen (§ 18, 9); die Zuordnung der 
dyadischen Folgen {{k^)) und der Punkte von A ist also eineindeutig. 
Ordnen mr dem Punkte cbgi^)) b A den Punkt s B zu, so ist dies eine 
eindeutige Abbildung P von A auf B; es ist also nur mehr zu zeigen, dafi 
diese Abbildung P stetig ist. Seien a = cb^ge ^)) » «n = ®((*„y)) von A, 

und sei a^-* a] fur jedes v gilt dann nach 18*9*2 A;„ y = Av fiir fast alle n\ da 
P (a) = j P (c^n) = ^<(*“My))» nach 18*7*S auch 6 ; somit ist 


P stetig nach 23*1«21. 

Insbesondere erhalt man eine stetige Abbildung des dyadischen Bis- 
kontinuums A auf das Intervall [0, 1], indem man dem Punkte A 


den Punkt ^ ^ 

V 2 *' 


zuordnet. 


Da ein Punkt von [0, 1] auf hochstens zwei 


V7 A^ 

Arten als Bualbruch ^ —gesohriebenwerdenkann, hat beidieser Abbildung 


jeder Punkt von [0, 1] in J. hochstens zwei Urbilder. — Eine stetige Ab- 
bildung des dyadischen Biskontinuums auf das Quadrat [0,0; 1, 1] erhalt man, 

indem man dem Punkte den Punkt 

zuordnet. Ba jede Zahl x^, bzw. sc^ aus [0, 1] auf hochstens zwei Arten als 
Bualbruch geschrieben werden kann, hat bei dieser Abbildung jeder 
Punkt des Quadrates [0, 0; 1, 1] in A hochstens vier Urbilder. 

23*3*3. 1st P eine eindeutige^ stetige Abbildung der in sick kompakten 
Menge A, so ist die Abbildung oherkcdb stetig. 

Bies ist enthalten in 21‘6*8. 


23*3*31. Damit die eindeutige Abbildung P von A auf die in sick kompakte 
Menge B stetig sei, ist kinreickend, dafi P“^ oberkcdb stetig sei, und P~^ {b) 
abgescklossen sei in A fiir alle be B. 

Bies folgt aus 21-8*81 und 28»1*1. 

Wir nennen ein disjunktes System ® von Teilen der Menge A, dessen 
Summe A ist, ein oberhalb stetiges Zerlegungssystem von A, wenn 
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es zu jeder Menge Cs^ und zu jeder in A offenen Menge G^C eine in A 

offene Menge G' gibt, so daU fiir jede Menge C e (£ mit CG' ^ A gilt: 
CQG. 

23 * 34 . Ist P eine eindevtige, stetige Abbildung der in sich Icompakten 
Menge A auf B, so ist d<is System der Mengen P~^ (b) (b e B) ein oberhalb 
stetiges Zerlegungssystem von A, 

Sei b £ B xind G eine in A offene Menge 2 (b ) . Da nach 2S*3*3 

oberhalb stetig ist, gibt es eineUmgebnng U^, so daB P~'^(Ui) £ G\ nach 
23-2.1 ist also (Ui) eine in A offene Menge G' ^G , und es ist auch 
(r' 2 P"^ (5) . Aus P'^ (6) G' ^ A folgt bsUi, mithin P"^ (b) QG' ^G. 

Um die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, zeigen yrir zunaehst, daB, 
wenn A irgendeine metrische Menge bedeutet, jedes aus in A abge- 
schlossenen Mengen bestehende, oberhalb stetige Zerlegungssystem ® 
von A selbst als metrischer Raum aufgefaBt werden kann. Zu dem Zwecke 
zeigen -wir zuerst, daB S^alstopologischer Raum aufgefaBt werden kann, 
indem wir ein den topologischen Axiomen If) , 2f) , 3f ) , 4f) , 5f) von § 9, 1 ge- 
niigendes System in (S offener Mengen definieren : 

Die Menge @ heiBe offen (in S), wenn S C offen in A ist. 

Die Axiome If) , 3f) , 4f) sind dann offenbar erfuUt ; wir zeigen, daB auch 5f) 
(und somit 2f)) erfiillt ist. Zu dem Zwecke beweisenwir zunachst den Hilfs- 
satz: 

23 * 3 * 5 . 1st G eine in A offene Menge, so ist das System (B alter C e^, die 
^G sind, eine in © offene Menge. 

Es ist zu zeigen : Ist (r ♦ — SC, so ist G* offen in A . Sei a* sG*; dann gibt 

Ce® 

es ein (7* e (35, so daB a* eC*; wegen C* ^G gibt es nach Definition des 
oberhalb stetigen Zerlegungssystems eine in A offene Menge G' 2 so <^3*^ 
fiir jedes <7 e (£ mit CG^'^A gilt: C^G, und mithin Ce Zu jedem aeG' 
gibt es em Ca e ^ , so daB as Cay dann ist CaG' '^A, also e (55 , also 
aeG*; also ist C' 2 C* ; wegen a* e G' ist also a* innerer Punkt von G* , 
nach 10*8*6 ist somit G* offen in A, w. z. b. w. 

Nun erkennen wir leicht, daB Axiom 5f) erfiillt ist : sei 0^ e (72 £ (£, (7^ =[= (> 2 ; 
dann sind G ^ , fremde, abgeschlossene Mengen des metrischen Raumes 
A ; nach 14* 2*41 gibt es also zwei fremde, in A offene Mengen 2 » ^2 2 ^2 J 

nach 28«3*5 sind die Systeme (55i bzw. (^2 s-Uer C e (£ , die ^G-^, bzw. 2 G^ 
sind, fremde, in (S offene Mengen, und es ist 

Durch obige Definition der in (5 offenen Mengen ist nun ® zu einem topo- 
logischen Raum gemaoht. Da die abgeschlossenen Mengen die Komple- 
mente der offenen Mengen sind, so gUt: 
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23*3*51* Damit die Menge (5 £ S abgeschlossen {in (S^) sei, ist noiwendig 
und hinreick&nd, da^ S C abgeschlossen in A sei, 

Ce(S 

23*3*52. Der topologische Baum ^ ist regular, 

Nach § 14, 2 bedeutet das : Ist CqB^, ist (g eine in (£ abgeschlossene Menge 
und C7o ^ £ (5 , so gibt es z-wei fremde, in S offene Mengen (5J, so daB 
@ @ , CqsQ^', Nach 23*B*51 ist J^= S C abgeschlossen in A, und nach 

Ce(£ 

Annahme ist Cq abgeschlossen in .4; wegen isb CqF = A; da A als 

metrischer Kaum nach 14-2-41 normal ist, gibt es zwei fremde in A offene 
Mengen Gy G', so daB F ^G , Cq ^G'. Ist bzw. das System aller 
Ce(E , die £ G , bzw. ^G' sind, so sind ® und nach 23*B*5 offen in ®, 
es ist ® ^ und ® £ ® , Oq e w. z. b. w. 

23*3*53* Ist A in sich komjpakty so ist der topologische Baum ® separabel. 
Nach 15* 1*41 ist A separabel. Sei i? 2 , . . ., JET,, . . . ein ausgezeichnetes 
System in A offener Mengen (§ 13, 1), und seien • • •; ^n» • • • a-b- 

zahlbar vielen in A offenen Mengen, die Summe endlich vieler Hn sind; das 
System aller Os®, die ^GJ^ sind, heiBe (5J„; nach 23*3*5 ist offen in ®. 
Es geniigt zu zeigen; die nicht leeren unter den Mengen ® 2 » • * •> * 

bilden ein ausgezeichnetes System in ® offener Mengen. Sei ® eine in ® offene 
Menge, und sei Cq€(§; wir setzen G = S C; dann ist G offen in A und 

Ce® 

Gq £ G; also gibt es zu jedem ce C70 ein Hy,, so daB c e Hy, ^G; da Cq 
als abgeschlossener Teil der in sich kompakten Menge A nach lo-2*3 in sich 
kompakt ist, gibt es nach 16*5*1 unter diesen endlich viele, in deren 
Summe die Menge Cq enthalten ist ; dann ist Cq Q £ G , somit 
G'o £ » @n S ® Z- Vf. 

23*3*54* Ist A in sich kompakty so ist der topologische Baum ® meirisierbar. 
Dies folgt wegen 23*3*52, 23«3*53, aus 14-3-31. 

Nun beweisen wir folgende Umkehrung von 23*3*4: 

23*3*6* Ist A in sich kompakt und ist ® ein aus in A obgcscKLosseTim Mengen 
bestehendes oberhalb stetiges Zerlegungssystem von Ay so gibt es eine eindeviige 
stetige Abbildung von A auf einen metrischen Baum By so dap ® das System 
alter Mengen {b) (6 e B) ist, 

Nach 28^3*54 kann ® als metrischer Baum aufgefaBt werden; wic defi- 
nieren eine eindeutige Abbildung P von A auf die Elemente C von ® durch : 
P (a) = Cy wenn aeC. Es ist noch zu zeigen, dafi diese Abbildung stetig 
ist. Sei ® offen in ® und G = SO; nach Definition der in ® offenen Mengen 

ist dann G offen in Ay und nach Definition der Abbildung P ist 0 = P~^ (®) ; 
nach 23*2*1 ist also P stetig. 
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Literatur: Satz 23»8«2 staxnmt von P. Alexandroff, Amst. Proo, 28 (1925) 
S. 997. Pie Theorie der oberhalb stetigen ZerlegTingssysteme geht zurilck auf R. L. 
Moore, Am. Trans. 27 (1926) S. 416. Zu den bier erSrterten Anwendungen dieser 
Theorie vgl. P. Alexandroff, Math. Ann. 96(1927) S. 555; C. Kuratowski, Fund, 
math. 11 (1928) S. 169. 

4. Erweiterong. Da sich bei eindeutigen Abbildungen P die Abweichoog 
€ {P(a), P(a')) auf den Abstand P(a) P(a') der Punkte P(a), P(a') redu- 
jsiert, lautet die Definition der gleichmaBigen Stetigkeit (§ 22, 2) nunmehr: 
Die eindeutige Abbildung P von A heifit gleichmaBig stetig, wenn es 
zu jedem (5 > 0 ein o > 0 gibt, so daB fur je zwei Punkte a, o' von A mit 
o o' < <7 die Ungleichung gilt: P (a) P (o') < d . 

Was die Erweiterung (§ 22, 4) einer eindeutigen Abbildung anlangt, so 
gilt: 

23 * 4 * 1 » die AbbilduTig P von A eindeutig, und ist Q eine steiige Erweite^ 
rung von A auf eine Menge A* £ A®, so ist auch Q eindeutig, 

Sei o £ A * ; da dann auch o s A®, gibt es in A eine Folge ((o«)) mit o; 
angenommen es gebe in Q (a) zwei Punkte 6 =4= dann gabe es zwei fremde 
Dmgebungen , 27*, . Da Q als stetige Abbildung auch unterhalb stetig 
ist, miiBte nach 21*1*1 Q (a„) 27* 3 A und Q (o„) 27*, 3 A sein fur fast alle n; 
da aber Q (o^) = P (o„) ist, und da, weil P eindeutig, P (o„) nur aus einem 
Punkte besteht, ist das umnoghoh. 

Aus 22*4*41 entnehmen wir somit: 

23 * 4 * 2 * 1st P eine eindeutige Abbildung der kom^paUen Menge A auf eine 
PunJctmenge eines vollstdndigen Baumes, so ist, damit es eine eindeutige 
stetige Erweiterung von P auf A® gebe, notwendig und hinreichend, dafi P 
gleichmd^ig stetig sei, 

Literatur: P, Hausdorff, Gnindz. d. Mengenlehre S. 368. W. Sierpiiiski 
und A. Zygmund, Fund. math. 4 (1923) S. 317. A. Lindenbaum, Fund, 
math. 18 (1926) S. 215. 

5. Eindeutige stetige Abbildungen lokal-zusammenhangenderMengen. 
Aus 21*4*1 Oder 21*4*2 entnehmen wir: 

23 « 5 * 1 « Jedea stetige Bild einer zummmenhdrigeriden Menge ist zusammen^ 
hdngend. 

Fiir Ibkal-zusanamenhangende Mengen (§ 16, 5) gilt nur: 

28 * 5 * 2 . Jedes stetige Bild B einer in sick kompakten, lokaUztisammen^ 
hdngenden Menge A ist hkat-inisamineididngend, 

Sei P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B. Nach 16*6*2 geniigt 
es, zu zeigen, daB die Komponenten jeder in B offenen Menge offen in B 
Bind; sei also E offen in JB, sei A" eine Komponente von E und b a K\ •wir 
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haben zu zeigen: es gibt eine Umgebung £ K. Nach 28* 2*1 ist P"^ {E) 
offen in A\ well A lokal-zusammenliangend, sind nach 16*5*2 auch die 
Komponenten von offen; ist also G die Summe derjenigen Korn- 

ponenten C von P"^ (E) , fiir die P"*^ (h) O^A, so ist G eine offene 
Menge £ P”^ (6). Da nach 28*8*3 P"^ oberhalb stetig ist, so gibt es 
eine Umgebung U^,, so daB P"^ (U^) £ (?. Nach 28*5*1 ist das Bild P (0) 
einer Komponente O von P“^ (E) zusammenhangend ; also ist P (G) Summe 
zusammenhangender Mengen, die den Punkt b gemein haben, also ist nach 
16*1*41 P (G) zusammenhangend, und wegen be P (G) ist P (G) £ K, 
Wegen P-i (U^) £ ^ ist aber £ P ((?), also £ K, w. z. b. w. 

Wir werden nun umgekehrt zeigen, dafi je zwei in sich kompakte, zu- 
sammenhangende und lokal-zusammenhangende Mengen, die mehr als 
einen Punkt enthalten, stetige Bilder voneinander sind. Dazu benotigen 
wir den Hilfssatz: 

23 * 5 * 3 * 1st die in sich kompakte Menge B lokal-zvsamrrieTihdngeTid, so gibt 
es zu jedem ^ > 0 em cr > 0, so dap jeder Punkt be B einem Gebiete Q^, 
{in B) angeJuki, fur das 

Anderenfalls gabe es ein p > 0 und eine Eolge ((6„)) in B, so daB es kein 
der Beziehung JL S ^ e genugendes Gebiet G gibt. Da B in sich 

n n 

kompakt, hat ((6„)) einen Haufungspunkt be B. Da P lokal-zusammen- 
hangend, ist nach 16*5*2 die zu 6 gehdrige Komponente von Ki,± ein 

Gebiet G ; dann ist aber 1 £ G £ Kj „ fiir unendlich viele n, ent- 

^ n ^ 

gegen der Wahl der . 

23 * 5 * 4 * 1st B in sich kompakt, zummmenhangend uvd lokcd-zusammer^ 
hdngemd, un/d ist b' e B, 6" e B, so gibt es eine eindeutige, stetige Abbildung Q 
von [0, 1] auf B, so dafi Q (0) == 6', Q (1) = 6". 

Nach 28*5*8 gibt es ein > 0, so daB jeder Punkt be B einem Gebiete 

Gt, angehort, fiir das Gj, £ J_ ; da hierin offenbar ^ ^ ist, so 

haben wir: Nach 9*7*1 und 15*1*4 gibt es in P ein endliches 

cr^-Netz ( 7 „. Seien c^, c^ die endlich vielen Punkte von Ci. 

Nach 16*2*2 gibt es in P eine endliche Oi-Kette, die 6' mit Cj verbindet, 
eine endliche cXj^-Kette, die mit C 2 verbindet, . . . , eine endliche 
a^-Kette, die mit c* verbindet, eine endliche cr^-Kette, die mit 6" 
verbindet. Diese Oi-Ketten fiigen sich zusammen zu einer endlichen 
a^-Kette, die 5' mit b" verbindet; indem wir notigenfalls emen Punkt 
mehrmal anschreiben, konnen wir annehmen, sie bestehe aus 2*'^+! Punkten: 
bf^b^f\ jeder Punkt von kommt unter den 

Punkten ^ (i — 0, 1 . . . , 2*'*— 1) vor. Da ein cr^^-Netz in P, gibt ea 
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zu jedem ceC^ unter den Punkten (i =0, 1 . . 2'‘-l) mindestens 
einen mit 6 Wc<(Ti; bedeutet = 1. • • - 2’*— 1) die Menge aUer 

csCo mit b^^^c<<y-,, so ist demnach 0^= S CfK Zufolge der Wahl 
von GTi gibt es ein Gebiet so dafi S^t £ 1 • • •» 

; sind , cj die endlich vielen Pnnkte von Cf^, so ist also 

c' (A= 1, 2, . . Z) und Da Gi zusammenhangend, gibt es 

nach 16«2*2 in G^ eine mit c\ verbindende Og-Kette und eine 
mit bf}^ verbindende (Xg-Kette A'\ durchlaufen wir A-^ zuerst in der 
Richtung von nach dann in der nmgekehrten Richtung, sodann 
A^ zuerst in der Richtung von nach Cg, dann in der umgekehrten 
Richtung, . . sodann Ai zuerst in der Richtung von 6$^^ nach Cp dann 
in der umgekehrten Richtung, und schlieBlich noch A\ so erhalten wir 
eine b^^^ mit verbindende ag-Kette in Gp dabei konnen \pir an- 
nehmen, dafi aUe diese crg-Ketten (fur i = 1, . 2’'^-!) aus gleich 

vielen, und zwar aus 2*'*+l Punkten: = * • *» ^(f+i) 2 *’» 

= bestehen; jeder Punkt von kommt unter den Punkten bf^ 
(j =:t2’'*, + (i+1) 2*'*) vor; also kommt jeder Punkt von 

C^ + C^ unter den Punkten bf (j=^Q 1, . . vor; wegen bfeGi 

(i2’«s: J ^ (t+1) 2'*) und ist 6^ 6f><i-fur i2-:^j^(i+l)2’‘. 

In derselben Weise Itan-n nun zwischen je zwei Punkte bf\ eine aus 
2’*+l Punkten: bf = bfl„, = bestehende 

cr^-Kette so eingesohaltet werden, daU s&ntliche Punkte von 0^ + 
unter den Punkten (i = 0, 1, . . . , vorkommen, und daB 

bf> < i fur j 2" ^ jfc ^ (j + 1) 2\ mithin | ^ fur i 2’’*+*’» 

. Wir erhalten so fur jedes n eine endliche Anzahl von 
Punkten: 6' = = 6", so dafi samtliche Punkte von 

+ Cj 4- . . . + On unter den 6^^^ (/ = 0, 1, . . . , vorkommen, 

und so, dafi fur alle zwisohen tmd eingesohalteten Punkte 

(j 2'»+»+ -+»«+» ^l^{j + l) 2 ’» h - i + •••+»«+») gilt: bf^ 6 <"+*> < ^ + ^ + 


- • • ; dabei ist Wir ordnen nun dem dyadisoh ratio- 

nalen Punkte * = O' = 0, 1, . . 2’’*+’*+- V"’») den Punkt bf> 


zu. Dadurch. ist eine Abbildung 3 der dyadisoh. lationalen Punkte von [0, 1] 
auf einen Tdl B' 3 S C, von B gegeben, b« der S (0) = b', S (1) = 6" ; 
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und da fiir die Bilder y der dyadisch rationalen Punkte von — 7 — 1 

j 2'<i+ 2^1 + • ■ • ’ Abbildung gleich- 

maBig stetig. Da B als in sich kompakte Menge nach 18-3*1 vollstandig 
ist, gibt es zufolge 23* 4* 2 eine stetige Enveiterung der Abbildung 8 zu 
einer eindeutigen Abbildung Q von [0, 1] auf eine Menge B , bei der 
Q (0) = 6' , Q (1) = 6" . Nach. 23*8*1 ist M in sich kompakt, also ab- 
geschlossen; weg&n M Cn ist demnach B 3 da 

n 71 

aber ein On-Netz in B und war, ist B=(SCnf; also ist 31 =B, 

n 

d. h. Q ist eine eindeutige stetige Abbildung von [0, 1] auf B. 

23 * 5 * 41 * 1st sowohl A als B eine in sick kompakte, zusammenkdyigende 
und lokal-zusammenhdngende 3denge, und enthdlt A mehr als einen Punkt, 
so ist B stetiges Bild von A, 

Zunachst erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung P von A auf 
[0, 1 ] in folgender Weise. Da A kompakt, ist A naeh 15*1«5 beschrankt. Sei 
a' s A; nach 9 * 6*2 ist sup xa' ^d eine endhche Zahl > 0 , und zwar gibt es 

xeA 

ein a” e A, so daB a' a" = d\ denn jedenfalls gibt es ein a^e A, so daB 

a' > d — i ; da A in sich kompakt, hat ((a„)) einen Haufungspunkt 
n 

a*' B A, und offenbar ist a' a" = d. Ist nun 0 < a; < d, so gibt es mindestens 
ein <z £ A, fiir das aa' = x; denn sei A' die Menge aller aeA mit aa' < x 
und A" die Menge aller aeA mit aa' x; gibt es in A keinen Punkt mit 
a a' = a;, so ist A = A' + A" eine Zerlegung von A in zwei abgesonderte 
Teile 3 A, was unmoglich, weil A zusammenhangend. Ordnet man nun 

jedem aeA die Zahl ^ a, a^ zu, so erhalt man eine eindeutige Abbildung P 
d 

von A auf [0, 1], die offenkundig stetig ist. Nach 23*5*4 gibt es aber eine 
eindeutige stetige Abbildung Q von [0, 1] auf J?. Dann ist P Q eine ein- 
deutige Abbildung von A auf B, die nach 23*1*4 auch stetig ist. 

Da z. B. jedes abgeschlossene Intervail des in sich kompakt, zusamm^- 
hangend imd lokal-zusammenhangend ist, gibt es nach 23*6*4 eine ein- 
deutige stetige Abbildung von [0, 1] auf ein abgeschlossenes Intervail des jK„. 

Literatur: Satz 23*5*4 stammt von H. Hahn, Wien. Ber. 123 (1914) S. 2433 
und St. Mazurkiewicz, C. E. Soo. Sc. Varsovie 6 (1913) S. 306; Fund. math. 1 
(1920) S. 166; zu dem hier gegebenen Beweise vgl. G. T. Why burn, Am. 
Joum. 53 (1931) S. 670. Die erste stetige Abbildung einer Strecke auf ein 
Quadrat gab G. Peano, Math. Ann . 36 (1890) S. 157. Eine andere stetige Ab- 
bildung einer Strecke auf ein Quadrat wurde von H. Lebesgue angegeben: Lemons 
sur I’int^gration S. 44 (vgl. hierzu auch H. Hahn, Ann. di mat (3) 21 (1913) S. 51). 
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6. Projektion. Sei a = , . . . , a„) ein Punkt des Produktraumes 

X X . . . X (§ 20, 1). 1st dann 1 ^ < • • • < 4 w, 

so heifit der Raum x X . . . xE^^^^ ein raktorenraum von E, 
nnd der Punkt {a^^, xE^^*^x . . . XE^*^\ den wir kurz 

mit bezeichnen, heiBt die Projektion von a in diesen Fak- 

torenraum; insbesondere keiBt die Projektion von a in den Raum 
(i =: 1 , 2 , . . . , n). Nach § 20 (1) ist: 

(6) a,,i, . . . 6i.i, = V {fli^ 6i^)* + bif + ■■. + {a^^ ^ah. 

Die Abbildung ^ xE^**^ X ... X die dem 

Punkte ae E den Punkt ' ' 'h X . . . XE^*^^ zuordnet, 

heiBt die Projektion von E in den Raum . . .X.^4); 

das Bild Pi^i^ • • • tjfc Menge A QE heiBt die Projektion von A 

in den Raum Nach § 2 (1*9) gilt: 




S ^ ’• * h (“^m) • 


Aus (6) folgt unmittelbar: 


23«6*1. Die Pr<^ektion P^^ t* . . . ^ Faktorenraum 

E^^xE^''*^y . . .XE^'^^^ ist eine eindeviige^ gleichmdpig stetige Abbtldwng, 

Wir kdnnen uns offenbar ohne Einsolmankung der Allgemeinheit auf 
Raume E = E^^XE^^ beichranken; dabei bedeutet bzw. Pg die Pro- 
j^ion von E in bzw. in E^\ 

23*6*2. A offen in E^^ xE^^\ so ist P^ {A) offen in E^^. 

Sei a e Pi (A) ; dann gibt es ein 6 e so daB (a, 6) e A. Sei Q die 

Kugel in E^^^xJ^ vom Idittelpunkt {a, b) und Radius da A offen und 
(a, b) e A, gibt es ein p > 0 , so daB F^(a,b)e S J ^ xsE^^^ mit xa<,Q 
gilt dann: {x,b) e K^a^b)Q> *dso aueh (a;,6)eA, mithin x£P-^(A)\ d. h. fur 
die Kugel ght £ Pi {A) . Also ist a innerer Punkt von 

Pj (A), also ist Pi (A) offen in 

Die Projektion Pi (A) einer in Ff^'^ X E^^ abgeschlossenen Menge A 
braucht nioht abgesohlossen zu sein; Beispiel im P 2 * ^ Menge A aller der 
Gleiohung x^x^^l genugenden Punkte (a^ , Og) ist abgesohlossen; 

ihxe Projektloh Pi (A) besteht aus alien 4 = 0 , ist also nicht abgesohlossen 
im Wohl aber gilt: 

23*6*3. A abgesehlossen in E^^xE^^ und ist E^^ in sich kompakt, 
so ist P^ (A) abgescldossen in E^^, 

Sei a Haufungspunkt von Pi (A); wir haben zu zeigen: ae Pi (A). Es 
gibt eine Folge ((aj) aus Pi (A) mit wegen a«sPi (A) gibt es ein 
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e so daB (a„, bn) e A; weil in sioh kompakt, hat ((6„)) einen 
Haufungspunkt beE^^^; in ((6„)) gibt es eine TeiHolge ((6„^)) 
da auoh — a, gilt nach 20'1*1 : (a„^ , bnj (a, b) ; da (a„^, e A und da u4 
abgeschlossen, gilt anch (a, b)e A; also ist a e Pj (A), w. z. b. w. 

23*6*31« .4 abgescMossen in x und ist E^^^ halbkompaktt $o 

ist Pi (A) ein in E^^, 

Dies folgt aus 28*6*8 vermoge der ersten Pormel (Gd). 

23*6«32. Ist A ein F^j in und ist E^^^ haibkompakt, so ist Pi {A) 

ein Fg in E^^\ 

Dies folgt durch noohmalige Anwendung der ersten Formel (6-1) aus 
28*6«81, da nach 10*7*2 die Summe abzahibar vieler Fg wieder ein Fg ist. 

Ohne die Voraussetzung, E^^^ sei halbkompakt, giltdieser Satz nicht. Auch 
braucht, wenn .4 ein in E^^^xE^^^ ist, die Projektion P^ {A) keineswegs 
ein in zu sein; vgl. hierzu § 40, 6. 

Wegen 28*6*1 entnehmen w aus 28*1*31, 28*8>1, 28*5*1, daB die Pro- 
jektion P^ (A) einer separablen, einer in sich kompakten, einer zusammen- 
hangenden Menge A £ X E^^ separabel, bzw. in sich kompakt, bzw. 
zusammenhangend ist. 


§ 24. Homdomorplie Ahhildimgen. 


1. Homciomorphe Abbildungen. Die eindeutige stetige Abbildung P von 
A auf B heiBt homoomorph (oder eine Homoomorphie), Venn auch 
die inveacse Abbildung P“^ von B auf A eindeutig imd stetig ist. Ist P eine 
Homdomorphie, so auch P“^, und umgekehrt. Aus 28 * 1*4 folgt : ist P eine 
homoomorphe Abbildung von A auf B und Q eine homoomorphe Abbildung 
von B auf 0, so ist P | § eine homdomorphe Abbildung von A auf O. Gibt 
es eine homoomorphe Abbildung von A auf B, so heiBen A und B 
homoomorph^); in Zeichen: A^ B. Diese Eolation zwischen zwei Punkt- 
mengen ist eine Gleichheitsrelation (§ 4 , 1 ). 

Aus dem Umstande, daB B ein-eindeutiges stetiges Bild von A (§ 23, 1) 
und A ein-eindeutiges stetiges Bild von B ist, folgt nicht, daB A und B 
homoomorph sind. Beispiel: A bestehe aus den Intervallen [•— 1, 1] und 
(2n, 2 » + 1] = 1, 2, . . .), jB bestehe aus dem Intervalle [— ■ 1, 0], den 


Intervallen (2ti, 2?i- + 1] (ti = 1, 2, 


und den Intervallen ( , 

^ \2»+l 2nj 


(« = 1, 2, . . .); dann ist B ein-eindeutdges stetiges Bild von A (man hat 


Wir haben schon in $ 9, 1 von homComorphen topol(gisohen B&iunen ge- 
sprochen; dafi die damalige Definition eioh ntit der jetzigen deckt, lehrt Satz 24*1*21. 
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nur [— 1, 1] auf [~ 1,0] abzubilden, (4w, 4 n -f 1] auf 2n + 1], 

und (4 k— 2. 4«— 1] ^] ) ; und^ ist ein-eindeutigesstetiges 

Bild von B (man bUde [— 1, 0] auf [— 1, 0] ab, (2», 2ra + 1] auf (2w, 2ji+ 1], 

und (- ■ - . ^1 auf ( — - 1 ); hingegen sind A und B nioht 

'2»H-1 2wJ \w + l mJ-' 

homoomorph; denn eine Homoomorphie fubrt, wie wirgleicb in 24- 1-8 zeigen 
werden, die Komponenten von A und die Koniponenten von B in einander 

iiber; nun gehoren die Punkte ^ zu verscbiedenen Komponenten von 

und es gilt ^ — ►O; es miiBten ihnen also Punkte entsprechen, die zu 
2n 

verschiedenen Komponenten von A gehoren und gegen einen Punkt von A 
konvergieren; eine solche Folge ((««)) ^ nicht. 

Jede ein-eirtdeutige stetige Abbildung P einer in sich kompakten^) 
Menge A ist homoomorph. 

Denn nach 28«8<8 ist oberhalb stetig, also, weil eindeutig, auch stetig 
nach 28* 1*1. 

24*1*2. Ist P eine hoTubomorphe Abbildung von A auf B, und ist A* offen 
(ahgeschlossen) in A, so ist P (A^) offen {abgeschlossen) in B. 

Da P“^ eine eindeutige, stetige Abbildung von B auf A ist, folgt dies 
wegen (P"^)-^ = P aus 28*2*1 (bzw. 23-2-11). 

24*1*21> 1st P eine ein-eindeviige Abbildung von A auf B, die die in A 
offenen {abgescMossenen) Mengen uberfuhrt in die in B offenen (abgescMosse- 
nen) Mengen, so ist P homJbomorph. 

Dies folgt aus 28-2-1 (bz'w. 28*2-ll), angewendet auf P imd auf P"^. 
24*l*22a 1st P eine homdomorphe Abbildung von A auf B, und ist A' ein 
{ein F^) in A, so ist P (A*) ein (ein F^) in B. 

Dies folgt aus 24-1-2 wegen § 2 (1‘9) und 2*1«1, 

Pur homoomorphe Abbildungen verscharft sich 28*5*1 zu: 

24*1«3« 1st P eine homdomorphe Abbildung von A auf B, und ist A* eine 
Komponente von A, so ist P (A') eine Komponente von B. 

SeiaeA,b = P (a) und A^ die zu a gehdrige Komponente (§ 16, 3) von A, 
Bf, die zu b gehoiige Komponente von P. Da P {A^ nach 28*5*1 zusammen- 
hangend, ist P(Aff^^B^. Ebenso aber ist P~^(B^)^A^, also 
P, = P (P-i (P,)) g P (A J, somit Pfc = P (A J. 

^ Dieser Zusatz kann, wie wir eben sahen, nicht entbehrt werden; z.B. ist jede 
eineindeutige Abbildung der Oitterpunkte des auf die rationalen Punkte des 
stetig; ihxe Umkdirung aber ist in jedem Punkte unstetig. 
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24 :- 14 . Ist P eine horrwomcrj>he Abbildurig van A auf B, und ist A lohdU 
zusammemha/ngerid im Punkte as A , so ist B lokal-zicsamTrieTiJidngend im 
PunJcte b P {a) . 

Sei H offen in B und bsH; dann ist nach 23*2*1 p-^ {E) offen in A und 
a e P~^ (H) ; sei ferner Zr die zu 6 gehorige Komponente von H und K die 
zu a gehorige Komponente von dann ist nach 24«1*8 P{K) =Z. 

Da A lokal-zusammenhangend in a, gibt es eine a enthaltende in A offene 
Menge GQK; dann ist P (0) Q P{E)=L; da nach 24* 1*2 P {O) offen 
und bsP(G), ist B lokal-zusammenhangend in 6. 

24 * 1 * 5 * Ist A^ B UTid ist A in sich hom^pakt, so ist auch B in sich kompakt. 

Dies ist enthalten in 28*3«1. 

Literatur: 0. Kuratowski, Fund, math, 2 (1921) S. 158. 

2. Beispiele. Offenbar ist jede offene Halbgerade a: > a oder x <, a 
des El homoomorph dem E^, ebenso jedes offene Intervall (a, 6). 

Sei A wnennen den Punkt asEi einen linksseitigen (rechts- 

seitigen) Haufungspunkt von A, wenn jedes Intervall (a — 7i, a) (bzw. 
jedes Intervall (a, a + h)) einen Punkt (und mithin unendlich viele Punkte) 
von A enthalt. Ist a sowohl rechtsseitiger als linksseitiger Haufungspunkt 
von A, so heiBt a beiderseitiger Haufungspunkt von A, Ein Hau- 
fungspunkt von A, der nicht beiderseitiger Haufungspunkt ist, heiBt ein- 
seitiger Haufungspunkt. 

24 * 2 * 1 * Ist A ^ El, so ist die Menge der einseitigen Hdufungspunkte von A 
abzdhlbar, 

Denn ist a einseitiger Haufungspunkt von A, so gibt es ein Intervall 
(a — A, a) Oder ein Intervall (a, a + h), das keinen Punkt von A enthalt ; 
und zw€wr konnen diese Intervalle ohne weiteres so gewahlt warden, 
daB sie zu je zweien fremd sind. Da es nach 5*1*42 nur abzahlbar viele 
fremde Intervalle gibt, folgt die Behauptung. 

24 * 2 * 11 . Jede Eandmenge A ^ A hn Ei, deren jeder Punkt beiderseUiger 
Hdufuiigspunkt ist, und deren Kom^dement Ei — A nur abzahlbar vide Kom* 
'ponenien hat, ist, Jwmwmiorph mit der Menge C aUer irrationalen Punkte des Ei, 

Nach 16*1*8 sind die Komponenten von J2 jl — A abgeschlossene Halb- 
gerade, abgeschlossene IntervaUe oder einzelne Punkte; sei £ die Menge 
aller Komponenten von — die nicht Halbgerade sind; wir denken 
sie uns geordnet gemaB ihrer Aufeinanderfolge im da A Eandmenge 
ist, gibt es in $ kein erstes und kein letztes Element, und keine zwei 
Elemente von folgen unmittelbar aufeinander, d. h. S ist dicht ge- 
ordnet. Sei nun 271 die Menge, deren Elemente die Punkte von A und 
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die zu S gehorigen Komponenten von — A sind, geordnet gemaB 
ihrer Aufeinanderfolge im . Dann hat kein erstes und kein letztes 
Element, und da A eine Randmenge, also jeder Punkt von A Haufungs- 
punkt von — -4 ist, ist ^ dicht geordnet in SDl; da jedem Sohnitt in 
ein Schnitt im entspricht, ist offenbar stetig geordnet; nach e.5*l 
gibt es also eine ahnliche Abbildung von W. auf den die t auf die Menge 
der rationalen Punkte, also A auf die Menge C der irrationalen Punktie des 
jBj abbildet. Sei P diese Abbildung von A auf C; es ist nur mehr zu zeigen, 
daB P homoomorph ist, d. h. daB P und P"^ stetig sind ; wir zeigen dies etwa 
fiir P’^ (der Beweis fur P ist voUig analog). Sei also ceC , c^eC, c , 
und sei a ^ P"^ ifi) , flt„ = P'^(cJ; da a beiderseitiger Haufungspunkt 
von A, gibt es zu jedem p>0 ein a^eA und ein a^^eA, so daB 
Q<af <a<a" <a + Q\ dann ist wegen der Ahn iiohkeit der 
Abbildung P, und weil P (a) = c ist: P (a') < o < P (a") , also 
P {a*) <Cn<P (a") fur fast alle n; daraus folgt, da auch P"^ ahnlich 
ist: a' <ian< a", also auch a— + ^ fmr fast aUe n\ aus 
c„-c folgt also d.h. P”^ (c„)—P-i(c); nach 28*1*21 ist also P"^ stetig. 

In 24*2* 11 ist enthalten: 

24 - 2 - 12 . Die Menge dUer irrationalen Punkte eines Intervalles (a, b) 
{einer offenenHalbgeraden) ist homoomorph init der Menge C otter irratioruxten 
Punkte des R ^ . 

24 * 2 * 2 . Der ist hornoomorph mit der Menge atler irrationaten Punkte 


des 

Nach 24-2*12 geniigt es, zu zeigen, daB der Bq homoomorph ist der Menge 
O' aller irrationalen Punkte von (0, 1). Wir ordnen jedem Punkte a = ((Av)) 
des Bq (§ 9, 3) die irrationale Zahl c zu, deren Kettenbruchentwicklung 


lautet: c== ril + ril + ■ 


. + pgjj + . . . ; dadurch ist eine ein-eindentige Ab- 
bildung P des Bq auf O' gegeben. Ist — ((A:„,)), c„ = + . . . , 


so gilt nach 17-8-7 im Bq dann und nur dann a , wenn fur jedes v gilt : 
knw = k fur fast alle n; das ist aber bekanntlich auch notwendig und hin- 
reichend dafur, daB im gelte c; aus -* a folgt also c imd urn- 
gekehrt; nach 28*1-21 ist also sowohl P aJs P"^ stetig, d. h. die Abbildung 
P des Bq auf O' ist homoomorph. 

24*2*21. Jede undbzdtdbare, im Bq abgeschtossene Menge A ist darstetUxir 
in der Form A^A* + 2 I", A* A'* A, wo A' homoomorph mit der Menge 
O otter irratioruxten Punkte des B^ und A" abzoMbar. 

Da nach 24*1«2 eine hom^morphe Abbildung des Bq auf die Menge 
O der irrationalen Punkte des B^ jede im Bq abgeschlossene Menge 
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uberfiilirt in eine in C abgeschlossene Menge, konnen wir wegen 24*2*2 
auch annehmen, A sei abgeschlossen in C. Nach § 13 (6*1) zerlegen wir: 
A = 18*6*4 ist abzaMbar; nach 13-6-31 ist perfekt 

in A, also nach 10* 8*5 auch abgeschlossen in C, Wir bezeichnen mit A' 
die Menge aller asA„, die beiderseitige Haufungspunkte von A^ sind; dann 
ist nach 24*2*1 A^ — A' abzahlbar; setzen wir noch .4" = A')-f so 

ist also auch A" abzahlbar und A = A' + A". Es bleibt zu zeigen, dafi A' 
homoomorph mit C; wir zeigen dies durch Berufung auf 24*2«11. Da A un- 
abzahlbar, J." abzahlbar, ist A' ^ A. Da A' g g A g C, ist A' eine 
Randm e nge. Sei a e A' ; da a beiderseitiger Haufungspunkt von A ^ , enthalt 
jedes Intervall (a — A , a) und jedes Intervall (a , a + Punkte von A^ , 
und somit nach 18-5-6 unabzahlbar viele Punkte von A^, also, weil A^ — A' 
abzahlbar, auch unabzahlbar viele Punkte von A', also ist jeder Punkt 
aeA' beiderseitiger Haufungspunkt von A', Nun ist nurmehr zu 
zeigen, da6 das Komplement — A' nur abzahlbar viele Kompo- 
nenten hat. Da diese Komponenten nach 16*1*8 Halbgerade, IntervaHe 
oder einzelne Punkte sind, und es nur abzaMbar viele fremde Intervalle 
gibt, geniigt es zu zeigen, daB — A' nur abzahlbar viele einpunktige 
Komponenten hat; und da es nur abzahlbar viele rationale Punkte gibt, 
geniigt es zu zeigen: ist {a} eine Komponente von — A', so ist a rational. 
Sei also {a} Komponente von — A'; dann ist a beiderseitiger Haufungs-. 
punkt von J.', wegen A' ^ A^ also auch von A^; nach Definition von A' ist 
also a>^s {A ^ — A') ; wegen ae[Ri — A') folgt also auch A^; und da a 
Haufungspunkt von A^ und A^ abgeschlossen in C, muB a^eC sein, d. h. 
a ist ein rationaler Punkt, w. z. b. w. 

24*2-3« Je zwei dyadische Diskcmtinua A und B dnd Jwmwmidrph, 

Nach § 18, 9 sind die Punkte von A und von B darstellbar in der Form 
®((*y)) » dyadischen Folgen durchlauft und verschiedenen 

dyadischen Folgen verschiedene Punkte bzw. entsprechen. 

Ordnet man dem Punkte den Punkt zu, so ist das eine ein-ein- 
deutige Abbildung von A auf B, die — wie beim Beweise von 28-8*2 gezeigt 
wurde — stetig ist. Da A nach 18*8-2 in sich kompakt ist, ist diese Abbildung 
nach 24-1-1 homoomorph. 

Wir nennen eine dyadische Folge ((1^)), in der fast alle Iv = 0 sind, eine 
Nullfolge. Jjassen wir aus dem dyadischen Diskontinuum B der Punkte 
die abzahlbar unendlich vielen Punkte weg, die durch NuUfolgen 
((^)) geliefert werden, so nennen wir die iibrigbleibende Menge ein redu- 
ziertes dyadisches Diskontinuum. 

24 * 2 * 4 . Jedes reduzierte dyaMstJielHshoTdinuum B' is§ eine Youngsche Menge, 
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Derm da es nur abzahlbar viele NuUfoIgen gibt, ist abzablbar, 

also ein . Somit ist B' = B — (B — B') ein in B, und da B als dya- 
disches Diskontiniium nach 18*8*21 voUstandig ist, ist B' eine Yoiingsche 
Menge. 

24 :* 2 * 41 . Jedes reduzierte dyadiscke Diskontinuum B' ist hcmwomorph 
dem JRq. 

Sei 6 ((j:^jj£B';dannist((Av))keineNnllfolge;seien < .. . < < . . . 

die Indizes, fiir die kj, = I ist; setzen w ^ — ^ 2 ^3 > • • •» 

% = ~ ’'i - 1 3 • • • so ist {(n^)) eine Folge naturlicher Zahlen, also ein 

Punkt des Bq. Hierdurch ist eine ein-eindeutige Abbildung P von B' auf den 
^0 gegsl>en; wir baben zu zeigen, daB sie homoomorpb ist. Seien 6 == 6^^* , 
^-1 = ("i = 1 . 2 , . . .) Punkte von B' und c = ((nj) , c„ = ((»„i)) 

die zugeordneten Punkte des B^; dann ist nach 18«9»2 bjn’^b gleichbe- 
deutend mit: fiir jedes v gilt k^^ = f iir fast alle m; dies aber ist gleich- 
bedeutend mit: fiir jedes i gilt: n^i = fiir fast alle i; und dies ist gleich- 
bedeutend mit: im Bq gilt — c . Aus 6^ — 6 folgt also c und umge- 
kehrt. Nach 28»1*21 sind also P und P""^ stetig, somit ist P homoomorph. 

Literatur. Satz 24*2-21 stammt von St. Mazurkiewicz, Wektor 1918, S. 35. 

3. Erweitenmg einer Homoomorphie. Ankniipfend an § 22, 4 zeigen 
Tnr nun: 

24 * 3 * 1 . Sind X und Y vollstdndige Raume, und ist P eine homoomorpke 
Abbildung einer M&nge A S X auf eine Menge B g P, 50 kann P erweitert 
werden zu einer h^mdc)morph€n Abbildung einer Youngschen Menge A^ auf 
eine Youngsche Menge fiir die gilt: A ^ £ A°, B ^ B^ g B®. 

Nach 22 « 4«3 und 23 * 4*1 gibt es eine eindeutige stetige Er^veiterung S von 
P auf die Menge A aller Konvergenzpunkte von P; und ebenso gibt es eine 
eindeutige stetige Erweiterung T von P“^ auf die Menge B aller Konvergenz- 
von P”i. Wir zeigen: ist a 6 A und 6 = B (a) e B, so ist T{b) = a. 
Da A g A®, gibt es eine Folge von Punkten A mit a,, -^a; dann ist, weil 
S eine stetige Erweiterung von P ist: 6 = B (a) = lim B(a„) = lim P (a„), 

n n 

also wenn P (a„) = 6^ gesetzt wird: 6, wo 6„eB; wdl T eine 

stetige Erweitemng von P'l, folgt daraus: T (6) = lim P (ft,) = lim P'^ {b„) 

= lima„=o, wie behauptet. Ebenso sieht man: ist &sBunda=P (6)e^, 

so ist iS (a) == 6. Bezeichnen wir also mit die Menge nllar as A, 
fur die B (a) £ B gilt, und mit B ^ die Menge aJler 6 e B, fur die P (6) e A gilt, 
so Sind die Teilabbildungen (§ 22, 3) .iX I B, BXl P zu einander invers, und 
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da sie eindeiitig und stetig sind, liefern sie eine Homdomorphie zwiscben 
und ; dabei ist A g g g^o, Es bleibt 

ioch zu zeigen, daB A ^ und B^ Youngsche Meugen sind. Nun ist nach Defi- 
nition: A^ = {S {A) B); nach 22-4*l ist B ein Gq in T, also 3 {A) B 
einGsin S (A), also ist nach 23.2-12 A^ ein G^ in A, und da nach 22-4-1 A 
ein Gq in X ist, so ist nach 10-9-2 auch ^ ^ ein (?§ in X, also, weil X voUstandig, 
eine Youngsche Menge. Ebenso verlauft der Beweis fur 5^. 

Behalten wir Voraussetzungen und Bezeichnungsweise v'on 24*3*1 bei, 
so gilt: 

2i:*3*2* Gibt es eine Tiomdornorphe Brweiterung Q der Abbildung P auf die 
Menge C g A^, so ist C g A^, Q (C) g B^. 

Denn nach 22*4«81, angewendet auf Q und muB <7 g A, Q(C)^B 
sein; nach Definition von A^ folgt aus der zweiten Beziehung C ^A^, 
und daraus Q {C) g B^, 

Literatur: M. Lavrentieff, Fund. math. 6 (1924) S. 149. F. Hausdorff, 
Fund. math. 16 (1930) S. 353. Vgl. auch A. Lind-cnbaum, Fund. math. 8 (1926) 
S. 215. 


4. Youngsche Mengen. Aus 24«3*1 kdnnen wir nun leicht folgern: 

24 * 4 * 1 * Jede mit einer Youngschen Menge A hombomorpTie Menge B ist 
eine Youngsche Menge. 

Als Youngsche Menge ist A ein G^ in einem voUstandigen Baume X. Sei 
P eine homoomorphe Abbildung von A auf B] nach 18‘4*6 gibt ea einen voU- 
standigen Baum r 2 B. Nach 24*3-l erweitern wir P zu einer homdomorphen 
Abbildung Q von A'^ auf B'^. Als Youngsche Menge ist A auch ein G^ in 
A'^, somit ist nach 24*1*22 B ein G^m B'^, und da B^ nach 24*3*1 eine 
Youngsche Menge ist, so ist nach 19-1-2 auch B eine Youngsche Menge. 

Wir warden nun zeigen, daB jede Youngsche Menge einer voUstandigen 
Menge homdoniorph ist. Wir fiihren zunachst eine HUfsbetrachtung durch. 

Sei A eine Youngsche Menge, d. h. ein G^ in einem voUstandigen Baume X, 
also A —DGn, wo G^ offen in X. Setzen wir = X — (?„, so ist ab- 

n 

geschlossen in X, und wenn A nicht voUstandig, also A (2 X, kdnnen wir 
annehmen: A fiir aUe n. Wir setzen fiir aUe xe X, a/ e X: 


1 xx' 

n xx' + xFn + 


fiir X =4= x'. 




(4) (a, v!) 

dann ist: 

(4-1) 


pn (*. *) == 0; 
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1st aeJ’n, x'~eF„, so ist in (4): xF^ — O, x'F„^xx', ako: 

(4-11) Q„(x,x')^-^ far xeF„, a^^sF^. 

Wir setzen noch: 

(4-2) r„ (*, af) = max (a: af, e„ (x, a/)) , r (x, x') = sup r„ (x, x') . 

n 

24-^2. IstaeA, a^eX, 80 sind die Aussagen: a-> 0 urid r (a, , a) — 0 
dqiiivalerU, 

Da nach (4*2) a^a {a^y a) ist, so folgfc aus r{a^,a)-*0 auch Oy^a^O, 
Sei umgekehrt 0; dann ist nacii 17*S*81: lim dy,F^ — a Fn\ de, as A, 

also a ^sFn und jP„ abgeschlossen, ist hierin > 0; nach (4) gilt also 

lim somit gibt es zu jedem n* ein v*, so dafi (a,, , a) ^ ^ 

fiir w == 1, 2, . . n* und v ^ v*, und wegen a, a 0 kann y* auch so gewahlt 

w^den, daB a ^ — flir r ^ v*; da nach (4-1) K, a) < -~ fiir n > ti* 

und alle v, ist' also zufolge {4*2): r (a,, a) ^ ^ far r ^ r*; d. h. es gilt: 
r(o„a)-.0. 

Da nach § 9 (4-1): afF^^xaf^ xF„, a^ F„ ^ af a/' + a/' F„, so folgt 
aus (4): 

2 xsd vf* 

e» {*, a/) + C*', ®") ^ — a;aK+ a;jp^ 4. *// 

1 ajic" 

^~^xx" + xJ'„ + x"j^ “ 

es geniigt also (a;, a/) den metrischen Axiomen l„i), 2^) (§ 9, 2), Dasselbe 
gilt dann nach (4*2) auch von (a;, a/) und von r (x, cd) . Betrachten wir 
also r {x, x') an Stelle von a: a;' als die Enifemung der Punkte xeA, xfsA, 
so entsteht ein neuer metrischer Raum A, 

24*4*21. Der Baum A ist Tiomdomor^h mit A. 

Indem wir jedem Punkte as A eben diesen Punkt as A zuordnen, er- 
halten wir eine ein-eindeutige Abbildung P von A auf Ay und aus 24*4*2 
folgfc nach 28*1*21 sofort, daB sowohl P als P~^ stetig ist; also ist P eine 
Homoomorphie. 

24*4*22. Der Banim A ist voBstcmdig, 

Sei ((Oy)) eine Oauchysche Polge in A ; wir haben zu zeigen; es gibt einen 
Punkt as A (oder was dasselbe heiBt: a e A), so daB r (a„ a) -*■ 0. Da nach 
(4*2) xa/ ^r{x, a/), ist ((a^)) auch eine Oauchysche Folge in A da X 
vollstandig, gibt es ein aeX, so daB a,-* a. Wir zeigen: as A, W&re a^sAy 
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so gabe es ein so daB dann ware nach (4*11): (a^,a) ^ — 

2n 

fur alle v; da nach 17-8-81: lim a^a ==a,a, Um a = a folgt 

M M 

aus (4): lim (cf„, a^) = (^v> «); wegen (a^, a) ^ — ware also bei 

IJ. ^71 

g^ebenem r: ^ wegen (4-2) auch 

^ (®j»> ®u) > o™ entg^en der Annahme, ((uv)) sei eine 

Cauchysche Folge in A\ somit ist aeA, wie behauptet. — Da nun 
as A, ay-* a, also auch a — > 0, folgt aus 24*4«2 : r [ay, a) — 0, w. z. b. w. 
Aus 24-4-21 und 24*4«22 folgt nun: 

Jede Youngsche Menge A ist hcmdomorph einer vdlstaridigen Menge, 
Z. B. ist €>in offenes IntervaJl (a, h) nicht vollstandig, aberhomoomorph dem 
voUstandigen R -^ ; die Menge aller irrationalen Punkte des R^ ist nicht voll- 
standig, aber nach 24*2*2 homoomorph dem (nach 18*2*22 voUstandigen) R^. 
Von 24*4*3 gilt folgende Umkehrung: 

24*4*31* 1st die Menge A eines metrischen Ravmes E hmdkmuyrph einer 
voUstandigen Menge B, so ist A ein in E, 

Als voUstandige Menge ist B eine Youngsche Menge (§ 19, 1), also ist 
nach 24*4*1 auch A eine Youngsche Menge, d. h. ein absolutes also 
ist A auch ein G^ in E, 

Literatur: St. Mazurkiewicz, BuU.Crac. 1916 S. 490. P. Alexandroff, C. R. 
178 (1924) S. 185. F. Hausdorff, Fund. math. 6 (1924) S. 146. W. SierpiAski, 
Fund. math. 11 (1928) S. 203; Fund. math. 16 (1930) S. 173. 

§ 25* Stetige Funktionen. 

1 . Die nnendlichen Zahlen 4 -oo, — ©o. Wir fiigen zur Menge aller 
reellen Zahlen noch die beiden Memento + 00 , — 00 hinzu, die wir als 
unendliche Zahlen bezeichnen (im Gegensatze dazu heiBen dann die 
reellen Zahlen endliche Zahlen), und setzen fiir sie folgende Eechenregeln 
fest (in denen a eine endliche Zahl bedeutet): 

— 00 <c + 00; — 00 < a, a <; + 

—-(-I- 00)?= — 00, — (— 00) = -foo; 

|+oo]= 4 -oo, | — oo|=-foo. 

Die Addition sei kommutativ, imd es sei: 

a -f- (+ 00) =s <* + OQ = + 00; a + (— 00) = a — 00 =s — 00; 

(+ 00 ) -}-( 4 .oo)s=: 4-00 +00 « 4 - 00 ; (— 00 ) 4 - (— 00 ) =—00 — 00 =— 00 ; 

hing^en gelte (4“ 4" ( — nnd ( — 00 ) 4- (“f* sinnlos. Die Sub* 
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traktion wird auf die Addition zuriickgefuhrt durch die Festsetzung: 
die (endliclie oder unendliche) Zahl 6 subtrahieren, heiBt — h addieren. 
Die Multiplikation sei kommutativ, und es sei fur a> 0: 


a (+ oo) = (— a) (— oo) = (+ oo) (+ oc) = (— oo) (— oo) = + oo; 

(— a) (+0®) = a (— oo) = (-f oo) (— oo) = — oo; 

die Ansdriicke 0 ( 4- ®o) j ( + ©o) 0, 0 (•— oo), (— oo) 0 gelten als sinnlos. Femer 
setzen -wir -i- = ^ — = 0 und erklaren die Division durch die (endliche 

-J- oo — oo ' 

Oder unendliche) Zahl b aJs Multiplikation mit -f-; Quotienten mit dem 

b 


Nenner 0 sowie die Ausdrxicke 


-{- oo -{- oo — oo — oo 

oo — oo -j- oo — oo 


gelten als sinnlos. 


2. Die Schr^knngs transformation. Setzen wir: 

(2) >8 (a) = ^ I ^ I f iir — oo<a-<-|-oo; ^(4-oo) = l, 8 { — oo) = — 1, 

so haben wir eine ein-eindeutige Abbildung derMenge aller (endlichen und un- 
endlichen) reellenZahlen auf das Intervall [—1, 1 ], die wir als S chr ankungs- 
transformation bezeichnen; ihre Umkehrung (die inverse Schran- 
kungstransformation) ist gegeben durch: 

(2-1) 5-1(6)=^— ^ fur- 1<6<1, 5-1(1) = +00,5-1 (-l) = -oo. 

Die Schrankungstransformation (und somit auch ihre Inverse) ist stets 
wachsend, d. h.: 

8 {a/) < 8 (a), wenn a* < a\ 8'^ [b') < (6), wenn b' < 6. 

3. Der Baum Wir machen nun die Menge aller reellen Zahlen, ein- 
schheBlwh der beiden unendlichen Zahlen + oo, — oo, zu einem metrischen 
Raum Ri, indem wir als Abstand der Zahlen a, b den Ausdruck definleren: 

(3) lla-6||=:il6^all=|^{6)-)S(a)l, 

wo 8 die Schrankungstransformation (2) bedeutet; die metrischen Aadome 
lm)» ^m) (§ 2) sind dann offenbar erfuUt. Insbesondere gilt die Drei- 

ecksungleichung : 

(3-0) ll«-&ll-F|l6-<!|l^||a-cll. 

Es gilt, 'wenn a + d: 

(3-1) |la-6|l<|a-6l. 

Alls 17-8.82 entnehmen wir: Sind ((aj), ((6„)) Punktfolgen des mit 
b^-*by so gilt: 

(8-2) limlla„-6,|l==||a— fell- 
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Wie aus (3) hervorgeht, ist der isometrisch (also auch homoomorph) 
mit dem Intervalle [—1, 1] des Daraus folgt: 

25*3*1* Der R^ ist separabel, in sick koinpakt^ zvsammenhdngend und voll- 
stdndig. 

Da im R^ der Abstand der Punkte a, b gegeben ist durcb \a — 6|, im 
^ durch ||a— 6||, so ist, Trenn a, endlicbe Zablen bedeuten, die 
Aussage gedeutet im gleichbedeutend mit la„ — a| — 0, 

hingegen, gedeutet im , gleichbedeutend mit ||a„ — a da aber 

|] — a|| = I ^ (a^) — S{a)\, imd da die Aussagen | a„ — a [ -► 0 imd 

1 S (^n) ^ S (a) \-*0 offenbar Equivalent sind, so hat (wenn a, endliche 
Zahlen sind), die Aussage a„-^a im R^ und im dieselbe Bedeu- 
tung. Aus 28*1«21 entnehmen wir also: 

25*3*2. Ordnen wir jedem Punkte as R^ eben diesen Punkt as Ri zu, 
so ist dies eine hornoomorphe Abbildung des R^ auf die Menge R^ — { + <»> 

— oo} . 

Wie aus der Definition des JSj unmittelbar hervorgeht, haben im Rj^ die 
Aussagen -f <»{bzw. — -oo) die bekannte Bedeutung: ist z eine 

beliebige endliche Zahl, so gilt an'> z (bzw. < z) fiir fast alle n. 

25*3*3. Ist [a, 6] ein Iritervall des so gibt es zu jedem a > 0 ein ^ > 0^ 
so dafi aus 2 / s [o, 6] , z" e [o, 6] , \\zf — z'^ \\<q folgt: j 2 '^— z" [ < or . 

Fassen \vir das Intervall [a, b] einmal als Punktmenge A^R^, dann als 
Punktmenge B ^R^ auf, und ordnen jedem Punkte xs A eben diesen 
Punkt xs B zu, so ist dies nach 25*8*2 eine stetige Abbildung von A auf B, 
die nach 22*2*2 auch gleichmafiig stetig ist. Daraus folgt die Behauptung 
(vgL § 23, 4). 

Ist A £ i?i, so gibt es unter alien zsR^, die ^ x (bzw. ^ x) sind fiir 
alle xsA, ein kleinstes (bzw. groBtes); es heiBt: das Supremum (bzw. 
das Inf i mum) von A und wird bezeichnet mit sup x (bzw. inf a:). 

xsA xsA 

Ebenso: ist ((a„)) eine Folge aus R^, so gibt es unter den zsR^, die 
^ (bzw. ^ a„) sind fur alle n, ein kleinstes (bzw. groBtes) ; es wird 
bezeichnet mit sup (bzw, inf a„). Ist b^ = sup c„ = inf 

n n V V 

definieren wir: lim = inf lim = supc,t. Damit fiir eine Punkt- 

_« « n ^ 

folge ((an)) im jRj gelte: lim = a, ist dann notwendig und hinreichend, 

n 

daB lim an = a sei. 
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25*34« 1st A ahgeacUossen im und a* = sup x, a" = inf a;, so ist 
a'eA,a''eA. 

Denn es gibt in A eine Folge {(a„)) mit a' ; nach 17*8*0 ist also a' s A^, 
und weil A abgescMossen, ist A^ = A. 

IstasRi, be Ml unda < 6, so bezeichnen wirauch die Intervalle 
a<x<h, a ^x<b, a<x ^b mit [a, 6] , (a, 6) , [a, b) , (a, 6] . Aus 
folgt dann: 

2S«3*5. Die eirtzigen ztLsamrne'nMngendm Mevgen des sind: die 

Mengen {a}, die Intervalle (a, 6), (a, 6], [a, 6), [a, 6] des 

4. Reelle Funktionen. Nach § 1, 6 liefert jede eindeutige Abbildung 
der Menge A auf eine Menge B eine Funktion /, die jedem Elemente 
aeAein. Element / (a) e B zuordnet; die Menge A heiBt der Bereich dieser 
Funktion, und f heiBt eine Funktion auf A oder in A. Ist B^B^, d. h. ist 
jeder Funktionswert /(a) eine (endliche oder unendliohe) reelle Zahl, so 
heiBt /eine reelle Funktion; wo wir weiterhin von einer Funktion schlecht- 
weg sprechen, meinen wir stets eine reelle Funktion. Eine Funktion, die 
jedem aeA dieselbe reelle Zahl zuordnet, nennen wir eine Konst ante. 
Wir besohaftigen uns zunaohst nur mit Funktionen, deren Bereioh Punkt- 
menge eines metrischen Eaumes ist (Punktfunktionen). 

Ist / eine Fmoktion auf A und (7 Q A, so bezeichnen wir (vgl. § 22, 3) 
als die auf C eingeschrankte Teilfunktion (7 1/ diejenige Funktion 
auf (7, die jedem as G den Funktionswert / (a) zuordnet; der Bereich von 
C 1/ist (7. 

Die Funktion / auf A heiBt endlich, wenn fur jedes aeA der Funktions- 
wert / (a) eine endliche Zahl ist. 

Ist / eine Funktion auf A, so heiBen die Zahlen sup/ (a;), inf/ (a;) das 

sc»A xeA 

Supremum, bzw. das Infimum von/. Ist das Supremum (bzw. das 
Infimum) von / endlich, so heiBt / nach oben (bzw. nach unten) be- 
schrankt; ist / sowohl nach oben als nach unten beschrankt, so heiBt/ 
beschrankt. Naturlich kann/ endlich sein, ohne beschrankt zu sein; Bei- 

spiel: sei A die Menge aller a #= 0 des B^ und / (a) = ~ . 

a 

Wenden wir auf eine Funktion / die Schrankungstransformation an 
(§ 25, 2), d. h. ersetzen wir jeden Funktionswert / (a) durch 8 (/ (a)), so ent- 
steht eine beschrankte Funktion 8 (/). 

Ist / dne Funktion auf A, und gibt es ein a s A, so daB / (a) = sup/ (a?) 

(bzw. / (a) = inf / («)), so sagt nian: der Funktionswert / (a) ist absolutes 

x»A 
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Maximum (bzw. Minimum) von /; dann ist f{x) ^f{a) (bzw. ^f(a)) 
fiir alle xsA, 1st f(xy<f [a) bzw. f{x)>f(a) fiir alle xsA--{a}, so 
sagt man, der Funktionswert f{a) ist ein eigentliches absolutes Maxi- 
mum (bzw. Minimum) von/. Gibt es eine Umgebung so dafi/(a:) ^/(a) 
(bzw. ^f(a)) fiir alle xsA so sagt man: der Funktionswert f{a) ist 
ein Maximum (bzw. Minimum) von /; gibt es obendrein eine reduzierte 
Umgebung U' (§ 9, 1), so dafi f(x)<f{a) (bzw. f{z)>f(a)) fiir alle 
xeA U', so sagt man: der Funktionswert / (a) ist ein eigentliches Maxi- 
mum (bzw. Minimum) von /. 

25 * 4 * 1 * Istf eim Funktion auf der separablen Menge A, so gibt es nur ab- 
weZe PunJcte aeA, in denen f (a) ein eigentliches Maximum oder 
Minimum von f ist, 

Sei die Kugel (§ 9, 2) vom Mittelpunkt a und Radius und sei A^ 
die Menge aUer asA^ fiir die A 1/ in a ein eigentliches absolutes Maxi- 

n 

mum hat; fiir je zwei verschiedene Punkte a, a' von A^ gilt dann: a a' ^ i , 

n 

die Punkte von A^ bilden also einen isolierten Teil von A, mi tbin ist A^ 
abzahlbar nach 13*o*91. Da die Menge A' aller Punkte von A, in denen / 
ein eigentliches Maximum hat, =: S A^ ist, ist auch A' abzahlbar. Ebenso 

n 

sieht man, dafi die Menge aller Punkte von A^ in denen / ein eigentliches 
Minimum hat, abzahlbar ist. 

5. Grenzwert. Sei / eine Funktion auf A, sei as und ba wir 
sagen: / hat in a den Grenzwert 6 , in Zeichen: lim f(z) — b (oder 

x-*a 

f (x) -*b fiir X a), wenn es zu jedem d >> 0 eine reduzierte Umgebung 
(§ 1) SO 11/ {^) •“ b II < d fiir alle xsA U' . 

25 * 5 * 1 * Ist f eine Funktion auf A^ae A?- und, b e Bi, so ist, damit 
lim f (x) = b geUe, natwendig und hinreichend, dap es zu jedem r}'>0 eine 

reduzierte Umgebung U' gebe, so dap [/(a?) — b\ <ri fiir cdle xsATJ'^. 

Notwendig; Nach 25*S*$ gibt es zu jedem 77 > 0 ein d > 0, so daB aus 
l|/(a;) — b II < d folgt: 1/ (a:) — b | < ri', und nach Annahme gibt es ein 
U', so daB aus xeATf^ folgt ll/{a;) — b || <d. Hinreichend: Dies folgt 
aus § 25 (3*1). 

25 * 5 * 2 * led f eine Funktion auf A, so ist, damit f im Punkte aeA^ einen 
Qrenawert habe, notwendig und hinreichend, dap es zu jedem d > 0 eine Um^ 
gebung gebe, so daP \\f(x) —f(ixf) H < d fur aUe xsAU'f^, xf sA 
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Notwendig: Ist lim /(as) = 6, sogibt es ein Z7', so daB ||/(a:) — 6 j|<- 

a-— .a J 

11/ (a/) — 6 II < ^ fiir alle xsAU^, x^sAU'^; wegen der Dreiecksun- 

gleichung § 25 (3*0) ist dann aber \\f{x) — / (a/) || < <5. Hinreichend: Ist 
die Bedingung erfuUt, und ist ((a„)) eine Folge aus A — {a} mit 

so ist ((/(®n))) Cauchysche Folge im jB^; da der nach 26«8*1 voU- 
standig, gibt es also ein b e -Bj, so daB / (a„) 6. Nacb Annabm e gibt es ein 

17' , so daB ll/(a:) — /(a;') || < .^- fiir alle ase^ C7^ , C7'; wegen o„—o, 

gibt es ein n*, so daB an*eU'^ und ||/(o„*) — ^ II < 2 » 

xeA U'^ gilt dann: ||/(a;) — 5 |1 ^ ||/(a;) 1| + i|/K*) ~ ^ || <d; 

damit ist die Behauptung bewiesen. 

25*5*21« 1st f eine Funktion auf A und a e A^, so ist, damit lim f (x) =ib 

X —>a 

gelte, Tiotwendig und hinreichend, dap fiir jede Folge ({an)) dus A — {a} mit 
an^a gelte: f {an)-^b , 

Notwendig: Sei 5 > 0; nach Annabme gibt es ein 17^, so daB 
i|/{a)— 6[| <5 fur alle a:e A ?7'; da — {a} und a^-^a, ist a^eA 17' 
fiir fast alle n, also |1/ (c^n) — & |1 < d fur fast alle n, d. h. / (a„) b. Hin- 
reichend: Gilt nicht lim / (a;) = 6, so gibt es ein <5 > 0, so daB in jedem 

a:— ►a 

t7^ an xsAV'^ mit — b |1 ^ <5 vorkommt; insbesondere gibt es 

alsoeina„s4Z'l,soda6 |l/(On)— *>11 ^ d; dann ist a„e-d — {o}, a*, ^a, 

n 

aber nicht / (a„) -* h, 

25*5*3* Sindf (x), g (x) Funktionen auf A, i8t]imf (a;) = 6, lim g (x) = c, 

a;— ►a x~*a 

und ist b -{-c ^bzw, b — c,bc, — | nicht sinnlos, so gibt es ein ?7', so 

dapf{x)+g(x) {bxu>. f(x) — g(x). f{x)g(x), fUrkein xeAU'^ 

stnruos ist, 

Wir fuhren den Beweis fiir / -j- p. Die Behauptung ist sicher richtig, 
■wenn b, c endlich siod, denn dann gibt es ein C7', so daB f(x) und g (x) 
endlich sind fiir alle xeA U^, Sei etwa 6 = + oo; dann ist c 4= — oo; es 
gibt dann ein t/', so daB f(x)^ — oo,g{x)^’—ooim alle xsA ?7' ; dann 
aber ist f(x) +9 (a?) fiir kein xeAXf^ sinnlos. 

In bekannter Weise beweist man nun die Satze: 

25*SHt OiU lim / (x) so audh lim 1/ | » I 6 |. 
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25*5«41. Sind f{x), g (x) Funktionen auf A, und ist lim/(a:) = 6, 
lim g {x) = c, so ist lira max (/(x), g (x)) =max (6, c). lim min (/ (a;), g (x)) 

X’“*a x—^a x—^a 

= min (6, c) . 


25*5*^2. Sindf{x), g {x) Funkticmen auf A, ist lim / (re) = b, lim g{x) =c 

x~-*a x-*‘a 

und ist b -{-c { bzu\ b — c , b c, ) nicht sinnlos, so ist lim (/ {x) -j - g (x)) 

\ C f x~-*a 

= 6 + c ( bzw. lim (/ {x} — g (a:)) ^ b — c, lim f(x)g(x) = be, 

\ x-^a x-^a 

V 


6. Stetigkeit in eiiiem Punkte. Die reelle Funktion / auf A heiBt 
stetig im Punkte aeA, wenn die Abbildung, die jedem Punkte xsA 
die Zahl f (x) zuordnet, stetig ist im Punkte a; anderenfalls heiBt sie un- 
stetigina. In einem isolierten Punkte ihres Bereiches ist jede Funktion 
stetig. Ist/stetig im Punkte a, so heiBt a ein Stetigkeitspu nkt, anderen- 
falls ein Unstetigkeitspunkt von/. 

Sei/eine Funktion auf A, sei C Q A und a a C; ist dann/ stetig im Punkte 
a, so ist auch die Teilfunktion (71/ stetig im Punkte a\ umgekehrt kann 
naturlich C If stetig sein in a, ohne daB / stetig in a ware ; ist (7 1 / stetig 
in a, so sagt man auch: / ist stetig auf C im Punkte a. 

25«6*1. Ist f eine Funktion auf A und as A, so ist, damit f stetig sei in a, 
notwendig und hinreichend, da (5 fur jede Folge ((«„)) aus A mit geUe: 

/(®«) -"/(a)- 

Dies folgt aus 23-1-21. 

25*6*2. Ist f eine Funktion auf A und as Aj^, so ist, damit f stetig sei in a, 
notwendig und hinreichend, dafi lim f{x) = / (a) sei, 

X— 

Dies folgt, da nach § 12 (2*1) Af^ £ A^, aus 2o*6*l und 25*5*21, 

25*6*21. Ist f eine Funktion auf A U7id as A, so ist, damit f stetig sei in a, 
notwendig und hinreichend, dap es zu jedem d > 0 eine JJyngebung Ua gebe, 
so dap 1 1 / (i») — / (<3t) 11 < <5 {oder, wenn f (a) endlich, so dap \f(x)—f(a)\< S) 
fiir aUe xsA U^, 

Das ist trivial, wenn as A — AJ^, d. h. wenn a ein isolierter Punkt von A 
ist; es folgt, wenn asAj^, aus 25*6*2 (bzw. aus 25*6*2 und 25*5*1). 

Sind / und g Funktionen auf A, so besteht der Bereich von/-f aus 
alien Punktenae-4, fiir die /(a) + g (a) nicht sinnlos ist (§ 25, 1). Ana- 

loges gilt fur f--g, fg,-j- 
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25*6«3« f und g Funktionen auf A, ist B der Bereich von f + g 
^bziv. von f-^gffg, ~j , ist a e B, und sind f und g stetig in a, so gibt es 

eine Umgebung , so dap A U^^QB , 

Dies folgt aus 25«6»2 und 25«5«8. 


Aus 25«6*2 und 2d*5«4^ 25*5*41^ 25*5*42 folgen die SS^tze: 
25-6-4. Ist fix) stetig in a, so auch ! / (a?) [ . 


25*6*41. Bindf, g Funktionen auf A, die stetig sind in a, so sind auch die 
FunlclioTien max (/ (or), g (x)) , min (/ (x), g («)) stetig in a. 


2S*6*42. Sind f, g Funktionen auf A, ist B der Bereich von f + g 

h 


^bzw. von f — g , fg, —j, ist as B und sind f und g stetig in a, so ist 
auch f + g ^bvto, f—g, fg, — j 


%n a. 


Sei f eine Funfcfdon auf A, sei B die Menge aller f (x) {x e A), und sei g 
eine Funktion, deren Bereich ist; dann ist g {f(x)) eine Funktion auf 
A; sie heifit die aus f und g zusammengesetzte Funktion. Fur sie 
gilt; 

25*6«5. Istf stetig im Punkte as A, und ist Big stetig im Punktef {a) e B, 
so ist auch die zusammengesetzte Funktion g (/ (x)) stetig im Punkte a. 

Dies folgt unmittelbar aus 22*1*4« 


7. Stetige Funktionen. Ist A der Bereich der Funktion /, und ist / 
stetig in jedem Punkte as A, so heiSt die Funktion / stetig (oder ausfuhr- 
lioher: eine stetige Funktion auf A). Jede Funktion/, deren Bereich 
eine isoHerte Menge ist (§ 12, 3), ist stetig. Ist (7 g A, und ist die Funktion 
Clf stetig, so heiBt/stetig auf (7. Ist A der Bereich von/, ist (7 ^ A und 
/ stetig, so ist auch Clf stetig, d. h. / ist stetig auf C, 

Qrdnet die Fimktion / (a?) auf A jedem a; e A denselben Funktionswert c 
zn, so ist sie stetig; d. h.: jede konstante Funktion ist stetig. 

Ist B ein metrischer Raum, hsB, BQB, so sind die Abstande zb,xB 
Funktionen, deren Bereich B ist; zufolge 25*6-l und 17*3»81 gilt von ihnen: 
25*7*1. Die Funktionen x b und x B sind stetig, 

25*7*2. Ist der Bereich A der stetigen Funktion f in sich kompakt, so ist 
auch die Menge M aMer Wertef{x) (a?sA) in sich kompakt^). 

Dies folgt aus 28*8*1. 


Dabei ist es, wenn / endlich ist, gl^obgtiltig, ob M als Menge im oder im 

aufgefafit wild. 
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25 - 7 - 21 , 1st der Bereich A der stetigen Funktionf in sick kompakt, so gibt 
es einen PunJct e A, in dem f(a') ein absolutes Maodmum, uvd einen Punkt 
E A, in dem S(pf') ein absolutes Minimum ist. 

Dies folgt aus 25-B-4, derm nach 25»7*2 ist die Menge M aller Werte f(x) 
(xeA) in sich kompakt, ako nach 15*2-22 auch abgeschlossen. 

25 * 7 * 22 . Damit auf der Menge A jede stetige, endliche Funktion beschrdnkt 
sei, ist notwendig und hinreichend, dafi A in sich kompaJct sei. 

Notwendig: Ist A nicht in sich kompakt, so gibt es einen nnendlichen 
Teil {oj, . . .} von A, der keinen Haufungspunkt eA besitzt; 

dann gibt es zu jedem ein positives < ~ , so daB die Kugeln Ka^ 

disjunkt sind; wir setzen B ^ A — S ^ xind definieren eine Funktion 

n ^ 


/auf.4durch: /(x)=0 fur xeB\ /{a;) = » imxsA dann 

ist/endlich, aber nicht beschrankt, da f{a^ = n. Es ist noch zu zeigen, daB 
/ stetig in jedem Punkte aeA, Das folgt aus B5*7*l wenn 
Sei also (w=l, 2, . . .), d. h. aeB. Dann ist /(a) = 0; 

nach 2o*6-l ist also zu zeigen: fiir jede Folge ((6J) aus -.4 mit 6,-H.agilt 
/(^y) Ware dies nicht der Fall, so gabe es ein.d > 0 und eine Teil- 
folge ((6,p), so daB ^(5 fur alle t; wegen /(5yP>0 liegt jeder 

Punkt in einer der Kugeln wegen S(b^^'^6, h^r^a und 

ar^e Kg^ g kann aber keine der Kugeln Kg « unendlich viele 6, ent- 
halten; unter den miissen also Punkte aus unendlich vielen ver- 

schiedenen vorkommen; wegen p„< ware aber dann a 

Haufungspunkt der Menge {a^, ag, . . a„, . . .}, was unmdglich, da diese 
Menge keinen Haufungspunkt sA besitzt, Hinreichend: Dies ist ent- 
halten in 25*7*21* 

Aus 22*2*1 entnehmen wir: 


25 « 7 * 3 . Ist A der Bereich vonf, ist A' ein in sich komfdkter Teil von A und 
ist f stetig in jedem Punkte x e A', so gibt es zu jedem ^ > 0 eiu <y > 0, ao da^ 
fur je Tswei Punkte as A und a' s A' mit a a' <Z a die Ungleichung gilt 
\\f(a)-f{a')\\<d. 

Die Funktion / auf A heiBt gleichmaBig stetig (vgl. § 23, 4), wenn es 
zu jedem <5 > 0 ein o* > 0 gibt, so daB fiir je zwei Punkte as A, of e A mit 
aa' <,a gBt: \\f {ct) -- f ((d) \\< 6; ist / beschrankt, so kann es nach 
25*3*3 statt dessen heiBen: |/ (a) — f{u') ] < d . 

25 * 7 * 31 . Damit jede stetige Funktion auf A gleidhmdpig stetig sei, ist not- 
toendig und hinreichend, dap A in sich kompakt sei. 
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Notwendig: Dies zeigt die beim Beweise von 2o*7*22 konstrnierte 
Punktion / (a;). Hinreichend: Dies foigt aus 25*7*3. 

Die Funktion/ auf A heifiteine Darbouxsohe Funktion^) , T^enn es zu 
je zwei Punkten OiS A, a^e A mit /{%) </ (ag) und zu jedem der Unglei- 
chxing / (d^) < y </(a 2 ) geniigenden y ein as A mit f (a) — y gibt ; d. h. 
(wegen 25-8*5), wenn die Menge aller Funktionswerte f{x) (xeA) zu- 
sammenhangend ist. 

25 * 7 * 4 * DamU jede stetiye Funktion auf A eine Darbouxsche Funktion sei, 
ist notwendig und hinreichend, dafi A zmammenhangend seL 

Notwendig: 1st A unzusammenbangend, so gibt es nach eine 

2Ierlegung A — Ai + A 2 in zwei fremde Summanden, die beide 3 ^ 
offen in A sind. Setzen wir / == 0 auf A^,f= 1 auf A 2 , so ist / eine stetige 
Funktion auf A, aber keine Darbouxsche Funktion. Hinreichend: Nach 
28*5*1 ist die Menge M aller /(a:) (xsA) zusaromenhangend. 

Ein Beispiel einer Darbouxschen Funktion im jB^, die nicht stetig ist, 

liefert die durch / (a;) = sin— fur a; =j= 0 , / (0) == 0 definierte Funktion, die 

X 

im Punkte 0 unstetig ist. Es gibt sogar im Darbouxsche Funktionen, die 
in jedem Inter valle [a, 6] jeden beliebigen Wert ze R-^ annehmen (mithin 
in keinem Punkte stetig sind) ; man zerlege, um eine solche Funktion zu er- 
halten, den jBj in 8 fremde, im R-^ dichte Summanden, ordne in ein-eindeu- 
tiger Weise jedem zs R^ einen dieser Summanden zu, und setze f (x) = z 
fiir xs Eine solche Zerlegung des Rj in S fremde dichte Summanden 
erhalt man z. B. in folgender Weise: wir ordnen jeder dyadischen Folge 

k 

d ~ {{ky)) (§ 18, 7) die Menge A^ aller in der Form g + ^ oder 

V ^ 

+ + ^ darstellbarenZahlen zu, wo g eine 

ganze Zahl, g^, g^* • • •> S^ 2 n-i beiden Zahlen 0, 1 bedeutet und 

g^n = 1 ist ; jede dieser Mengen A^ ist dicht im R^ und verschiedenen 
dyadischen Folgen d entsprechen fremde Mengen A^\ auch die Menge A 
aller xeR^, die zu keiner Menge A^ gehoren, ist dicht im ; da es nach 
5*2*2 8 dyadische Folgen gibt, liefem die Mengen A^ zusammen mit A eine 
Zerlegung des R^in fremde, im R^ dichte Summanden. 

25 * 7 - 5 . Ist f eine stetige Funktion auf A, und ist C dicht in A, so ist die 
Funktion f durch ihre Teilfunktion C\f vollig bestimmt 

Abweichend hiervon bezeichnen manche Autoren eine Funktion / auf A ala 
Darbouxsche Funktion, wenn A' If fhr jeden zusammenh&ngenden Teil A* von A 
eine Darbouxsche Funktion im Sinne des Textes ist. Wie aus 25»7*4 hervor- 
geht, ist jede stetige Funktion in-diesem Sinne eine Darbouxsche Funktion. 
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Dies ist ein Spezialfall von 22*3*1. 

2d*7*6. Ist A separabelf so hat die Meiage 0 odler stetigen Funktiorien auf A 
die Mdchtigkeit 

Da jede konstante Funktion stetig ist, hat 8 mindestens die Maehtig- 
keit X. Da A separabel, gibt es nach 13.1.3 einen abzahlbarenin^ dichten 
Teil G j da nach § 5 (2*0) i = X ist, hat nach 4:.8.2 die Menge aller Funk- 
tionen auf C die Machtigkeit X, also hat nach 25*7.5 8 auch hochstens 
die Machtigkeit X. 

Literatur: Satz 25*7*4 ist bekannt ais „Zwischenwertsatz“; er wurde zuerst 
exakt von B. Bolzano (1817) bewiesen. DaB es auch nnstetige Funktionen gibt, fur 
die der Zwischenwertsatz gilt, hat G. Darboux betont (Ann. Norm. (2) 4 (1875) 
S. 109); obiges Beispiel stammt von H, Debesgue, Lie 90 ns sur P integration S. 90. 
tlber Darbouxsche Funktionen: C. H. Rowe, Am. Bull. 32 (1926) S. 285. 
Th. Radakovid, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931) S. 117; 39 (1932) S. 229. 

8. Urbildmengen. Sei/ eine Funktion auf A» Wir bezeichnen (§ 1, 3) 
mit [/ (x) > a] die Menge aller xe A, fur die / (a:) > u gilt, und analoge 
Bedeutung haben die Symbole [/ (^6) <«],[/ (f ) = a] , [a < / (z)< 6] usf. 

25 * 8 * 1 . Istf eine stetige Funktion auf A, so sindfiirjedes ysJ^ die Mengen 
If > y] wnd [/ {£) < y] qffen in A, die Mengen [/ {do) ^ y\ und 
[/ {do) ^ y] abgeschlossen in A. 

Da die Menge aller z'> y, sowie die Menge aller z<,y offen (und die Menge 

aller z'^y, sovde die Menge aller z ^y abgeschlossen) im ist, folgt dies 
aus 28.2.1 und 23.2-11. 

25 * 8 * 11 * Ist f eine Funktion auf A, ist die Menge M dicht im und sind 
fur jedes zeM die Mengen [/ {do) > z\ und [f {do) < z] offen in A, so ist f 
stetig, 

Sei ae ^ und y* <f {a); danngibt es ein z* e Af, so daB y* < z* <f{a); 
dann ist a e [/ {:B) > z*], und da di^ Menge offen in A, gibt es eine Um- 
gebung Ul, so daB A Ul ^ [f {dt) z*]; dann ist f{x)>y* fur aUe 
xeAU\, Ebenso gibt es zu jedem y** > / (a) ein Z7**, so daB / (x) <y** 
fiir alle xsA U*f. Setzen wir = U*a TJ**, so ist also y* <f{x) < y** 
im xe A 27a . Daraus folgt: zu jedem <5 > 0 gibt es ein 1/^* so daB \\f(x) 
— / (^) 11 < d fiir aJle xs A 17^. Also ist / stetig nach 25.6*21. 

25 * 8 * 12 . Istf eine Funktion auf A, ist die Menge M dicht im , und sind fur 
jedes zeM die Memgen [f{dc) ^ z] und [f(^) ^ z] abgeschlossen in A, so istf 
stetig. 

Da [f{dt) z] = A — [/ (i) < z], ist die Menge [/ (:6) < z] offen in A, 
ebenso die Menge [f {£) > z]; die Behauptung folgt also aus 25.8.11, 
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25«8«13. Istf eine stetige FunUion avf A, so ist fur jedes aeBj^ die Menge 
[f{dc) = a] abgeschlossen in A, 

Dies folgt T^egen [f{x) = a] = [f(£) ^ a] [/(f) ^ a] aus 25.8.1. 

Die Umkehning von 26.8.13 gilt nicht. Beispiel im i?i : / (x) = - fur 
« 4 = 0 , / ( 0 ) = 0 . 

25*8*14. 1st B offen in A, so gibt es eine stetige FunUkni f auf A, so 
If (^) > 0] = {bzw. f/(f ) < 0] = B) und [/(f) = 0] = ^ B. 

Dies ist trivial, 'W'enn B = J:. SeiaJso BC setzenwir .4 — B = O, so 
ist C^A und abgeschlossen in A, und die nach 25.7.1 stetige Funktion 
f{x) ^ xC (bzw. f{x) = — a; C) leistet zufolge 10.5.62 das Verlangte. 
25-8-2. 1st A = S Aj,, wo die A,, offen in A, istf eine Funktion auf A, und 

V 

ist Aj, If stetig fiir alle v, so id auch f stdig, 

Setzen wir l/ = /„ so ist i/(:g) > J^] = S [/, (£) > y]; well /, eine 

V 

stetige Funktion auf A^, ist hierin nach 26.8.1 [/, (f) > y] offen in A^, und 
weil A^ offen in A, ist auch [/^ (f ) > y\ offen in A, also nach 10.1.2 auch 
[/ (f ) > y\ offen in A, also ist / stetig nach 25.8.11. 

25- 8-21. Isi ^ == + ilg + * . ‘ wo A^{v^\, 2, .,.,n) abge^ 

scMossen in A, und id A^l f stetig (v = 1, 2, . . n), so id auch f stetig, 

n 

Setzen wir A^ 1/ = /^, so ist [/(f) ^ y] = S [/^ (f) ^ y]; hierin ist 

1 

[/, (f) ^ y] nach 26*8.1 abgeschlossen in Ap, also auch in A; nach 10*2.1 
ist also auch [/ (f ) ^ y\ abgeschlossen in A, also ist / stetig nach 26.8.12. 

§ 26* Unstetige Funktionen. 

1. Die H^e einer Fonktion. Sei X ein metrischer Kaum, A ^X 
und / eine reelle Funktion auf A, Zu jedem Punkte a eA^ bilden wir die 
Menge aller ye zu denen es eine Folge ((aj) aus A mit und 

/(a„) -*y gibt; diese Menge nennen wir die Hulle von / in a und be- 
zeichnen sie mit (a), oder, wenn kein Zweifel bestehen kann, nodt P®(a). 
Ist ae^ und setzen wir = a^fia^) ^f{a)t so gilt «« / W “’'/WJ 
fur jedes ae A gilt also f(a)eP^ (a). Fur jeden isolierten Punkt a von A 
ist P® (o) = {f (a)}. 

26- 1-1. Id a e A^, a^s A, a„ a uivd id b Edufungsywnkt d&t Folge 

{if{an)))>«>istbeP°(a). 

Denn nach 17.8*58 gibt es eine Teilfolge ((<Xn,))» f(^nj) 

26-1-11. Id a e A^, he so id, damit be (a) 8ei,,notw€ndig und Kin- 
rekhend, dafi es m jeder Umyebung und jeder Umgebung ein xs A 

mit f {x) e Ui, gebe. 
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Notwendig: 1st heP^{a), so gibt es in A eine Folge ((On)) 

— dann ist ansA TJa> /(^n)® Hinreichend: 

Nact Annahme gibt es ein a^e A I, so daB / {a„) e i ; dann aber gilt 
a„— a, f (a„) — 6, mitbin be JP^ (a). ” ” 

26 * 1 * 2 . Menge P® (a) abgeschhsaen im 

Sei be (P® (a))®; wir haben zu zeigen: dann ist anch 6fi P® [a), Nach 
10*5*4; gibt es in jeder Umgebung ein 6' e P® (a) ; da XJ^ auch eine Um- 
gebung JJft/ ist, gibt es nach 26*1*11 in jeder Umgebnng 17^ ein xsAUg, 
mit / (ar) e 11^, also gilt nach 26*1*11 5 e P® (a), w. z. b. w. 

Machen wir Gebrauch von der Abweichung e{M,M^) zweier Mengen 
(§ 9, 6), so gilt: 

26 * 1 * 3 * Sindf und g Funktionen auf A, und gibt es eine Umgebung 
des Punktes asA^, so da^ l|/(a:) — g (x) \\ ^ k fur aUe xeA so ist 
e(P®(a), Pj(a))^A:. 

Sei 6 e P^ (a); dann gibt es in A eine Folge ((a„)) mit a,f(an) -*b; 
die Folge ((gf (a„))) hat, da der in sich kompakt ist, mindestens einen 
Haufungspunkt c, und nach 26*1*1 ist c e Pj (a). Nach Annahme ist [j / {a„) 

— 9 (^n) 11 ^ ^ ^ II 6 — c [1 ^ Aj; 

zu jedem be P^ (a) gibt es also ein c e Pj (a) mit ]| 6 — c || ^ A; ; somit ist, 
wenn wir Pf (a) = P, Pj(a) = 0 setzen: sup bC ^ k, Ebenso zeigt man: 

btS 

sup cB ^ k; also ist auch e (P,G) ^ k, d. h. e (Pf (a), P^ (a)) ^ L 

ceC 

26 * 1 * 4 « Sei A kompakt, f erne FunMion auf A, und B die Menge aUer 
Funktionswerte f (a) {a e A) ; dann gibt es zu jedem bs Bf^ ein as A®, so dafi 
beP^ia). 

Nach 17*8*6 gibt es in P eine Fol^ ((6^)) mit 6„ 6; sei =/ (aj ; da A 

kompakt, hat nach 17*2*8 ((a„)) einen Haufungspunkt aeA®; in ((a„)) gibt 
es eine Teilfolge ((a„^)) mit wegen ist auch b^^-*b, d. h. 

/ -* b, also ist 6 e P® (a), 

Qrdnen wir jedem xsA^ jedes ye Pf (x) zu, so entsteht eine Abbildung 
von A® auf eine Punktmenge des diese Abbildung bezeichnen wir mit 
Pf (Oder P®); dann ist die Relation xPf y gleichbedeutend mit yePf {x). 
2ft*l*5* Die AbhUdung Pf von A® ist oberhalb stetig. 

Da der in sich kompakt ist> genugt es nach 21*2*21, zu zeigen: Istae A® 
und ((a„)) eine Punktfolge aus A® mit a^-^a, so ist lim P® (a>i) S P® (a). Sei 

n 

b e lim P® (a^) ; dann gibt es nach 17*8*521 eine Indizesfolge ((tiy)) und ein 

n 

b^^eP^ia^Jj, so daB b^^b; nach 26*1*11 gibt es dn o^sA, so daB 
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also ist be P^{a). Aus 6 « lim P® (a„) folgt also beP^{a); d. h. es ist 

n 

lim P® (a„) £ P® (o) , yr. z. b. -w. 

n 

2. Die Schrankenftmktionen. Sei *wieder Z ein metrischer . Raum, 
AQX,f eine reelle Funktion auf ; sei a e il® und P® (a) die Htille von/ 
in a. Da P® (a) nach 26*1*2 abgeschlossen, gibt es nach 25«8*4 unter den 
Zahlen von P^ (a) eine groBte nnd eine kleinste; ,wir bezeiohnen sie mit 
f(a) hzw.f(a), und nennen sie die obere bzw. untere Schranke von / 
in a; es sind/ und / Funktionen auf A^, die wir als die obere bzw. untere 
Scbrankenf unktion von / bezeicbnen. Da / (a) e P® (a) war fiir as A, 
so ist / (a) ^ / (a) ^ f{a) iixr aeA, Fiir jeden isolierten Punkt a von A ist 

/(«)=/(«) -/(«). 

26«2*i. IstasA^ und, eine sich aufazusammenziehende Umgebungs- 

folge (§ 13, 1), so ist: f(a) = lim sup f{x); f(a) = lim inf f{x). 

" xtA ® ^na 

Wir setzen sup / (a;) = . Ist p <f (a) , so gibti^ es nach 2e-l-ll ein 

X9A Vna 

xeA Ij\^ mit / (a;) > p; also ist ^ / (a) fiir alle n; also ist Im gn'^f (a) . 

n 

Bleibt zu zeigen, daB auch lirng^n Sei ^>/(^)j Menge H 

n 

aUer ze Ei mit z < g ist offen im und es ist P® (a) aus 26*1*5 folgt 
also: es gibt eine XJmgebung Ua 3 so daB jF^(x)^H fiir alle xeA 
wegen f(x)eP^ (x) ist dann f{x)<,q fur alle xeA U^; da g Ua 

fiir fast alle n, ist also ^ g f iir fast alle n, und mithin lim gn («)» 

■! ^ 

w. z. b. w. 

Aus 28*2*1 folgt unmittelbar: 

26*2*11. 1st as A®, so gibt es zu jedem z > / (a) (bzw. 2 < / («)) eine Um~ 
gebung 11^, so dap f (xXz (bzw.f(x) > z) fur alle xeA 11^, und zu jedepi 
z < / (a) (bzw. z^f (a)) gibt es in jeder XJmgebung XJ^ ein xeA mit / («) > 2 
{bzw. f(x) <z). 

26*2*2. Fur jede in X offene Menge G, fur die AG'^A, ist: 
sup/(a:)= sup f{x), inf f(x)= inf f{x). 

xtAO xeA^G ^ xeAO xtA*^Q “ 

Wir setzen sup f(x)^g. Es gibt in A® ^ eine Folge ((Xn)) , so daB 

xeA<^G 

7(a:„)-*g; da 0 offeh^ gibt es nadr 26*1*11 ein x^eAG, fito daB 
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l|/(*«)— sup f[x)'^g. Da aber/(a:) ^/(a:) fiir 

^ xeAG 

alle xe A , ist auch sup f(x)^g. Also ist sup / (a;) = ^ , w. z. b. w. 

xeAQ xeAG 

26*2«3« Jst A kompakt, so gibt es em a' e A^ und ein a" sA^, so dap 
f (o') = sup f(x), f (a") =ixii fix). 

xeA ■” xeA 

Wir setzen sup/ (a:) = g, Bezeichnen w mit B die Menge alier Funk- 

xeA 

tionswerte f(x) {x s A), so ist g s also gibt es nach 26*1*4 ein a' e A®, 
so dab ge (a'); dann aber ist p die grofiteZahl in P® {a'), also/(a') = g. 

26-2*4* Damit f stetig set im Punkte ae A, ist notwmdig und hinreichend, 
dap f(a) = / (a) (= / (a)) seL 

Denn f {a) =f (a) ist gleichbedeutend mit P® (a) = {/ (a)} ; d. h. fiir 
jede Folge ((a„)) aus A mit a^~^a gilt / {a„) -*/ (a) ; die Bebauptung folgt 
also aus 25*6«1. 

3. Die Scliwankung. Ist / eine Funktion auf A, ist g das Supremum, 
h das Infimum von / (§ 25, 4), so heifit die Zabl m/ (A) == -j gr — A || die 
Schwankung von /. Ist A' so heifit die Schwankung vonA'l/ 
die Sch'wankung von / auf A'l sie ist ^ co/ {A). Ist ae A®, so heifit 
die Zahl (Of{a) || = /(a) — /(a) || die Schwankung von / in a; es ist 
(Of (a) eine Funktion auf A®, die wir als die Schwankungsfunktion von / 
bezeichnen; wo kein Zweifel moglich ist, schreiben wir a> (a) statt <Of (a). 
In jedem isolierten Punkte a von A ist co (a) = 0. 

26*3*1* Istae A®, ist ((Una)) sudi auf a ziLsammenziehende Umgebuugs^ 

folge, und ist cOn die Schwankung von f auf A U^at so ist co (a) ^ lim co^. 

Dies folgt wegen § 25 (3-2) aus 26»2*1, * 

26*3-ll« Istae A®, so gibt es zu jedem z> a> (a) eine Umgebung Ua» so dafi 
ll/(a;) — /(a/) || <zfur aUe xeA xf eA Uai und zu jedem z<(o(a) 
gibt es in jeder Umgebung Ua einx' bA Ua und ein x"eAUa, so dap 
\\f(x')~f(x")\\>z. 

Dies folgt aus 26*3*1. 

26*3*12* Ist aeA, so gibt es zu jedem z<ct}(a) und zu jedsr Umgebung 
U, ei» xsA Ua, so dap ll/(*) -/(o) H > ^ . 

Denn anderenfalls ware fiir alle xf e A Ua, xf* e A Ua- 
\\fixf)-fia) W^j, ll/(*")-/(«)ll ^ also 11 /{*')-/(*") II 
im Widerspruche mit 26*3*1 !♦ 
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26*3*2« Damit f stetig sei im Punkte as A, ist motwendig und hinreichendy 
dafi (o (a) = 0. 

Dies folgt atis 26*2.4, 

26«3*8« Ist A' tin in eich kompakter Teil von A, nnd ist co (x) ^ kfur alle 
X € A', so gibt es zu jedem z ':> k tin a "> 0, so dafi fur je zwei Punkte ae A, 
a'eA* mit aa' <,a die Ungleichung gilt: \\f(o) — f{a')\\<,z. 

Anderenfalls gabe es ein 2 > I;, ein a^sA und ein a^eA', so daB i , 

n 

11/ («n) -“/(^l) II ^ Da .4' in sicb kompakt, hat ((a„)) einen Haufungs- 
punkt a € A', und es gibt eine TeOfolge ((a' )) mit a' — a; wegen 

ist dann auch — • a. Nach Annahme ist to (a) ^ k <. z, also gibt es nach 
26 .a*ll eine Umgebung so daB \\fix)—f(x') \\ <z fm aHe xs A Ua, 
a/ eAUai da a^^eA U^, sAU^ for fast alle v, steht dies in Wider- 
spruoh mit l|/(o«) — H ^ z.' 

26*3*31« Ist A in sick kompakt und ist co (x) ^k fur alle xeA, so gibt es 
zu jedem z'> k ein o’> 0, so dap furje zwei Punkte as A, a' e A mit aa'da 
die Ungleichung gilt: \\f(a) — /(a') 1| < z. 

Dies folgt aus 26*B*8 fur A^ = A, 

Die Satze 26.8.3, 26.3*81 enthalten (fur ifc = 0) die Satze 25.7*8, 25*7*81. 

26-34. Fur jedes k ist die Menge oiler as A^ mit co (a) "^k abge- 
schlossen* 

Sei B diese Menge und 5 e J5®. In jeder Umgebung gibt es ein a e j2; 
da Uj auch eine Umgebung von a ist, gibt es nach 26*3*11 in Uj, zu jedem 
z<k zwm Punkte x, id von A, fur die \\f(x) --f{d) }| > z; nach 26*3*11 
ist also o>(b) 1;, d. h. es ist 6 a J5. Aus be B^ folgt aL^ be B, somit ist B 

abgeschlossen. 

26*3*41* Fur jedes hist die Menge aBer ae A mit co (a) ^k abgesMossen 
in A, und wenn >• 0 ist, auch aJbgeschlossen in Aj^, 

Seien B und B' die Menge aller x e A^, bzw. aller xe A mit co (x) ^ k. 
Da B^ = A B und nach 26*8*4 B abgeschlossen, ist jB' abgeschlossen in A, 
Ist I; >■ 0, so ist, da co (x) ^ 0 fiir alle xe A — gilt : B' ^ Aj^, also 
B' = A* B, also ist J?' auch abgeschlossen in Aj^. 

4. Yerteilung der Unstetigkeitspunkte. Sei vneder / eine Funktion 
auf A ; wir befaraohten die Menge aller ihrer Unstetigkeitspunkte. 

26*4*1. Die Menge C aBer UnstetigkeitspwBcte von f ist ein F^jinA und 

»» A*. 
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Sei Cn die Menge aller xe A mit ct> (a:) ^ ; dann ist nach 26-S«2 C = 

n 

S Cn, die Behauptung folgt also aus 26*3*41. — Die Umkehrung TOrden 

n 

wir in 26*4»8 beweisen. 

26*^11* Die Menge D oiler StetigkeiUpunkte von f ist ein in A. 

Denn nach 26*4*1 ist — D ein in 

Ist / eine Funktion auf A, die in jedem Punkte ye A nnstetig ist, so heiBt 
/ total nnstetig. 

26*^2* Ist A A und insichdicht, und sind zwei verschiedene Zahlen, 
so gibt es auf A eine total unstetige Furiktion, die nur die zwei Werte z^ 
annimmt 

Nach 12*4»6 zerlegen wir: A =: B + (A — B), wo B und A -- B dicht 
in A. Setzen wir / (a;) = fiir a? e / (a;) == z^ fur xe A — B, so leistet f 
das Verlangte. 

264-3. Ist C ein F^ in AJ^, so gibt es auf A eine Funktion f, die unstetig 
ist in alien Punkten von C, stetig in alien Punkten von A-- C. 

Sei O = S C7n , wo Oft abgeschlossen in .4* ; da A/^ nach 12-2*8 abgeschlossen 

n 

in .4, ist nach 10-8-5 C7„ auch abgeschlossen in .4. Seien Cf^ , Cf^ insichdichter 
Kem und separierter Bestandteil (§ 12, 7) von und (f^ insichdichter 
£em und separierter Bestandteil von <7^ — (C^ + . . . -f- dann ist 

C ^ S {C'j^ + C^'), und die Mengen €[, Cg, Cff, . . . sind disjunkt. Falls 

n 

3 id , sei (gemaB 26-4-2) f^ eine total unstetige Funktion auf C^, die nur 

die Werte 0 und — annimmt. Nun definieren wir eine Funktion / auf A 
durch: ^ 

f{x) =/^ (a;) fiir xeCf^; /(«) = - fiir xeCf^; f{x)=^0 fvcc xeA — C.‘ 

n 

Diese Funktion leistet das Verlangte: Sieist stetig in jedem Punkte von 
A — C\ denn sei as 4L — (7 und ((o^,)) eine Punktfolge aus A mit — a; 
da a ^ e (C\ + Cg + Cn) und 4- C'g -f . . . + C'n abgeschlossen 

in A, gilt auch a,, ^ a + Cg + . . . + C*) fur fast alle v\ mithin ist 

0^f{ay) <— fiir fast alle v; und da dies fur jedes n gilt, ist /(aj — 0; 
n 

wegen aeA — <7 ist aber auch/ (a) = 0, also ist/ stetig in a, wie behauptet. 
Die Funktion / (a?) ist unstetig in jedem Punkte von (7; denn sei 
aeO\ dann gibt es ein ti, so daB entweder ae C^oder ae(X^\ ist as <7^, 

so ist/unstetig in a, weil/» = l/unste1ag in a; ist as C^', so ist/ (a) = i ; 

da (T; = ((^ + . . . ist nach 12-7-2 4 . . . + 
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dicht in C'"', es gibt also in (C^ — (Q + . . . 4- ^n-i)); Folge ((a^)) 

mit dann ist cr, isolierter Punkt von (Cj + . . . 

und \ 9 egen £ ^4^ Hanf ungspunkt von -4, es gibt also ein a[eA, so daB 

Civ < J f (Q — (^1 -f- • • • H- ^n-l)) > ^ (^» + (^n)* 

also ist f{a[) = 0 oder = ^ (X; =f= 7^); wegen /(a) = ^ gilt also nicbt 
/(a')— /(a), Tind daaus folgt: a'->a, ist/nnstetig in a. 

Literatur; Satz 26*4*11 geht zuriick auf W. H. Young, Wien. Ber. 112(1903) 
S. 1307. 

5. Punktweise unstetige Funktionen. Eine Funktion / anf A heiBt 
punkt weise unstetig, wenn die Menge der Stetigkeitspunkte von / 
dicht in ist ; insbesondere ist also jede stetige Funktion punktweise un- 
stetig. Ist A separiert, so ist jede Funktion / auf A punktweise unstetig, 
denn nach 12*7*2 ist A^ dicht in A, und in jedem Punkte von Aj ist/stetig. 

26*5*1. 1st f 'pwnktweise unstetig, so ist fur jedes I; > 0 die Menge alter 
as A mit o> (a) ^ h nirgeTtds dicht in A. 

Sei B diese Menge und C die Menge der Stetigkeitspunkte; da co (a;) = 0 
fur a; e (7 , ist C Q .4 — B\ und da nach Annahme C dicht in -4, ist auch 
A — B dicht in A ; da B nach 26«3*41 abgeschlossen in A, so ist nach 11*2«51 
B nirgends dicht in A, 

1st f jmnktweise unstetig, so ist die Menge B alter Unstetigkeits- 
jninkte von f von erster Kategorie in A. ^ 

Denn ist jB„ die Menge aller as A mit o) (a) k — , so ist B = S B„; die 
Behauptung folgt also aus 26-o-l. 

Ist A eine Youngsche Menge, so konnen diese Satze umgekehrt werden: 

26*5*2* 1st f eine Funktion auf der Toungschen Menge A und isi die 
Menge B cdler Unstetigkeitspunhte von f von erster Kategorie in A, so ist f 
punktweise unstetig. 

Denn die Menge 4L — B der Stetigkeitspunkte von / ist eine Residual- 
menge (§ 19, 7), also nach 19*7*51 dicht in .4. 

26*5«21. Ist f eine Funktion auf der Toungschen Menge A, und ist fur 
jedes A; > 0 die Menge Bjt aller as A mit (o (a) ^ k von erster Kategorie in 
A, so ist f punktweise unstetig. 

Denn dann ist nach 19*4*2 auch die Menge B = S Bi von erster Kategorie 

n n 

in A, und da B die Menge aller TJnstetigkeitspunkte von / ist, folgt die Be- 
hauptung aus 20*o»2. 
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26*5*22. let f erne Funktion auf der Toungachen M&nge A, und ist fur 
jedea 0 die Menge dUer aeA^ mU a> (a) ^ ifc von erster Kaiegorie in A^, 
so ist f punktweise unstetig. 

Dies folgt aus 19-4«82 und 26*5«21. 

Die Satze 26«5*11, 26«5«2 konnen zusammengefaBt werden in : 

26*5*23. Ist f eine FunMion auf der Youngsthen Menge A, so ist, damitf 
funlctweise unstetig set, notwendig und Mnreichend, dap die Menge der Stetig- 
keitspunkte von f eine Residucdmenge in A sei, 

Eine Funktion im. die stetig ist in alien irrationalen, unstetig in alien 
rationalen Punkten des ist punktweise unstetig; eine solche Funktion 

erhalt man z. B. , indem man setzt: / (a;) = 0, wenn x irrational; / (r) == -, 

2 

P 

wenn x = ± — (p,q teilerfremde naturliche Zahlen) ; / (0) — 1. Eine Funk- 
2 

tion im die stetig in alien rationalen» unstetig in alien iirationalen 
Punkten ware, kann es nicht geben; dies folgt aus 26-6-11, well die Menge der 
irrationalen Punkte nicht von erster Elategorie ist,^ oder auch aus 26»4*1, 
weil die Menge der irrationalen Punkte kein F^ ist (§ 19, 2). 

26*5*3. Sind /„ (n = 1; 2, . . .) punktweise unstetige Funktiomn auf der 
Youngschen Menge A, so ist die Menge oiler Punkte, in denen sdmUicJie f^ 
stetig sind, dicht in A. 

Dies folgt aus 26«5*28 und 19*7*52. 

26*5*4. Ist f punktweise unstetig, so auch |/|. 

Dies folgt aus 2o*6*4. 

26*5*41. Sind f und g punktweise unstetige Funktionen auf der Youngschen 
Menge A, so auch max (/ {x), g (a;)) und min (/ (x), g (x)). 

Dies folgt aus 25*6^1 imd 26*5*8« 

26*5*42. Sind f und g punktweise unstetige Funktionen auf der Youngschen 

Menge A, und ist eine der Funktionen f‘\-g, /— g, fg, ~ definiert auf A, so 
ist sie punktweise unstetig. 

Dies folgt aus 25*6*42 und 26*5*8. 

Hing^en folgt daraus, daB/ und g punktweise unstetig sind, nicht die 
punktweise Unstetigkeit der zusammengesetzten Funktion g{f{x)). Bei- 
spiel: sei / (a?) die vorhin eingefuhrte, im B^ punktweise imstetige Funktion, 

1 p 

die ~ 0 ist, wenn x irrational, = — wenn x^±~{p,q teilerfremde natur- 

2 2 

liche Zahlen) und = 1 fur a? = 0; sei femer g (y) die im punkiweise 
unstetige Funktion, die = 0 ist fiir y = 0 und = 1 fur y =4= 0; dann ist 
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^(/(a?)) = X rational, und=:0, wenn x irrational; somit ist g{f(x)) 

total unstetig. 

Literatur: Der Begriff der punktweise unstetigen Funktion ruhrt her von 
H. Hankel, Math. Ann. 20 (1882) S. 89. 


§ 27. Vernachlassigung von Teilmengen. 

1. Die reduzierte Hiille einer Funktion. Sei wieder X ein metrischer 
Haum, A QX und / eine Funktion auf A. Zu jedem Punkte a eA^ bilden 
wir die Menge aller ys zu denen es eine Folge ((a„)) aus A — {a} mit 
und / (a„) y gibt; diese Menge nennen wir die reduzierte Hiille 
von / in a und bezeichnen sie mit P] (a) (oder einfach mit (a)). Die Ab- 
bildung, die entsteht, indem wir jedem xeA^ jedes ys P} (x) zuordnen, 
bezeichnen wir mit P} (oder P^). Fiir alle as A^ ist P^ (a) £ P® (a) ; fiir 
&UeasA^--A ist P^ (a) = P® (a); fiir as ist entweder P^ (a) = P® (a) 
Oder P^ (a) ^ P^ {a) — {/ {a)}. Ganz analog, wie die entsprechenden Satze 
in § 26, 1 beweist man: 

27‘14. 1st asA^, a^sA-^ia}, urid ist b Hdufungspunkt der 

Folge {(/ («„))), so ist bsP^ (a). 

27141. Ist a s A^, b € Pj, so ist, damit be P^ (a) sei, notw&ndig vmd Kin- 
reichend, dap es zu jeder reduzierten Umgebung 17^ und jeder Um^ebung Uf, 
ein xsA U'^ mit f (x) e Uj^ gebe. ^ 

274*2. Die Menge P^ {a) ist aJbgescUossen im . 

27*1*3. Sind f und g Funktionen auf A, und gibt es eine reduzierte Um* 
gebung Z7' des PunktesasA^, so dap |l/(a:) — g (x) j| ^ kfilr alle xsA C7^, 
so ist e{P](a), P] (a)) ^ k. 

27*1*4. Sei A kompakt, f eine FunMion auf A und B die Menge aller Funk- 
tionaiverlef (a) {as A); dann gibt es zu jedem be B^einas A?-, so dap beP^ (a). 

274*5. Die Abbildung P} von A^ ist oberhalb stetig, 

Wahrend fiir aUe as A gilt : f {a) s P^ (a), braucht nicht / (a) e P^ (a) zu 
sein^); wohl aber gilt: 

274*6. Ist Al^ separabel, so kann es nur abzdhlbar viele as A;^ mit 
f(a)^s P^ (a) geben. 

Sei bzw. $ ein abzahlbares ausgezeichnetes System in Aj^ hzw, im 
offener Mengen (§ 13, 1). Ist a e -4* , / (a) = 6, 6 ^ e P^ (a) , so gibt es nach 

1 p 

Beispiel im aei f(x) = 0 fur irrationales x, /(») = — a; = i ~ 

(p, q teilerfiemde natOrliche Zablen), /(O) = 1; dann ist P^(ic) = {0} far alle 
xslt^; also ist f{x) ^ eP^ (a?) fOr alle rationalen ®. 
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ein XJa und ein , so daB fur alle xe (A Ua — {<i}) gilt :/ (a?) ^sU^; 
es ist also a der einzige Punkt xe AUa mit f{x) s Ui^. Nun gibt es ein 
Ge^ und ein JS e so daB a e G, G ^ XJa> b eS, H ^Uj,; dann ist auch a 
der einzige Punkt xeG mit f(x)eH. Jedem Punkte aeAj, mitf{a)^€P^{a) 
kann also ein GeQ^ und ein H so zugeordnet werden, daB a der 
einzige Punkt xeG mit f{x)eH ist. Da hierbei verschiedenen Punkten 
aeAj^ verschiedene Paare {G, E) zugeordnet werden, und da es — weil @ 
und $ abzahlbar sind — nur abzahlbar viele Paare ((?, jB”) gibt, gibt also 
auch nur abzahlbar viele as AJ^ mit f (a) e (a). 

Literatur: Das Studium der reduzierten Hiille geht im wesentlichen zuriick auf 
R. Bettazzi, Rend. Pal. 6 (1892) S. 177. 

2. Die reduzierten Schrankenfunktionen. Da (a) nach 27-D2 
al^eschlossen, gibt es unter den Zahlen von P^ (a) eine groBte und eine 
kleinste; wir bezeichnen sie mit {a) bzw. {a) und nennen sie die obere 
bzw. untere reduzierte Schranke von / in a\ es sind und 
Punktionen auf A}, die wir aJs die obere bzw. untere reduzierte 
Schrankenfunktion von / bezeichnen. Fur alle asA^ — .4 ist p-(a) 
— fur alle aeA^istf^(a) ^f(a),f^(a) ^f(a); fiir 

alle aeAj, ist f{a) = max (/^(a), /(a)), /(a) =min (/^(a), /(a)). 

27-24. Ist asAI t ist {(Una)) auf a zusammenziehende Urn- 

gebungsfolge und 17^^ == Una {®} » ^ ist p {a) = lim sup / (x) , 
/i(a)==lim inf /(»). ” 

** xaA TJna 

1st a e A^ — A^ so ist dies gleichbedeutend mit 20*24. Ist a e 4^ 4 ( = 4*), 
so erhalt man die Behauptung, indem man 20*2*1 auf die Funktion an- 
wendet, die =/ ist auf A — {a}, und ^ f^ im, Punkte a. 

Aus 27*2*1 folgt unmittelbar: 

27-2-11. 1st as A}-, so gibt es zu jedem z> {a) (bzw, z<f^ (a)) eine redu-^ 

zierte Umgebung , so dafi f(x)<iz (bzw, f (a:)> z) fur dUe xeAU'n \ umd zu 
jedem z<p {a) (bzw, z> f^ (a)) gibt es in jeder reduzierten Umgebung 
ein xsA mit f(x) > z (bzw, f{x) < z) , 

27*2-2* Ist Af^ sejfarabei, so giU fur aHe as A^ mU hockstens abzahlbar 
vielen Ausnabmen: f^ (a) ^f{a) (a ) . 

Dies folgt aus 27* 1*0. 

27*2-3. 1st a s 4^, so ist, damit lim f(x)^b sei, notwendig und hinrei^ 
chend, dafi (a) ^f^ (a) sei. 
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Deim/i (a) =f^(a) = b ist gleichbedeutend mit (a) = {b}; d. h. fur 
jede Folge ((a„))” aus A — {a} mit folgt/(a„)- 6; die Behauptung 

folgt also aus 26*5*21. 

27 * 24 . 1st f eine Funkticm auf A, ist A^ ^ B ^A, ist g eine Funktion 
auf A^ und g (x) =f{x) fur dOe xeB, {x) ^ g (x) (x) fur alle 

xeA^-- B, so giUf^ [x) ^ g^ (x) ^ (x) {x] fur alle xeAK 

Sei aeA^; nach 27*2.11 haben wir zu zeigen: Ist z>f^{a), so gibt es 
eine reduzierte Umgebung £7^ , so daB g {x) fur alle xeA^ Z7' . Nach 
27-2.11 gibt es eine reduzierte Umgebung U', so daB f{x)<z fur alle 
xsAU[; nach 27-2.11 ist dann auch (x) ^z fixr alle xsA^U'^, mithin 
(2) g {x) ^ z fiir alle xsA^U'^ — B, 

Da.f(x) < z war fur alle xeAU'^, gilt g {x) =f{x) < z f iir aUe xsB U'; 
wegen A^ = 4® — 4^ (§ 12 (2*2)) und A^ g B folgt also aus (2): g (x) ^ z 
fiir alle xeA^U'^, w. z. b. w. 

Ist Gte 4;^, lim / (z) = 6 , / (^r) =# 6, so ist nach 25*6.2 / unstetig in a; und 

z—*-a 

zwar heiBt / he b bar unstetig in a, weil f durch bloBe Abanderung des 
Funktionswertes / (a) in den Wert b zu einer in a stetigen Funktion wird. 

27 * 2 * 5 . Hat die Funktion f auf A keine anderen als hebbare Unstetigkeiten, 
80 geht sie in eine stetige Funktion g ilber, wenn man in jedem Unstetigkeits- 
punkte a den Funktionswert f (a) durch lim / (a;) ersetzt. 

X— .-a 

Da gr in jedem Punkte asA^ (§ 12, 2) stetig ist, ist nur zu zeigen, 
daB g auch in jedem Punkte aeA^ stetig ist. In jedem Punkte as Aj^ 
aber ist nach 27-2.8 (a) =/^ (a) =lim f{x)^g (a) , also nach 27*2.4 

X'-»a 

(a) =3^ (a) ^ g (a) , also nach 27*2*8: lim gr (a;) = gr (a) , also ist g stetig 

x~^a 

in a nach 25.6.2. 

27 - 2 * 51 . Ist Af^ separabel und hat die Funktion f auf A keine anderen als 
hebbare Unstetigkeiten, so hat sie hochstens ahzdMbar viele Unstetigkeits- 
jmnkte. 

Da / in jedem Punkte aeAj stetig ist, ist nur zu zeigen: es gibt 
nur abzahlbar viele Unstetigkeitspunkte as AJ^, Nach Annahme existiert 
fm jedes aeAJ^ der Grenzwert: lim / (a?) = ^ (a) ; nach 27*2*8 ist also 

a:— ►« 

/I (a) (a) = ^ (a); also gilt nach 27-2-2 fur alle aeAj^ mit hochstens 

abz§hlbar vielen Ausnahmen: f (a) = g (a) = lim / (x) , also gibt es nach 
25-6*2 nur abzahlbar viele Unstetigkeitspunkte aeA,^. 

Literatur: Satz 27*2*2 geht zurUok auf W. H. Young, Lond. Proo. (2) 8 (1910) 
S. 119. 



§ 27. VernachlSssigting von Teilmengen. 


199 


3. Die reduzierte Schwankung. 1st aeA^, so heifit die Zahl 
a)j(a)=s\\f^{a) — /^(a)||die reduzierte Schwankung von / in a; es ist 
co] (a) eine Funktion auf die wir als die reduzierte Scli-wankungs- 
f uuktion von / bezeichnen; wo kein Zweifel moglich ist, schreiben wir 
CD^ (a) statt coj {a ) . Fiir alle a eA^ — A ist (a) = <y {a ) , fur alle 
asA^ ist (a) ^ co {a) , Wie die analc^en Satze in § 26, 3 zeigt man: 

27-31. Ist a s A^, ist {(Una)) sick auf a zusammeTiziehende UmgebuTigs- 
folge und 27' ^ bedeutei ca' die Schwankurig von f auf 

so ist ojp- (a) = lim a>' . 

n 

27-311. 1st a e A^, so gibt es zujedem z > g>^ (a) eine reduzierte Umgebung 
27', so dap \\f{x) — /(a/)!! <zfur aUe xsAU^^, a/ sAU'^; und zujedem 
z K.ctP’ (a) gibt es in jeder reduziertm Umgebung 27' ein xe A U^ und ein 
x'sAUa^sodap \\f (x) — f (x') \\> z . 

Aus 27-2-8 folgt : 

27-3-2. Damit f einen Orenzwert Kobe im Punkte a s A^, ist notioendig und 
Jiinreichend, dap ct>^ (a) = 0 . 

27-3-3. Filr jedes h ist die Menge otter as A^ mit ap- (a) abgescMossen, 

Sei B diese Menge und b s In jeder reduzierten Umgebung 27^ gibt 
es ein as B; da 27^ — {a} eine reduzierte Ukigebung von a ist, gibt es 
zu jedem z<k nach 27'8*11 in 27^ zwei Punkte x, xf von A, fiir die 
II / / ('^) 11 > ^ 27*8*11 ist also oP (b) ^ k, d. h. es ist be B, 
Aus be B^ folgt also be B, somit ist B abgeschlossen. 

27-3-31* Fiir jedes k ist die Menge otter asAj^ mit oP (a) ^ k abgeschlossen 
in A und in A ^ . 

Der Beweis ist analog dem von 26-8-41. 

27-34. Ist f eine Funktion auf der Youngschen Menge A, und ist fur jedes 
k'>0 die Menge (7*. oiler as AJ^ mit oP (a) ^ k von erster Kategorie in A, 
so ist f 'punktweise unsteiig. 

Ware / nicht punktweise unstetig, so gabe es nach 26*5«21 ein Z> 0, so 
dafi die Menge Bi aller xsA mit m (a;) ^ Z nicht nirgends dicht in A. 
Da Bi nach 26-3*41 abgeschlossen in A, gibt es dann nach 11-2-111 eine 
nicht leere, in A offene Menge OA^Bi{G offen). Bezeichnen wir mit C 
die Menge aJler as A* mit (a) > 0, so ist <7 = S , und da jedes 

^ « n 

von erster Elategorie in A, ist nach 19-4*2 auch C von erster Kategorie in A* 
Also ist A 0 eine R^dualmenge in A, also nach 19-7-61 dicht in A, also 
gibt es ein asG(A — €); w^n G A ^ Bi ist a e Bi, d. h. g> (a) ^ I, also 
ist asAj^f deim in jedem isolierten Punkte von A ist m (a) = 0; da aberU die 
h/Lensse aller a; e A^ mit ctP- (a) > 0 war, und as AJ^ — C ist, so ist oP (a) = 0; 
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naeh 27«8«11 gibt es also eine reduzierte Umgebung , so daB 
— /(^) II < ^furalle xsAU'^, xf sAU'^. Wegen aeAj^ gibtesein 

it 

a' e A U'^0, und da C/' eine Umgebung von a' ist, so ist naoh 2B-8«11 

(o (a') ^ ” ; aus a' e AO und AOQBi folgt aber a' s Bi, d. h. m (a') ^ 1; 

die Axmahme, / sei nicht punktweise unstetig, fiihrt also auf einen Wider- 
sprucb. 

27 - 841 . Ist f eine Furiktion auf der Toungachen Menge A, und ist fiir 
jedes 0 die Menge Ct aUer as A^ mit co^ (a) ^ k von erster Kategorie 
in A^, so ist f punktweise unstetig, 

Nach 11-8-12 und 19-442 ist <7*^1 von erster Kat^orie in u4. Da 
CjfA die Menge aller asAJ^ mit G)^(a) '^k ist, folgt die Behauptung 
aus 27«8*4. 

27 - 3 * 5 « 1st f eine Funktion auf der Youngschen Menge A, und ist die 
Menge B aller asAf^,in denenf eirtenOrenzwert hat, dicht in AJ ^ , so istf punkt- 
weise unstetig, 

Sei Cje (^>0) die Menge aller as mit (a) ^ 1:; da jB £ Aj^— Cjt, ist 
AJ^ — Ct dicht in Aj ^ ; weil C* nach 27*8*81 abgeschlossen in , ist also nach 
11*2«51 Cjt nirgends dicht in Af^, also auch nirgends dicht in A, und die Be- 
hauptung folgt aus 27*8*4. 

27 - 3 - 51 . Ist f eine Funktion auf der Youngschen Menge A, und ist die 
Menge alter a e A^, in denen f einen Oremwert hat, dicht in A^, so ist f punkt- 
weise unstetig, 

Der Beweis ist (unter Berufung auf 27*8*8 und 27*8*41) analog dem von 
27*8*5. 

4. YemachlSssigimg von Teilmengen. Sei 311 ein System von Teilen 
der Menge A mit folgenden Eigenschaften: 

1. Ist Jf e 3Ji und if' £ M, so ist auch M' e 3J1. 

2. 3J1 ist ein o-System, 

3. Kein M^ A aus 311 ist offen in A, 

Aus 1. folgt: ^6 311. Beispiele solcher Systeme 211 sind: -weim A ver- 
dichtet (§ 13, 5), das System aller abzahlbaren Teile von A ; wenn A eine 
Youngsche Menge, das S 3 rBtem aller Mengen erster Kategorie in A (nach 
19*7*82). — Jede Menge if e 211 nennen wir kurz eine 311-Menge. — Ist 
a e A®, und if eine 311-Menge, so gibt es “wegen 3. in A — if eine Eolge 
{(aj) mit a, 

Sei f eine Funktion auf A. Zu jedem Punkte a e A® bilden Tfir die Menge 
aller ye zu denen es fiir jedes if e 311 eine Folge ((o^)) aus A — if mit 
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und/(a„) — y gibt; diese Menge nennen wir die Hiille von f in a 
bei Vemachlassigung von SJi-Mengen, und bezeichnen sie mit 
(a) (oder einfach mit (a)). Die Abbildting, die entsteht, indem wir 
jedem xsA^ jedes y e (a) zuordnen, bezeichnen wir mit (oder 
1st auch g eine Funktion auf A, und ist die Menge aller xe A mit 
f[x)^g (x) eine 9)1-Menge, so stimmen Pf^^ und Pf^^ uberein. 

Ganz ebenso wie 26-1-11, 20*1*2, 26*1*5 zeigt man: 

27*^1. 1st as A^, bsRi, so ist, damit be P^®*^ (a) sei, notweridig und hin- 
reichend, dafi es zu jeder Umgebung , jeder XJmgebung und jedem Jf e 2k 
ein xe{A—’M)Ua mU f (x) e Uf, gebe. 

27*4'2. Die Menge P^Ua) ist abgeschlossen im Pj. 

27*4*3. Die Abbildung Pf^^ von A® ist oberhalb steiig. 

27*4«4* 1st A eeparabel, so ist die Menge aller as A mit f (a) ^ e P^®*^(a) 
eine ^-Menge. 

Sei Gj, Gg, . . . , Gi, . , . , bzw. ...» Sj , ein abzahlbares 

ausgezeichnetes System in A, bzw. im offener Mengen (§ 13, 1). Sei 
Qi, Q 2 > • • •» Qn» • • • abzahlbare Menge derjenigen Paare (G^, Ej), 
fur die die Menge aller xsG^ mit f{x)sEj eine 2}l-Menge ist; fiir das 
Paar Q„ bezeichnen wir die Menge dieser x mit M^ und setzen M == S M^l 

n 

da 2k ein or* System, ist dann auch M eine 2k>Menge. Es genugt also 
zu zeigen : ist /(a) ^s P^®*^ (a), so ist asM. Sei also b =/ (a), b^sP^^^ (a) ; 
dann gibt es nach 27*4*1 ein und ein so da2 die Menge aller 
xe A mit f (x) s Uj, eine 2k-Menge ist; sodann gibt es ein G, und ein Ej, 
sodafi asGi, GtS G^, bsEp Ej^Uti dann ist, da jeder TeU einer2k-Menge 
eine 2k-Menge ist, auch die Menge aller xsGi mit / (x) e Ef eine 2k-Menge , 
und somit i8t‘(G<, Ej) eines der Paare Q^, Q^, , . etwa das Paar 
da aber asGi, J{a)sEj, ist daxm asM^, also auch asM, w, z. b. w. 

Da P^^ (a) nach 27*4*2 abgeschlossen, gibt es unter den Zahlen von 
P^®^^ (a) eine groBte imd eine kleinste; wir bezeichnen sie mit (a) 
bzw. und nennen sie die obere und untere Schranke von / 

in a bei Vemachlassigung von 2k-Mengen; die 2iahl = 

11/^^ (a) —/<**> (a) II nennen wir die Schwankong von / in a bei Vernach- 
iSssigung von 2k>Meng6n; es sind (a), Funktionen 

auf A®, die wir als die obere und untere Schrankenfunktion, bzw. 
die Schwankungsfunktion von / bei Vemachlassigung von 
2k -Mengen bezeichnen. Aus 27*4*4 folgt: 

27*4*S* Jst A separabd, so ist die Menge aMer as A, in denen nickt (a) 
{a) ^ (a) giU, eine Wt~Menge, 
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27*4*51. Fur jedes k ist die MengeC aller asA^ mit ^ kabge- 

schlossen. 

Sei — C, also (a) < k. Aus 27«4*8 folgt: zu jedem (a) 

(bzw. zu jedem q {a)) gibt es eine Umgebung , so daB {x) < p 

(bzw, f^^{x) > g) fiir alle xsA^ U^; wegen 1| und 

(a) < k gibt es also eine Umgebung V^, so daB (a;) < jfc fur alle 
xeA^Ua; also ist A® £ A® — C, also ist A® — (7 offen in A®, mithin 
C abgescLlossen in A®, und da A® abgeschlossen, ist C abgescMossen. 

In Anlehntmg an 28*2*4 imd 20*8*2 definieren wir: Ist aeA und 
f^\a)=f^^^{a) (d.h. ==0), so heiBt/stetig in a bei Vernach- 

iassigung von SK-Mengen; gilt dies fiir jeden Punkt a des Bereiches 
Avon/, so heiBt/stetig bei Vernachlassigung von SDl-Mengen. 

27*4*6. Ist fstetig in a bei Vermchldssigung vcnW-Mengen, so ist die Ah~ 
bildung stetig in a. 

Dies folgt aus 27*4*8 und 22*1*5« 

27*4*6l- Ist / st^ig bei Vermchldssigung von ^-Mengen, und setzen wir 
g (x) =/^®^^ (a;) (a;) fur xe A, so ist die Funktion g auf A stetig. 

Dies folgt aus 27*4*8. 

Offenbar gilt: 

27*4:*62. Sind f und g Funktiomn auf A, ist g stetig, und ist die Menge aller 
xe A mitf(x) 4= g (a?) eine ^^St-Menge, so ist f stetig bei VerriacJddssigung von 
^-Mengen. 

Hiervon gilt folgende Umkehrung : 

27*4-62i. Ist A separabel undf stetig bei Vernachlassigung von Wt-Mengen, 
so gibt es eine stetige Funktion g auf A, so dap die Menge aller xe A mit f (x) 
4= q (x) eim ^-Mengfi ist. 

Dies folgt aus 27*4*81 und 27*4*6. 

Die Funktion / auf A heiBt punktweise unstetig bei Vernach- 
lassigung von 2Jl-Mengen, weim die Menge aUer Punfcte, in denen / 
stetig ist bei Vernachlassigung von 2Jl-Mengen, dicht in A ist. Offenbar 
gilt: 

27*4*7. SM f und g Funktionen auf A, ist g punJctweise unstetig, und ist 
die Menge alter xe A mit f {x)=^g (a;) eine ^-Menge, so ist f punlctweise 
unstetig bei VerruiMdssigung von ^-Mengen, 

Hiervon gilt folgende Umkehrung: 

27*4-71. Ist A separabd und f punktweise unstetig bei Vernachldssigung 
von^-Mengen, so gibt es eine punktweise unstetige Funktion g auf A, so dap 
die Menge alter xe A mit f(x)^g (a;) eine SK-M en^e id. 
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Sei g{x) =f{x) fiir alle xeA, in denenf^^x) ^f{x) (x), und 

g\x)=f‘^^ {x) fur alle iibrigen xeA', nach 27*4*5 ist dann die Menge aller 
x£ A mit f(x)^g (x) cine 212 -Menge. Da die Menge {x) nach 27*4*2 
abgeschlossen im Ei , ist sie nach 15*2*B in sich kompakt, d. h. die Ab- 
bildung ist in sich kompakt ; ist / stetig in a bei Vernachlassigung 
von 912-Mengen, so ist nach 27*4*6 die Abbildung stetig in a, nach 
22*1*2 gibt es also zu jedem (5 > 0 ein > 0, so daB e {Pf^^ (x), Pj^^(a)) 
< d fur alle xeA da (a) = {^(a)}, und da iiberall ^ g {x) 

folgt daraus sofort \\g{x)--g{a) |[ <d; also ist nach 26*6*21 
g stetig in a, Es ist also g in jedem Punkte stetig, in dem / stetig ist 
bei Vernachlassigung von 212-Mengen; also ist g punktweise unstetig. 

27*i*72. f 'punhtweise unstetig bei V emcuMdssigung von 3!ft-Mengen, 
80 ist die Menge oiler Punkte von A, in denen f nicht stetig ist bei Vemach- 
Idssigung von^-Mengen, von erster Kategorie in A. , 

Dies folgt aus 27*4*51 ebenso wie 26*6*11 aus 26*8*4. 

WirnennendieFunktion/auf A stetig bis auf eineSK -Menge, Venn 
es eine 9Jl-Menge Jf gibt, so daB {A — M) If stetig ist. Ist A sepa- 
rabel und ist die Funktion / stetig bei Vernachlassigung von Sli-Mengen, 
so ist sie zufolge 27*4*621 auch stetig bis auf eine Sli-Menge, aber nicht 
umgekehrt (vgL Satz 27*4*811). 

27*4*8. 1st Mq die Menge aller xeA^fur die nicht f{x) {x) (x) 

giU, so ist {A — Mq) If stetig. 

Dies folgt unmittelbar aus 27*4*6. 

27«4'81* 1st f stetig bis auf eine Wt-Menge, so ist die Menge G aller as A, 
in denen f nicht stetig ist bei Y ernoMdssigung von ^-Mengen, eine 
^St-Menge. 

Sei M eine 2Ji-Menge und (A — M) 1 / stetig; dann ist /in jedem Punkte 
a e A — JIf stetig bei Vernachlassigung von SK-Mengen, also ist (7 £ if , 
mithin eine 9R-Menge. 

Hiervon gilt folgende Umkehrung: 

27«4»811- Ist A se'parahel und ist die Menge C eider xeA, in denen f nicht 
stetig ist bei Vernachlassigung von 3R^Mengen, eine 2iE~Menge, so ist f stet/ig 
bis auf eine 'SE-Menge. 

Nach Voraussetzung ist die i^fenge aller xs A ^ in denen nicht 
7^®*^ (x) (x) gilt, eine SOt-Menge; also ist nach 27*4*5 auch die Menge 

Ifo alter xsA,m denen ntebt/(») (*) =/<*’ (®) gttt. ^9R-Menge, 

und die Behauptung folgt aus 27*4*S. 
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27*4*82* Istfstetig bis cmf eine Wt-Menge, so gibt es unter alien ^^Mengen 
M, fiir die (^ — Jf ) 1 / stetig ist, eine kleinste, namlich die M&nge aUer 
xs A, fiir die nicM f (x) = («) == (x) giU, 

1st M eine SK-Menge nnd as — Jf, so kann (-4 — M) 1/ nioht stetig 
in a sein; fiir alleSIl-Mengen, fiir die (A-- M) I /stetig ist, gilt also M ^Mq. 
Da es nach Voranssetznng solche SJl-Mengen gibt, ist auch Mq eine 9K-Menge, 
und da nach 27*4*8 (A — If stetig ist, ist Mq die kleinste 9]fl-Menge, 
fiir die {A — M) 1 / stetig ist. 

27*4*9. 1st f stetig bis auf eim Wt-Menge, so ist f punlctweise unstetig bei 
Y erncuMdssigung von ^-Mengen, 

Sei M eine 9)i-Menge nnd (A — M) If stetig. Dann ist f stetig bei Ver- 
nachlassigung von 9)l-Mengen in jedem Pnnkte von A — M, Es ist also 
nnr mebr zu zeigen, daU A — M dicht in ist. SeiO^A und often in .4; 
nach Eigenschaft 3. der Tl-Mengen ist dann 0^ — Jf 3) > also auch 

G (A — M) ^ A, also ist A ^ M dicht in A nach 11*1*8, w. z. b. w. 

Ist A eine separable Youngsche Menge und verstehen wir unter den SOl- 
Mengen insbesondere die Mengen erster ICategorie in 4, so gilt hiervon auch 
die Umkehrung: 

27*4*91. Ist A eine separable, Youngsche Menge, so ist, damit f stetig sei 
bis auf eine Menge erster Kategorie in 4, notwendig und hinreichend, dafi f 
punhtweise unstetig sei bei Vernachldssigung von Mengen erster Kategorie 
in 4. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 27*4*9, Hinreichend: Nach 27*4*72 
ist die Menge aUer a? s 4, in denen / nioht stetig ist bei Yemachlassigang von 
Mengen erster Kategorie, von erster Kategorie, die Behauptung folgt idso 
aus 27*4*811, 

27*4:*92- Damit die cha/rakteristische FunUion f der Menge M stetig 
sei bis auf eine Menge erster Kategorie, ist notwendig und hinreichend, dafi 
M offen sei bis auf eine Menge erster Kategorie, 

Notwendig: Nach A nnah me gibt es eine Menge 4, die von erster Kate- 
gorie in ist, so daB (jE?— 4) 1/ stetig ist. Dann ist [(E — 4) \f{di) = 1] 

= |^(J^ — 4)1/ (i6) > i j offen in jEf — 4 nach 28*8*1 ; also ist 

[(i?- 4) l/(:6) = 1] = - 4) = 4, 

wo Q offen in E; also ist if = [f(iB) 1] =={<?— 4) + 4', wo A' £ 4; 
da 4 von erster Kategorie in -S, so auch 4'. Hinreichend : Nach Annahme 
ist if = (0 — 4) +4', wo G often, A und 4' von erst^ ELategorie. Nach 
11*2*71 ist Gg nirgends dicht, also ist die Menge s= 4 + 4^ + Gg von erster 
Kategorie, und offenbar ist (J? — JB) 1/ stetig. 
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Literatur: Die Betrachtungen dieser Nunmier gehen zuriick auf R. Baire, Ann. 
di mat. (3)3(1899) S. 72, 81; Acta math. 30 (1906) S. 21; H. Lebesgue, Journ. 
de math. (6) 1 (1905) S. 185, 189. Satz 27*4*82 Btammt im wesentlichen von 
W. SierpiAski, Fund. math. 5 (1924) S. 20. 

5. Teilfunktionen. Sei / eine Funktion auf A, B ^ A und g = Bl-f. 
1st dann ae B^ (bzw. ae B^, bzw. a e jB®), so gilt fiir die Hiillen (§ 26, 1) 
von / und p in a (bzw. fiir die reduzierten Hiillen (§ 27, 1) von / und g in a, 
bzw. fiir die Hiillen von / und p in a bei Vernachlassigung von 2Ji-Mengen) : 
pj(a)gp;(a) (bzw. Pj{a)SPj(a). bzw. (o) C P<7((i)). 

Wahlen wir insbesondere fiir B eine in A offene Menge A G {G offen), 
so heiBe g ^ AGlf eine offene Teilfunktion von/. 

27-5-1. G offen und g = AGlf, so gilt fiir alle asA^G: 
P2(a)=--P®(a). Pj(o) = P‘(a), Pf>(a) = Pf”»(a). 

Denn G ist eine Umgebung von a, und fiir alle xeAGktg (a;) =/ (a;). 

Hingegen kann fiir a e (A G)^ — G sehr wohl Pj (a) C ^ M (ehenso 
Pj (a) C -P/ (a)» (^) C (^)) sein. Diesbeziiglioh gilt: 

27*5*2. Die Menge C alter a e A^ {bzw, oiler a s -4^, bzw, alter a s A^), zu 
denen es eine offene Menge G mit a e {A G)^ gibt, so dap fur die offene TeiU 
funktion g = AGlf giU: Pj (a) C P? (®) Pj («) C P/ 

(a) C (a)), ist von erster Kategorie in A^ {bzw, in A^, bzw, in A^), 

Seien Jj, /g* • • * » -4^ • * • abzahlbar vielen abgeschlosaenen Intervalle 
des Pj, deren Randpunkte p, q rational oder = ± sind. Ist Pj (a) C P?(®) > 
so gibt es, da Pj (a) nach 26-1.2 abgesohlossen, ein so daB Pj (a) = ./I, 

P^(a) Bezeichnen wir also mit die Menge aller a,eA^, zu 

denen es eine offene Menge G mit a 6 Gf gibt, so daB fiir die offene 
Teilfunktion g ^ AQ 1 /gilt : P? (a) 1^ = A,P^ {a) 3 A, so ist C = S Ci, . 

* n 

Um zu zeigen, daB C von erster Kategorie in A^, geniigt es also zu zeigen, 
daB nirgends dioht in A^, Sei also aeC^, d. h. es gibt ein offenes G, 
so daB a £ {A Gf und Pj (a) A, {a) hDA. Da naoh 26.1.5 die Ab- 
bildung Pj von {A G)^ oberhalb stetig ist, so ist nach 21.5.2 die Menge aller 
xe {A G)^, fiir die Pj (a;) I„ D .4 ist, abgesohlossen, mithin die Menge aller 
x€{AGf, fiir diePj (a;)/n= 2 list, offenin(A6')®,also vender Gestalt (4(7)° 
wo G' offen. Da nach 27*5.1 Pj (a;) = (a;) fiir alle xeA^G, und da 

A^G^ {A G)^t so ist auch P^ {x) I„ ^ A fiir alle xsA^G G*, und daher ist 
C^QG' ^ A, Sei nun A® E {H offen) eine a enthaltende, in A® offene Menge ; 
wegen a e {AG)^ und Pj (a) 1^= A, ist ae {A G)® G', also ist G^ H eine 
Umgebung von a ; wegen a e {A G)^ ist also AGG' H A, also ist A^GG' H 

eine nicht leere, in A® oHene Menge Q A® H, die wegen CnGG' ^ A za (7„ 
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fremd ist; in jeder in offenen Menge A^H, die einen Punkt von 
enthalt, gibt es also eine zu €„ fremde, nioht leere, in A^ offene Menge, 
also ist naoh 11*2*2 nirgends dicbt, w. z. b. w. 

Sei JS ein metrischer Raum, und / eine Funktion auf U ; wir nennen die 
in JS dichte Menge B eine Kernmenge fur f, wennes zu jedem bsB und 
zu jedem e > 0 eine Umgebung 27^ gibt, so daB die Menge aller xsB 
nait \\f(x) — /W 11 <e dioht in 27^ ist. 

27 * 5 * 3 . 1st E ein sejxirabler Youngscher Baum, so gibt es fur jedeFunktionf 
auf E eine Kernmenge, 

Verstehen w unter den 2Jl-Mengen die Mengen erster Kategorie, so ist 
nach 27*4.4 die Menge B' aller asE,fm die /(a) e (a) gilt, eine Residual- 
menge. Setzen wir in 27*o*2 A = E (also auch A^ = E), so ist, da die Menge 
C von 27.5*2 von erster Kategorie ist, die Menge B*' = E — C eine Residual- 
menge. Setzen w B = B' J5", so ist nach 19*7.2 auch B eine Residual- 
menge, und nach 19*7.51 ist B dicht. Wir haben noch zu zeigen: ist 6 e B, 
so gibt es zu jedem s > 0 eine Umgebung Uj, so daB die Menge aller xe BUj, 
mit \\f[x)—f(b)\\<s dicht in U^. Ware dies nicht der Fall, so gabe es 
ein £ > 0, so daB in keiner Umgebung Uj, die Menge aller xs B Ui, mit 
ll/(^) ■~/(^) 11 < ^ dioht; nach 11.1*3 gabe es dann zu jeder Umgebung 
27j eine nioht leere offene Menge ^27^, so daB \\f(x) — / (6) |1 ^ e 
fur alle xe BGu^; ist dann (( 27 ^ 5 )) eine sich auf 6 zusammenziehende Um- 
gebungsfolge (§ 13, 1) und 0 === S 0^ , so ware 0 offen, beO^ und 

n 

ll/(^)"~/(6) 11 ^ e fur alle xs BG; setzen wir g = Gif, so ware dem- 
nach, da B eine Residualmenge also E ^ B von erster Kategorie, 
mithin nach 19*4*4 G — B von erster Kategorie in ist: f{b)r^€ Pf^^{b), 
im Widerspruche zur Tatsache, daB aus be B B^ B" folgt : / (6) e (6) 
und Pf'^ (b) = Pf ) (6) . 

27 * 5 * 4 . 1st E ein se^parabler Youngscher Baum, so gibt es zu jeder Funktion 
f auf E eine in E dichte Menge A, so dap Alf stetig. 

Sei {(e„)) eine abnehmende Zahlenfolge mit 0 . Nach 27*5*8 gibt es eine 
Kernmenge B^ fiir /, und nach 9*7*1 gibt es in ein ^-Netz €i , das naoh 
18*1*6 abzahlbar ist; es bestehe aus den Punkten , 6 i 2 > ..., 61 ^,... Dann 
gibt es ein disjunktes System von Umgebungen (v = 1 , 2, . . .), so daB, 
■wenn B^^ die Menge aller xsBi mit \\f(x)^f{b^v)\\^h bedeutet, 
Bj^^ 27j^^ dicht in 27^^^ ist. Wir setzen nun: S . P 2 ~ ^ Av 

+ (Pi — (Tj). Dann ist PgS-®!* zeigen, daB Pg dicht ist; 

da Gi offen, ist nach 11*2*71 G ^ — = G^^ nirgends dicht; bedeutet also 

G eine offene Menge 3 -d, so ist naoh 11 * 2*11 D ^ , wegen G^-G^g 

ssGG^ + (G-^ Gl) ist also eine der offenen Mengen G 27^^^ ( 1 ^ == 1, 2, . . .), 
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nicht leer, und da dicht in und dicht, ist also 

d. h. nach 11*1*3: ^^2 dicht, wie behauptet. Wir zeigen nun, 
daB B^ eine Kernmenge fiir/ ist. Sei be B 2 ; dann gehort 6 zu j5j — 
Oder zu einer der Mengen wir haben zu zeigen : zu jedem <$ > 0 gibt 

es eine Umgebung Uf , , so daB die Menge aller xeB^U^, mit \\f(x) —-f(b) 1 1 < d 
dicht in Uf , ; dies ist evident, wenn be Bj^ — , weil E ^ Gl offen, weil 

J?2 (E — Gl) = jBj (E — C?J) und weil JJj eine Kernmenge ; sei also beB^^ 
nach Definition von B^^ ist dann |1 /(6) — - / (fijJ 1| < ej; wir koimen 
ohne weiteres annehmen: (5<£i— H/W — H; da beBj und 
da B^ eine Kernmenge, gibt es eine Umgebung 17^ £ so daB die 
Menge M aller xe B^TJ^ mit \\f(x) — f{b) 1| < <5 dicht in da aber 
||/(^)“/(&i.)ll ^ \\f(^)-f{b)\\ + \\f(b)^f(b,^)\\<e,.mtM^B,^U, 
QB^^ also auch M^B^; also ist B^ Uj^ dicht in 27^, w. z. b. w. — Da 
also B 2 eine Kernmenge, konnen wir mit B 2 genau so verfahren, wie vorhin 
mit indem wir nur e^ durch £2 ersetzen : es gibt nach 9* 7*2 in B 2 ein 62-Netz 
Cg 2 Cl , bestehend etwa aus den Punkten bgj , 622, . • . , , . . . , und es gibt 

ein disjunktes System von Umgebungen (v = 1, 2, . . .), so daB, wenn 
jBgy die Menge aller a;fi JBg, mit ||/(a;) — /(2>2v) II < ^2 l^edeutet, 
dicht in Setzen wir dann S = 0^2^ jBa = S + (-52 “ 

so ist B^ £ B 2 und es ist auch B^ eine Kernmenge usw. Wir gelangen so zu 
einer monoton abnehmenden Folge ((jB„)) von Kemmengen fiir / und zu 
einer monoton wachsenden Mengenfolge ((0„)) , wo C„ ein e„-Netz in B„ ; 
zufolge der Definition von B^^-^ gibt es zu jedem aeC^ eine Umgebung 
17„, so daB II /(a:) —/(a) |1 <£« xeB^^^U^. Wir setzen nun 

A = SC„; da B„ dicht und ein €„-Netz in B^, ist wegen e„-* 0 auch A 

dicht. Wir haben noch zu zeigen, daB Alf stetig. Sei a e -if^und sei e >- 0 
beliebig gegeben; dann gibt es ein n*, so daB a e da die Cn monoton 
wachsen, kann wegen en“^0 angenommen werden: da aeC^*, gibt 

es eine Umgebung 77^, so daB l|/(a;) — /(a) H <en* (< ^a> 

da die jB„ monoton abnehmen, die monoton wachsen, ist 
es gdt also \\f{x)--f{a) [j <£ fur alle a;e.4 d. h. A If ist stetig. 

Als Gregenstiick zu 27*6*4 zeigen wir noch: 

27*5*5. Ist A se'pardbel, $0 gibt es eine Funktion f auf A, so dap fiir 
heinen Teil A^ von A, der die Mdchiigheii X hat^ A^ \f stetig ist. 

Dies ist trivial, wenn A eine Maohtigkeit <C hat. Wir nehmen also 
an, die Maohtigkeit von A sei nach 13*2*1 ist sie dann = K. 

Nach 18*2*6 gibt es in offene Mengen, also nach 6*2*48 auch X G^ 
in A. Nach 26*7*6 gibt es auf jedem in -4 X stetige Funktionen, 
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und da nach § 5 (2*0) = X ist, hat auch die Menge aller stetigen 

Funktionen, deren Bereich ein in A ist, die Ma^htigkeit X. Be- 
zeichnet y die kleinste Ordinalzahl der Machtigkeit X, so konnen also 
nach 8*3*2 sowohl die Punkte des als auch die Punkte as A, als auch 
die stetigen Funktionen, deren Bereich ein Gf, in A ist, ein-eindeutig den 
Ordinalzahlen ^ <.y zugeordnet werden; seien <y) die samtlichen 
Punkte des (f < y) die samtlichen Punkte ae A und (f < y) 

die samtlichen stetigen Funktionen, deren Bereich ein G^ in -4 ist; der 
Bereich von werde mit .4^ bezeichnet. Wir definieren nun vermoge 
transfiniter Induktion (§ 7,4) eine Funktion / auf A durch die Fest- 
setzungen: 1. fia^) = ZqJ ^st /(a,^) definiert fur alle rf <ri «y), so 
sei/(a^) das erste das von alien veischieden 

ist (ein solches gibt es, weil die Menge der {rj' <r], a^sA^^) 
eine Machtigkeit < X hat). Sei nun A' ein Teil von A der Machtigkeit X ; 
wir haben zu zeigen, daB .4'!/ nicht stetig ist. Angenommen, A' If 
ware stetig; nach 22*4*3, 22*4*1, 28«4*I gibt es dann ein A'^A', das 
ein G^ in A ist, und eine stetige Funktion g auf A, so daB A' Ig ==: A' If. 
Dann ist g eine unserer Funktionen etwa und A = Da A' 
die Machtigkeit X , die Menge der mit f s; f * eine Machtigkeit < X 
hat, gibt es ein mit dann aber ist nach Definition 

von /: /(«!♦.) (a^*), d. h. f{€L^**)^g{a^*), was unmoglich, da wegen 

8 A' : g (a^^) = f(a^*m). 

Literatur: Satz 27*5*2 geht zuriick auf W. H. Young Lend. Proc. (2) 8 (1910) 
S. 118; die Satze 27*5*3, 27*5*4 stammen vonH. Blumberg, Am. Trans. 24(1922) 
8. 113; Satz 27«5*5 stammt von W. Sierpidski und A. Zygmund, Fund, 
math. 4 (1923)^. 316. 

6. Einseitige Hlillen. Wir beschaftigen uns nun insbesondere mit 
Funktionen, deren Bereich eine line are Punktmenge, d. h. eine Punktmenge 
A des ist. Die Menge der linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Haufungs- 
punkte von A (§ 24, 2) bezeichnen wir mit A], (bzw. Al); die Menge der 
heiderseitigen Haufungspunkte ist dann A]_ A\. 

27*6*1. Die Mengen A^ — A]_, A^ -- A\, A^ ^ At A\ sind (xbzdMbar. 

Dies folgt unmittelbar aus 24«2«1. 

Sei A eine lineare Punktmenge, / eine Funktion auf A und aeAt; mit B 
bezeichnen wir die Menge aller xsA mit x<a, und setzen Blf=ig; 
dann heiBt die HuUe Pj (a) von gr in a die linksseitige reduzierte 
Hulle (a) (oder kurz Pt (a)) von / in a. Analog ist die Definition 
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der rechtsseitigen reduzierten Hulle (a) (oder kurz P\ (a)) 
von / in a. Offenbar ist P^(a) = Pi (a) + P\ (a), Aus 26»1*2 folgt: 
27*6*2. Die Mengen P\ (a), P\ (a) $ind abgeschloseen im 
An Stelle von 27*6*2 tritt bier der scharfere Satz: 

27«6*21. Die Mertge C oiler aBA\A\, fur die P\ (a) =# P\ (a) giUy 
ist abzdhlbar, 

Seien /g, die IntervaHe [ 39 , q\ des deren Randpunkte 

'p, q rational oder = ± 00 sind; sei femer Q (bzw. die Menge aller 
aeAlAl, fiir die Pi{a)I„ = A, P\{a)I„^A (bzw. Pl{a)I„=A. 
Pi ia)l„ 3^). Wie beim Beweise Ton 27*6»8 sdeht man, dafi <7 = 5 (<7„+<7') ; 

n 

es geniigt also zu zeigen, daB (7„ und 0^ abzahlbar; wir zeigen es fiir 
Sei also aeC^; dann ist Pi (a) /„ = A. Bezeiciinen wir mit G die Menge 
aller zsA mit z<a und setzen 1/ = gr, so sehen wir, wie beim Beweise 
von 27*5*2, dafi die Menge aller xe fiir die Pj (z) In=^A ist, offen in G^ ist. 
Daraus folgt, daB es ein Interval! (a — a, a) gibt, so daB auch P}^ (z) J„ = A 
fiir aUe zs (a ^ cr, a) A^; somit ist auch (a — < 7 , a) 0^ = A, Zu jedem 
aeCn gibt es also ein IntervaU {a — a, a), so daB (a — cr, a) == A, Da 
es aber im nur abzahlbar viele fremde IntervaHe gibt, ist abzahlbar, 
w. z. b. w. 

Liter at ur: Satz 27«6«21 stamint von W. H. Young, Quart. Joum. 39 (1907) 
S. 67; Rend. Line. 17/1 (1908) S. 682, 

7. Einseitige Schrankenlonktionen. Sei wieder A eine lineare Punkt- 
menge, / eine Funktion auf A. Da Pi (a) und P\ (a) nach 27*6«2 abge- 
sohlossen, gibt es unter den Zahlen von Pi (a) und von Pi (a) je eine 
groBte und eine kleinste; wir bezeichnen sie mit /i (a), /i (a), f \ (a), f \ (a) 
und nennen sie die linksseitige (bzw. rechtsseitige) obere (bzw, 
untere) reduzierte Schranke von / in a; betrachtet man sie als 
Eunktionen auf Ai (bzw. auf Ai), so heifien sie linksseitige (bzw. rechts- 
seitige) obere (bzw. untere) reduzierte Schrankenfunktion von/. 

Sei a e Ai , sei P die Menge aller a? e A mit z <.a und ^ = P 1/. Ist 
dann lim g {z) = b, so heiBt b linksseitiger Grenzwert von / in a, 

in Zeichen: lim /(a?), oder auch /(a — 0). Analog ist die Definition des 

a:--«-a-o 

rechtsseitigen Grenzwertes lim f(x) oder / (a -j- 0). Wirsagen: 

/ hat in a einen einseitigen Grenzwert, wenn / in a sei es 
einen rechtsseitigen, sei es einen linksseitigen Grenzwert hat. Ist 
/jsAi Ai, so ist das Bestehen von lim /(a?) =5 gleichbedeutend mit 

a-^a 
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dem gleichzeitigen Bestehen von lim 
bar gilt: 


f(x) = h und lim f(x) ^ b. Offen- 

z—*aT 0 


27*7'1. 1st asA]^ (bzw.aeA\), so ist, damit lim f(x)=^b (bzw, 

a— ►o-o ' 

lim f (a;) = b) sei, notwendig wnd hinreichend, dap fl (a) = /i (a) = b 

x—*a + o 

{bzw. fl (a) = f\ (a) = 6) sei. 


27*7*S. 1st A eine Youngsche Menge, und ist die, Menge C alter aeA,, 
{bzw, alter a e -4^), in denen f einen einseitigen Grenzwert hat, dickt in Aj^ 
{bztL\ in A^), so ist f punktweise unstetig. 


Nach 26*5*21 geniigt es, zu zeigen: fur jedes ^ > 0 ist die Menge aUer 
ae A mit a> (a) k nirgends dicht in A. Da Bje nach 26>8«41 abgeschlossen 
in A, geniigt es weiter zufolge 11»2*51, zu zeigen: die Menge .4 — ist 
dicht in A. Nach 11*1*S ist also zu zeigen: ist G offen und A G '2) A, so gibt 
es ein a £ -4 (3^ mit co (a) < k. Dies ist trivial, wenn A^ G~^ A, denn in jedem 
Punkte asAjG ist co (a) = 0 < A;. Sei also A^ 0 = A, d, h, A G = AJ^ G. 
Da, AftG^ A und offen in Aj^, und da C dicht in Aj^, gibt es nach 11-1-3 
ein c £ 0 Af^ G. In c hat / einen einseitigen, etwa den linksseitigen Grenz- 
wert; daher gibt es ein Inter vail (c — or, c), so daB ^4 (c — cr, c)’^ A und 

11 / (^) — / (a?") 11 ^ a/ e JL (c — a, c), x" eA {c— a, c); dabei 


konnen wir sofort annehmen: (c — cr, c) £ G, Fiir jedes at A{c — a^c) 

h 

aber gilt nach 26«8*11 : (o{a) ^ ; und da .4 (c — o',c) £ .4 G, gibt es also 

ein aeAG mit co (a) < k, w. z. b. w. 


In Anlehnung an 25-8*2 definieren wir: ist a e .4 .4^ (bzw. ae A A\) und 
gilt lim / (a;) = / (a) (bzw. lim /(a;) =/(a)), so heiBt /linksseitig 

a5— ♦'tt-o ar— + a 

(bzw. rechtsseitig) stetig in a. 

Ein Unstetigkeitspunkt a von / heiBt von erster Art, wenn, faDs 
aeA}_ ist, ein Hnksseitiger, und falls asA};^ ist, ein reohtsseitiger Grenz- 
wert von f hi a existiert. 


27*7*3. Sind sdmtliche Umtetigkeitspunkte von f von erster Art, so hatf nur 
abzdhlbar viele Unstetigkeitspunkte, 

Wegen 27»8*1 brauchen wir nur die Punkte von A Ai A];, in Betracht zu 
ziehen. Nach 27*7.1 gilt fiir alle aeAA\ A\ : fi (a) =/l (a) , fl (a) =/^ (a) , 
also zufolge 27*8*21 mit hochstens abzahlbar vielen Ausnahmen: 
ft (a) =/l (o) =7i (a) =/i (a), d. h./^o) =/"(«); 
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da jede Pimktmenge des separabel ist, gilt daher nach. 27«2*2 waiter 
fxir alle aeAA]_A\ mit hochstens abzahlbar Tielen Ausnahmen: 
f^{a) =/^(a) =/(a), d. h. nach 27.2-B lim f{x) =/(a); daraus folgt die 

x—*a 

Behauptung nach 25*6*2, 

Literatur ; Satz 27*7«2 stammt von TJ. Dini, Grundl. f. e. Theorie d. Funkt, 
einer veranderl. reellen GrdJBe (1892) § 151. 


§ 28. Konvergente Funktionenfolgen. 

1. Uniforme, einfach-gleichmaBig6,y611ig uniforme Konvergenz. Wir 
betrachten nun eine Folge reeller Funktionen/^, deren Bereich die Punkt- 
mengeA eines metrischen Raumes ist. Ist aeA und gibt es ein baRi, so daJB 
fj, {a)-*b, so heiBt die Funktionenfolge ((/y)) konvergent im Punkte a, 
und der Punkt a heiBt ein Konvergenzpunkt von ((/v)); die tibrigen 
Punkte von A heiBen Divergenzpunkte von ((/v)). 1st die Folge ((/p)) 
konvergent in jedem Punkte von A, so heifit sie konvergent (oder 
ausf uhrlicher : konvergent auf A); dann ist lini/v(a) eine Funktion auf 

V 

A, die als die Grenzfunktion der Folge ((fv)) bezeichnet wird. Wir be- 
handeln nun Bedingungen, unter denen aus der Stetigkeit der Funktionen 
fy einer konvergenten Funktionenfolge die Stetigkeit ihrer Grenzfunktion 
folgt. 

Sei ((fv)) eine konvergente Folge von Funktionen auf A. Wir sagen: 
die Folge ((/y)) konvergiert im Punkte asA^ uniform gegen f, wenn es zu 
jedem d > 0 ein v und eine Umgebung Ua gibt, so daB 1 1 /v (i*?) — / 1 1 < d 

fur alle xsA Ua- Wir sagen: die Folge ((fv)) konvergiert im Punkte 
aeA^ einf ach-gleichmaBig gegen/, wenn es zu jedem d > 0 und jedem 
Vq ein v^Vq und eine Umgebung Ua gibt, so daB \\fv(x)~-f(x)\\<d 
fiir alle xe A Ua- Wir sagen: die Folge ((fv)) konvergiert im Punkte a eA^ 
v6llig uniform gegen/, wemi zu jedem d > 0 ein gehort, so daB es zu 
jedem v ^ ein U^ ^ gibt, so daB ||/y (x) — / (x) || < dfiir alle xsA 
— Wenn ((fv)) im Punkte aeA^ voUig uniform gegen / konvergiert, so auch 
einfach-gleichmaBig, und wenn einfach-gleichmaBig, so auch uniform. 

Ist f==^ limfv md sind alle fv stetig im PunUe aeA, so ist, damU 

V 

auch f stetig sei in a, notwendig und Mnreichend, dap ((fv)) in» cl uniform (oder 
einfadh-gUichmUipig, oder vdllig uniform) gegen f konvergiere, 

Notwendig: Wegen lim/y (a) =/(a) gibt es dn v^, so daB 

d 
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Weil/ und alle/. stetig sind, gibt es ein so daB j|/^ (a?)— /v (a) |1 < ^ 
und ll/(a:)— /(a) II <3 fiir alle xeAUay, also ist: ||/, (»)—/(*) || 

^ II/. («)-/. (®) II + II /»(“)-/(“) II + 11/ — II ^ 

y ^ vg und alle xeAUa^^; also konvergiert ((/,)) in a voUig uniform, 
YYiif.hin auch einfach-gleiohmaBig und uniform gegen /. Hinreichend: 
Konvergiert ((/y)) in a uniform (oder einfach-gleichmaBig, oder vollig uni- 
form) gegen/, so gibt es ein r und ein 17^, so daB \\f^ (a;) — /(x) H < <5 
fiir alle xsA 11^; insbesondere ist also ||/v (a) —f(a) || < d; weil/y stetig 
in a, gibt es eine Umgebung so daB jj/, (a;) — fy (a) || <<5 fiir alle 
xeAUl. Also ist \\f{x)--f{a)\\^\\f{x)--f^(x)\\-^\\fp{x)—f^{a}\\ 
+ Wfv {o)—f{<i) II < 3<5 fiir aUe xeA Ua 17*, d. h. / ist stetig in a. 

28*1*2* 1st ((/v)) eine konvergente Funktionenfolge und sind cdlefy stetig im 
Punkte as A, so sind die Aussagen: „Die Folge ((/,)) konvergiert in a uni- 
form, bzw, einfach-gleichmaBig, bzw, vollig uniform gegen ihreGrenzfunktionf*‘ 
dguivaleni. 

Denn jede dieser drei Aussagen ist zufolge 28-1-1 Equivalent der Aussage: 
„/ ist stetig in a“. 

28*1*3. Konvergiert die Funktionenfolge ((/,,)) im Punkte asA^ uniform 
gegen ihre Orenzfunktion f und existiert fur jedes v der Orenzwert lim fy (x), 
so existiert auch der Orenzwert lim/ (a?). 

►a 

Wegen der uniformen Konvergenz gibt es ein v und ein TJa* so daB 
\\f^(x)^f(x) II < d fiir alle xsA U^; wegen der Existenz von lim fy {x) 

gibt es eine Umgebung 17*, so daB ||/„ (ic') — A (^0 || < ^ fiir alle of eATJ*^, 
s A 17^. Also gilt im alle of eAUaU^, Q(7'eAUaU*a- 

\\f(^)-f{^')\\^ 

||/(»') -/. (»') II + II/. (a/) -/. (*") II + II/. (*") -/(*") II < 3d. 

also existiert lim / (x). 

x-y-a 

28*1*31* Konvergiert die Funktionenfolge {(fy)) im Punkte as A^ vollig 
uniform gegen ihre Orenzfunktion f und existiert fur jedes v der Orenzwert 
lim fy (a;) ~ so existiert auch der Orenzwert lim /(a;) = I, und es giU: 

x~^a ic-*a 

ly-^l. 

Wegen 28*1»8 ist nur mehr zu zeigen: ly -* 1. Wegen der vollig uniformen 
Konvergenz gibt es ein Vs und ein so daB ||/k (») — / (a?) 1| < d fiir alle 
V und alle xsA Uayy daraus folgt: [j — Z || ^ 6 fiir alle v ^ 
d. h. ly -*■ Z, w. z. b. w. 
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Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes : 

2814 . Konvergiert die FunJctionenfolge im Punkte a sA^ {bzw, aeA^) 
volUg uniform gegen Hire Grenzfunktion f, so giU fur die Hullen (§ 26, 1): 
lim {a) = jF^ (a) {bzw. fur die reduzierten Hullen: lim Pj^ {a) = Pj (a)). 

Denn zu jedem d > 0 gibt es ein Vs und ein 17^ ,,, so daB ||/y (a;) — / (a?) || 
< (5 fur alle v und alle xeA „ ; nach 26*1.*8 ist also e (a), (a)) 

^ d fur alle v Vq, somit nach 17.1-7 lim Jf (a) ~ (P?(a))®, und nach 
26.1.2 ist (P«(«))o = P« (a). 

Literatur: E. W. Hobson, The theory of functions of a real variable (Cambridge 
1907) S. 489; F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre S. 386. 

2. QuasigleichmaBige Konvergenz. Sei wieder ((fy)) eine konvergente 
Funktionenfolge auf A xmd / ihre Grenzfunktion. Wir sagen : die Folge 
{{fy)) konvergiert quasigleichmaBig gegen/, wenn es zu jedem d>0 
und jedem Vq ein»^Q>Vo gibt, so daB fur jedes xeA mindestens eine der 
^ 0— ^0 + 1 Ungleichungen gilt: |l/„ {x) —f{x) || < d (Vq ^ ^ /o)* 

28 * 2 « 1 . Konvergiert die Folge {{fy)) quasigleichmdfiig gegen fy so konvergiert 
sie in jedem Punkte as A, in dem allefy stetig sind, vdllig uniform {und mitMn 
auch einfach-gUichmdpig und uniform) gegen f. 

Wegen der Konvergenz von {{fy)) gibt es ein Vq, so daB 

(2) II/, (a) — /,^ (a) II < 5 fiir v ^ Vo • 

Weil die Konvergenz quasigleichmaBig ist, gibt es ein Vq > Vq, und zu jedem 
xs A einen der Ungleichung Vq ^ Vq geniigenden Index v^, so daB 
ll/„^ {x) ’—f{x) II < d. Wegen der Stetigkeit der fy gibt es zufolge (2) ein 
so daB \\fy {x) — fy^ {x) |[ < d fur Vq ^Vq mid alle xeA Also 
gilt fur alle xsA U^: 

11/,^ (*) -/(*) II II/,, (*) -/., (*) II + II/,, (*) -/(*) II < 2d. 

d. h. {{fy)) konvergiert in a uniform, und somit nach 28*1.2 auch vdllig uni- 
form gegen /. 

Umgekehrt gilt: 

28 * 2 * 11 . MA in skJi kompakt und konvergiert die Folge {{fy)) in jedem 
PunMe as A einfaoh^gleichmdpig {od&r voIUg uniform) gegen fy so konvergiert 
sie quasighuHm&fiig gegen f. 

Nach Annahme gibt es zu jedem d > 0, jedem as A und jedem Vq ein 
und ein ^ VQ,8odafi ||/,,^ (a?) — f{x) ]| < dfuralle «£ A ^7®. Nach 15.6*11 
gibt es im System der A ein endlich^, A iiberdeckendes Teilsystem, etwa 
A Ua^y A Ua^y . . ., A Ua^* FuT jedes xsA gilt also mindestens eine der 



214 


III. Kapitel. Der Begriff der Stetigkeit. 


n Ungleichungen: ||/^ (a;) / (a;) || < 5 (t = 1, 2, , . . ,, n), und somit, wenn 

wir max {vg^ * setzen, mindestens eine der Ungleichungen 

\\fv(^)-'f(^) 11 < ^ ^ ^ ^ ((/v)) konvergiert quasigleichmafiig 

gegen /. 

28*2*2« l$t ((fv)) eine konvergente Folge atetiger Funktionen auf A, so ist, 
damit auch f = \imfy stetig sei, hinreichend und, wenn A in sich hom'pakt 

V 

ist, auch notwendig, dap {(fv)) quasiglekhmdpig gegen f konvergiere, 

ITotwendig: Dies folgt aus 28-1-1 und 28-2-11. Hinreichend: Dies 
folgt aus 28-2-1 und 28«1'1. 

Literatur; Der Inhalt dieser Nummer geht zuriick auf C. Arzellt, Rend, Bol. 
(1) 19 (1883/84) S. 83; Mem. Bol. (5) 8 (1899/1900) S. 131. 

3. GleichmaBige Konvergenz in einem Pnnkte. Sei wieder {(/,)) eine 
konvergente Funktionenfolge auf A und/ihre Grenzfunktion. Wir sagen: 
die Folge {(fv)) konvergiert im Punkte asA^ gleichmafiig gegen/, wennes 
zu jedem d> 0 ein und eine Umgebung U a gibt, so daB H /^ (a:) — / (a?) H 
<5 fur alle v ^ vg und alle ^ceA Die Folge ((/.)) heiBt gleich- 
maBig konvergent im Punkte aeA^, wenn es eine Funktion / auf A 
gibt, so daB ((fy)) im Punkte a gleichmaBig gegen / konvergiert. 

Konvergiert ((fy)) in a gleichmaBig gegen f, so auch voUig uniform, und 
mithin auch einfach-gleichmaBig und uniform. Umgekehrt gilt: 

28*3*1. Konvergiert die monotone^) Funktionenfolge {(fy)) im Punkte a r. A^ 
uniform (oder einfach-gleichmdpig, oder vollig uniform) gegen f, so konvergiert 
sie auch gleichmdpig in a gegen f. 

Denn zu jedem 6 > 0 gibt es ein und eine Umgebung Ug > so daB 
ll/y^ (a;) — /(a;) II < <5 fur alle xeAUa, da ((/,)) monoton, gilt dann 
aber auch: \\fy (x) — /(a?) H < 6 ftir alle v ^ rg und alle xeA Ua^ 

In 28«1*1 und 28*1*81 sind die beiden Satze enthalten: 

28*3‘2. Konvergiert ((fy)) im Punkte as A gleichmdpig gegen f, und sind 
alle fy stetig in a, so ist auch f stetig in a. 

28*B*3. Konvergiert ((fy)) im Punkte as gleichmdpig gegen f, und exi~ 
stiert fur jedes v der GrenTwert lim fy (x) ==ly, so existiert auch derChrenzfwert 

rr— *-a 

lim f(x)=^l, und es gilt: ly^l. 

x—*’a 


^) Die Funktionenfolge ((/»)) auf A heiBt monoton waohsend (abnehmend), 
wenn fiir alle v und alle xs A gilt; (a?) ^/^ (a?) (bzw. fy+i (as) ^fy (as)) , 
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28*3*4* Ist ((/,)) eiyie monoton wadisende (hzw. obne^meTide) Folge monoton 
wachsender (bzw. abnekmender) Funktionen^) im Intervalle {a, b) des R^, 
80 konvergiert sie in b gleichmdpig gegen ihre Qrenzfunktion, Ist ((/,)) eine 
monoton wachsende (bzw, abnehmende) Folge monoton abnebmender (bzw. 
toacksender) Funktionen im Intervalle (a, b) des Ri, so konvergiert sie in a 
gleichmdpig gegen ihre Qrenzfunktion, 

Sei ebenso wie die fp ist auch / monoton wachsend; es 

V 

existieren also die Grenzwerte /r (6 ~ 0) , / (5 — 0) . Wir zeigen zu- 
nachst: fy (b — 0) -^/ (6 — 0) . Weil ((fy)) monoton wachst, gilt jedenfaUs 
/y (6 — 0) ^ / (b —0) fur alle v; sei sodann q <f (6— 0) ; dann gibt es ein 
X 6 (a, b ) , so daB auch f(x)>q; mithin ist auch fy (x) > q fiir fast alle v; 
well die monoton wachsen, ist also auch fp(b — 0)> q fiir fast alle v; 
d. h. es gilt fv (b — 0) (b — 0) , wie behauptet. Es gibt also ein vq, 
so daB 11/^^ (6 — 0) —/ (6 — 0) || < 3; wegen 

|l4(*)-/(*) II s: 114(6-0) -/(6-0) II + 

II 4 (*) — 4 II + ll/(*) -/(6 — 0) II 

gibt es dann auch ein Intervall (c, 6), so daB \\fy^ (x)--f{x) [j fiir 
aUe xe (c, b) ; weil {{fy)) monoton wachsend, ist dann auch ll/v(a;) — /(aj) |1 
< ^ fiir alle xe (c, b) und alle v v^, d, h. {{fy)) konvergiert in b gleich- 
maBig gegen /. 

4. GleiehmaBige Konvergenz. 1st ({/,)) eine konvergente Funktionen- 
folge auf A und /ihre Grenzfunktion, so sagen wir: die Folge {{fy)) konver- 
giert gleichmaBig gegen /, wenn es zu jedem d> 0 ein gibt, so daB 
\\fy (a?) — /(a;) II < (5 fiir alle xsA und alle v ^ Vy Ist {{fy)) eine Funk- 
tionenfolge auf A und gibt es eine Funktion auf A, gegen die ((/„)) gleich- 
maBig konvergiert, so heiBt die Folge {{fy)) gleichmaBig konvergent. 

28*4*1. Damit {{fy)) gleichmaBig konvergent sei, ist notwendig und hin- 
reichend, daB ^ jedem ^ > 0 ein gebe, so daB ll/v (*) II < 

fur alle xsA und alle v ^ vg, v' 

Notwendig: Nach Annahme gibt es eine Funktion/, gegen die {{fy)) 
gleichmaBig konvergiert; es gibt also ein v^, so daB \\ff{x) — f{x)\\< — 
fiir alle xeA und aUe v’^vq. Also gilt fiir alle xeA und alle v^vs,v' ^ v^i 
Wfy {X) ^fy, {X) 11 ^ ll/,(:r) ^f{x) 11 + 11/(0;) ^fy,{x) H <(5. 

Eine Funktion g im Intervalle (a, b) des Ri heifit monoton wachsend (bzw. 
abnehmend), wenn aus a <C,x x' <Zb folgt g {x)^g {x') (bzw.gr (a;) ^g {x ^)) . 
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Hinreiohend: Jedenfalls ist die Fuiiktioiienfolge {(fp)) konvergent; sei 
/ ihire Grenzfunktion. Da ||/^ (a;) —/,/ (a;) [j < ^ fur alle xs A und alle 

V v' Vq, so folgt durch den Grenziibergang v' -*oo: II/. (»)—/(») 11 
^ 6 fiir alle xsA und alle v '^Vs, d. h. {(fp)) konvergiert gleichmaBig 
gegen /. 

28*4«2. Damit die Folge ((fp)) ghichmdpig gegen f konvergiere, ist notwendig 
undf wenn A in sick kompakt ist, aneh hinreichend', dap sie in jedem Punkte 
as A gUichTodpig gegen f konvergiere, 

Notwendig: Dies ist trivial. Hinreichend: Zu jedem aeA gibt es 
ein und ein TJ^, eo dafi: \\fp (x) — /(«) || < 5 fiir alle xsAUfi und alle 

V Naoh 15-5-11 gibt es im System der A ein endliohes, A iiber- 
deckendes Teilsystem, etwa A Ua^, A , , , , , A Ua^ . Setzen wir 
“ax {Va^, Va ,,.. = Vt, SO gilt II/, (a) —f{x)\\<6 fiir alle V^v^, 
d. h. ((/,,)) konvergiert gleichmaBig gegen /. 

28*4;*3« Konvergiert ((fp)) gleichrmpig gegen f, und sind allefp stetig, so ist 
auch f stetig. 

Dies folgt aus 28*2*2; denn konvergiert ((fp)) gleichmaBig gegen/, so auch 
quasigleichmaBig. 

Sei (b, c) ein Intervall des und seif (x,t) eine Funktion auf ^ fiir jedes 
te(b,c), Wir sagen: f(x,t) konvergiert fiir t--*c — 0 gleichmaBig 
gegen die Funktion/^a;), wenn es zu jedem d > 0 ein Intervall (c^, c) 
gibt, so daB j|/ (a;, t)—f (a?) || < 6 fiir alle a; e imd alle ts(c^,c). Wir 
sagen: f(x,t) ist fur t^c — 0 gleichmaBig konvergent, wenn es eine 
Funktion / (a;) gibt, gegen die / (x, t) fur i c — 0 gleichmaBig konvergiert. 
Analog ist die Definition der gleichmaBigen Konvergenz f iir < 6 + 0 . 

284*4. Damit f (a;, t) fiir t-*c — 0 (bzw, fiir t -^b + 0) gleichrmpig 
konvergent sei, ist notzoendig und himeichend, dap es zu jedem 6 > 0 ein 
Intervall (cq, c) (bzw. ein IrUervall (b, bg)) gebe, so dap \\f (x,t) f (x,f)\\<.d 
fur alle xe A und alle t und f am (c^, c) (bzw. aus (b, 65 )). 

Der Beweis ist analog dem von 28*4*1. 

28*4*5. Damit f (x, t) fur i c — 0 (bzw. fur £ — 6 + 0) gleichmapig gegen 
f(x) konvergiere, ist notwendig und hinreichend, dap fiir jede Folge ((tp)) 
am (b, c) mit £» -* c (bzw. mit tp-^b) die Folge der Funktionen f (x, £„) (v = 1, 
2 , . . .) gleichmdpig gegen f (a;) konvergiere. 

Notwendig: Nach Annahme gibt es ein Intervall (cg, c), so daB ||/ (a;, t) 
11 ^ xeA und alle tB(cg, c); wegen £,-*c aber gibt es 

eiav*, so daB £,e (c^,c) fiir v k v*; also ist: \\f(x,tp)—‘f(x) j] <6 fiirv k v* 
und alle xsA; d. h. die Folge f(x, tp) konvergiert gleichmaBig gegen /. 
Hinreichend: Sei ((Cp)) eine Folge aus (b, c) mit Cp-^c. yfexax f(x,t) 
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fiir — 0 niolit gleichmaBig gegen f (x) konvergiert, so gibt es ein 
^>0, und in jedem Intervall c) ein so daB nicht ll/(a;, tp) ~/(a;)|j 
< ^ fiir alle xsA gilt; dann ist — c und die Folge / (x, tp) (v = 1, 2, . , .) 
konvergiert nicht gleichmaBig gegen /(a;). 

28-4:*6. Konvergiert f {x, t) fiir ^ c — 0 (oder fur i — 6 + 0) gleichmdpig 
gegen f (x), und ist f {x, t) fur jedes t e (6, c) eine stetige FunJction von x, so ist 
auchf(x) stetig. 

Dies folgt aus 28*4*6 und 28«4-3. 

5. Der UugleichmMBigkeiiBgrad. Sei wieder ((/,)) eine konvergente 

Funktionenfolge auf A, f ihre Grenzfunktion, und sei a s A^, Sei x (^) das 
Tnfimum aller Zahlen z, zu denen es ein und ein v* gibt, so daB \\fp (x) 
— f(x)\\<zim alle xe A und alle v (solche Zahlen z gibt es 
sicher: jedes z > 2 ist eine solche Zahl); wir nennen x (<^) den Ungleich- 
maBigkeitsgrad von ({fp)) im Punkte a. Es ist 0 ^ (a) ^ 2; in jedem 

Punkte a s Aj ist % (a) = 0 . Ist z < ^ (a) so gibt es in jeder Umgebung 

zu jedem r* ein a; e ^ und ein ^ v*, so daB \\fp (re) — / (x) [j ^ z. Ist 
eine Teilfolge von ({fp)) und x* (®) der UngleichmaBigkeitsgrad von 
((/.^P)» so ist (a) ^ x ^ 

28*5*1. Damit {(fp)) im Punkte asA^ gleichmaBig gegen f konvergiere, ist 
notwendig und hinreickend, dap (a) = 0 seL 

Denn x (a) =0 bedeutet : zu jedem z > 0 gibt es ein ^7^ und ein v*, so daB 
l|/y (a;) — / (a;) II < z fiir alle xsAUa und alle v ^ y*. 

28*5*2. Fur jedes k ist die Menge aller as A^ mit x(<^) ^ ^ alge- 
scTdossen. 

Sei B diese Menge und be B^. In jeder Umgebung Uf, gibt es emasB; 
da auch eine Umgebung von a, gibt es wegen xW'^^ jedem zdk 
und zu jedem v* ein xs A und ein y ^ y*, so daB [l/„ (a?) —/(a?) H ^ 
also muB x{^) ^ ^ sein; d. h. 6 a B. Aus 6 e JB® folgt also be B, somit ist 
B abgeschlossen. 

Aus 28*6*2 folgt unmittelbar: 

28-5-21. Fur jedes k ist die Menge aUer as A mit xW ^ ^ dbge- 
sMossen in A und, wenn k'> 0 ist, auch abgesdhlossen in Aj ^ . 

Literatur: Der UngleichmaBigkeitsgrad wurde eingefiihrt von W. F. Osgood, 
Am. Joum, 19 (1897) S. 164. 

6. Verteilung der Punkte ungleichmiLBiger Konvergenz, Ist 'veieder 
((fp)) eine konvergente Funktionenfolge auf A, so bezeichnen wir auf Grund 
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von 28*6*1 den Punkt as A als einen Punkt gleichmafiiger oder un- 
gleichmaBiger Konvergenz, je nachdem (a) = 0 oder x(a)'>0, 
28*6*1. Ist {(fv)) eine konvergente Funkticmenfolge auf A, so ist die Menge 
oiler Punkte uvghichmapiger Konvergeriz von {(f^)) ein in A und in AJ^, 
nnd die Menge aller Punkte gleichmaBiger Konvergenz von ((/v)) ein Gq in A* 
Der Beweis ist analog dem von 26*4«1 und 26*4*11, 

Die konvergente Funktionenfolge ((/,)) auf A heifit total ungleich- 
mafiig konvergent, vrenn jeder Punkt as A ein Punkt ungleiohmafiiger 
Konvergenz ist. 

28*6*2. Ist A A und insichdicht, und z =[= 0, so gibt es auf A eine 
total ungleichmdBig konvergente Folge von Funktionen g^, die nur die Werte 
0 und z annehmen, mit lim = 0, 

V 

Nach 12*4*61 gibt es eine Zerlegung A ^ S A^ von A in Kq disjunkte, in A 

V 

dichte Teile. Sei = z auf = 0 auf A — Ay. Dann ist lim g^ (a) = 0 

V 

fiir alle as A, und da ApU^Z)^ Umgebung und alle v, 

und gp (x) = z ist fiir alle a; e .4^ , ist % (a) = \\z — 0 || > 0 fiir alle as A. 

28*6*21. Ist B abgeschlossen in AJ^ und z=^ 0, so gibt es auf A eine Folge 
von Funktionen fp , die nur die Werte 0 und z annehmen, mit lim /, = 0, so da^ 
X (a) > Ofiir a e B (a) = 0 fur a s B . 

Seien J?', insichdichter Kem und separierter Bestandteil von B (§ 12, 7). 
Falls 28.6*2 auf B' eine total ungleiohmaBig kon- 

vergente Folge von Funktionen gp, die nur die Werte 0 und z annehmen, 
mit gp-^0, Wir definieren nun eine Funktionenfolge {{fp)} auf A durch: 
fp (aj) = gp {x) iuT xs B';fp (a?) = 0 fur a; c jB"; (a;) = z fiir a; e .4 — B und 

xB < ^; /, (a;) = 0 fiir a; e .4 — B und a? B . Wir zeigen zunachst, daB 

fiir alle xsA gilt : fv{x)-*0; dies bedarf eines Beweises nur fiir xs A — B; 
sei also xs A — B; da, B abgeschlossen in AJ^, also wegen 12.2-8 auch in A, 

ist dann nach 10*5-62 a? B > 0, also ~ a;B fiir fast alley, also (a;) = 0 

V 

fiir fast alle y, also (a;) 0 , wie behauptet. ~ Nun zeigen wir: x ^ 

iiix as B; wegen B' 1/, = gp ist dies evident fiir as B'; sei also as B" 
und Ua eine beliebige Umgebung von a; da nach 12-7-2 B^ dicht in B", 
gibt es ein be B^ Ua, und da B £.4;^, ist auch b s A^^; aus b e Bj Aj^ folgt 
aber: es gibt in .4 — B eine Folge ((«„)) mit a;„-*6; fiir jedes y ist daim 

a;„B < ^ fur fast alle n, also /, (a;„) == z fiir fast aUe n\ und da wegen bsUa 

auch x^s Ua fiir fast alle n ist, und fp —0 gilt, so ist (a) = [| z — 0 jj > 0 , 
wie behauptet. — Nun ist nur mehr zu zeigen: ;f(a) = 0furae.4 — B; 
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da B abgeschlossen in AJ^, und somit in .4, ist dann nach 10«5«62 ; a jB> 0; 
ftir 0 < ^ < a jB ist dann die Kugel q eine Umgebung Ua, fiir die ?/„ 5 > 0 ; 
wahlen wir v* so, daB — <.11^3, so ist (x) = 0 fiir alle xe A und 
alle V '^v*; wegen « 0 ist also auch (a) = 0 , wie behauptet. 

28*6*3. 18t B ein in Af ^ , giht es auf A eine konvergente Funktionenfolge 
((/,)), fiir die jedes as B ein Punkt ungleichmdpiger, jedes asA — B ein 
Punkt gleichmdfiiger Konvergenz isL 

Sei jB = S Bji, wo JB„ abgeschlossen in AJ^ . Nach 28*6*21 gibt es auf A 

n 

eine Folge von Funktionen fni, ...» die nur die Werte 0 und 

annehmen, mit lim = 0 , fiir deren UngleichmaBigkeitsgrad Xn (^) gil't * 

Xn (^) #= 0 fiir xe B^, Xn (^) = ^ fhr xs A — B^. Wir ordnen die Doppel- 
folge der in eine einfache Folge /i,/ 2 , « . /v, • . *, und zeigen zunaohst, 

daB fiir jedes xsA gilt :f^(x)-^0; sei d > 0 beliebig gegeben und ^ J 

da nur die Werte 0 und ^ annimmt, ist 0 ^ (x) < (5 fiir w. > ti* und alle 
fji; und da lim/„^ (x) = 0, gilt auch fiir die {x) (u = 1, 2, . . n*) mit 

hochstens endlich vielen Ausnahmen: 0 (a;) < d ; es ist also 0 (a;)< <5 

fiir fast alle v, d. h. (a:) 0 , wie behauptet. — Nun zeigen wir, daB 

(a) > 0 fiir jedes as B\ i&t as B, m gibt es ein n, so daB a s also ist 
Xn (o) > 0, und da die Folge /„i, fnz* • • •* fnfc* - • Teilfolge von ((/,)) ist, so 
ist auch X M > 0, wie behauptet. — Nun ist nur mehr zu zeigen: x((i) =0 
fiir a £ A — J5; dann ist Xn («) = 0 fiir alle n; sei 5 > 0 beliebig gegeben und 

?i* > i ; dann ist 0 ^ (a;) < ^ fiir n> n*, alle ^ und aUe xsA; und wegen 

Xn (a) = 0 (71 = 1, 2, . . ., 71*) und lim/„ = 0 gibt es eine Umgebung 

A* 

und ein fi*, so daB (a;) | < 5 fiir = 1, 2, . . ., n*, und alle 

xsA TJa\ es gilt also fiir alle mit hochstens endlich vielen Ausnahmen: 
1/^ (a;) 1 < d fiir alle xsAU^; und da folgt daraus x W = 0, wie 

behauptet. 

Literatur: Die Verteilung der Punkte ungleichmaBiger Konvergenz wurde zu- 
erst untersucht von W. H. Young, Lond. Proc. (2) 1 (1904) S. 356. 

7. Punktweise ungleichmaBige Konvergenz. Fine konvergente 
Funktionenfolge ((/,)) auf A heiBt punktweise ungleichmaBig kon- 
vergent, wenn die Menge ihrer Punkte gleichmaBiger Konvergenz dicht 
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in .4 ist; insbesondere ist also jede gleichmaBig konvergente Funktionen- 
folge auch punktweise ungleichmaBig konvergent. 

28*7*1* 1st ((/y)) 'punktweise ungleichmaBig konvergent, so ist fiir jedes 
k>0 die Menge oiler ae A mit % [a) nirgends dicM in A. 

Der Beweis ist, unter Berufung auf 2S*5<21, analog dem von 26»5*1. 
’28*7*11. 1st ((/^)) punktweise ungleichmdBig konvergent, so ist die Menage 
oiler Punkte ungleichmdBiger Konv&rgenz von erster Kategorie in A. 

Der Beweis ist analog dem von 26*5-ll. 

28*7*2. 1st ((/y)) eine konvergente Funktionenfolge auf der Youngschen 
Menge A, und ist fiir jedes k^ 0 die Menge oiler ae A mit x{a) '^k von 
erster Kategorie in A, so ist ((/,)) punktweise urigleichmaBig konvergent, 

Der Beweis ist analog dem von 26*5*21. 

28*7*21. 1st ((/,)) eine konvergente Funktionenfolge auf der Youngschen 
Menge A, so ist, damit ((/y)) 'punktweise ungleichmaBig konvergent sei, noU 
wendig und hinreichend, daB die Menge der Punkte gleichmdBiger Konvergenz 
eine Besidualmenge in A sei. 

Dies ergibt sick wie 26*5«28. 

8. Konvergente Folgen stetiger Fnnktionen. Wir behandeln nun 
insbesondere konvergente Folgen stetiger Funktionen. Sei E der zu- 
grunde gelegte metrische Eaum. Ankniipfend an die Begriffsbildungen 
von § 19, 5 bezeichnen wir mit Ej^ die Menge aller xeE, in. denen E 
von zweiter Kategorie ist. Dann gilt: 

28*8*1* 1st ((/y)) eiTie konvergente Folge Steiger Funktionen auf E, und 
ist Bjc die Menge aller xeE mit % {^) ^ ki, so ist B^^E^ fiir jedes k>0 
nirgends dickt in Ejj^. 

Da BiEjj^ nach 28*5*21 abgeschlossen in Ej^^, ist die Behauptung 
nach 11*2*61 gleicbbedeutend mit: die Menge aller xeEjj^ mit 
ist dicbt in Ejj^, Nach ist also zu zeigen: ist G offen und 

AQG so gibt es ein asG mit %(a) < k. Wie aus § 25 (3-2) kervor- 

gekt, ist ll/y, (a:) —/y/, (re) |1 eine stetige Funktion auf F!; die Menge aller xeG 
k 

“lit ll/y, {x) —/y/, (a;) II ^ — ist also nack 25*8-l abgescklossen in G; also 

k 

ist auok die Menge G,, aller a;s 0^, in denen ||/y, (a;) —/v/, (x) |j ^ ~ ist fiir 

alle / k r, k 9^, als Durckseknitt in G abgescklossener Mengen, abge- 
schlossen in G. Da aber ((/y)) konvergent, ist (3^ = 5 O^y ; und da nack 19*5*4 

f 

G von zweiter Kategorie, also nack 19*4*81 auck von zweiter Kategorie in 
G, ist mindestens ein G^ nickt nirgends dickt in G; da G, abgescklossen in 
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(?, gibt es dann nach 11 eine niclit leere, in G (und mithin in E) offene 

k 

Menge E QG,,] fur alle xeH gilt nun: [\fv,(x) — H ^ 

y" ^ v; also durch Grenziibergang wenn lim/^ =/ gesetzt wird, 

V 

k 

auch: {{f^r (x) --f{x) |1 ^ ^ fiir aUe xe E und alle v' ^ v; fiir jedes asE 
k 

ist also X {a) < &, und wegen jff g 6? ist auch aeG, w. z. b. w. 

28-8-11. Ist iifv)) konvergente Folge stetiger Funktionen auf E, so ist 
die Menge oiler Punkte ungUicTmdpiger Konvergenz von ((/J) von erster Kate- 
gorie in E. 

Es geniigt zu zeigen: fur jedes A; > 0 ist die Menge aller xeE mit 
X{x} k von erster Kategorie in E. Es ist Bj^ = Bic^m + Bj^{E— ; 
Merin ist nach 28*8*1 Bj^Eji^ nirgends dicht in also nach 19-4-8 von 
erster Kategorie in E\ nach 19«5«88 und 19*4*1 ist auch Bji{E — Ejj^ 
von erster Kategorie in E ; also ist nach 19*4-2 auch Bj^ von erster Kate- 
gorie in Ef w. z. b. W. 

28-8-12- Auf ein&r Yowngschen Menge A ist jede konvergente F oUge (ifp)) 
stetiger FunMionen 'punhtuoeise unghkkrndfiig konvergent. 

Dies folgt (fiir A^E) aus 28-8.11 und 28*7*21. 

28*8-2. 1st ((/,)) eiTie konvergente Folge stetiger Funkticmen auf der Young- 
schen Menge A, und f = lim/, , so ist f jninktweise unstetig,'' 

V 

Dies folgt wegen 26.5*2 aus 28*8*11 und 28-8*2. — Wir kommen auf diesen 
Satz in § 37, 1 zuriiok. 

Nach 28*8*11 kann auf einer Youngschen Menge eine konvergente Folge 
stetiger Funktionen nicht total ungleichmaBig konvergieren; tatsachhch 
Sind auch die Funktionen ft, von 28*6*2 unstetig. Bei Beschrankung auf 
Folgen stetiger Funktionen treten an Stelle von 28*6*21, 28*6^8 die Satze : 

28*8^3* Ist B abgeschhssen in Aj^ und nirgends dicht in A, und isi z > 0, 
so g‘^t es auf A eine Folge stetiger Funktionen die der Ungleichung 
0 ^fv geniigen, mit limfy ^0, so dap % (a) > 0 fur a e B, (a) = 0 
fur as A — B, 

Sei hy ( t) eine fiir r ^ 0 definierte, der Ungleichung 0 geniigende, 

stetige Funktion der reellen Veranderhbhen r, die = 0 ist fiir r = 0 und 

fur r , und — z ist^ fiir ^ r ^ 2 ^’ Ki^B) fiir 

xsA. Dann ist fy eine stetige Funktion auf A, und es gilt/^-^-O. Sei 
as B; nach 17*8*64 gibt es in J. — B eine Punktfolge ((aj) mit 
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und wir konnen ohne weiteres annehmen : a ^ ^ ; nach Definition 

Yon fy gibt es zu jedem n ein so dafi r„^oound/,^ (a„) =z; also ist 
(a)> 0. Sei as-4— -B; da B abgeschlossen in Af^, somit auch in A, 
ist aB> 0; fiir 0 < q < aB ist dann die Kugel K^q eine Umgebung 

Ua> fiir die UaB> 0; -wabilen wir v* so, daB ^ < XJ^ B, so ist {x) =0 
fiir V '^v* und alle xe A also ist % (<^) = 

28-8'4. Ist B S J5„, wo alle B^ abgeschlossen in Aj^^ und nirgends dicht 

n 

in A, SO gibt es auf A eine konvergente Folge stetiger Funktionen, fur die jedes 
as B ein Punkt ungleichmdfiiger, jedes as A — B ein Punkt gleich- 
md^iger Kcmvergenz ist. 

DerBeweis ist, unter Beruf ung auf 28-8*3, analog demBeweise von 28«6«8. 
28*8»5. Damit es auf E eine total ungleichma^ig konvergente Folge 
stetiger Funktionen gehe, ist ncbwendig und hinreichend, dafi E in sich 
von erster Kategorie sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 28-8*ll* Hinreicbend: Sei E in sich 
von erster Kategorie; nach 19-6-2 ist E ^Ej^\ aus 19»4*7 folgt: E^SB^i 

n 

WO abgeschlossen und nirgends dicht in E. Nun ergibt sich die Be- 
hauptung aus 28«8*4. 

Literatur: Satz 28-8*11 geht zuriick auf W. F. Osgood, Am. Journ. 19 (1897) 
S. 165; Satz 28*8-2 stammt von Ij. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 30; Satz 
28*S*5 stammt von W. Hurewicz. 

9. Stetige Konvergenz, Sei wieder A Punktmenge eines metrischen 
Btftumes und ((/,,)) eine Funktionenfolge auf A. Wir setzen nun nicht mehr 
voraus, daB ((/,)) in jedem Punkte as A konvergent sei. 

Die Funktionenfolge ((/J) heiBt im Punkte asA^ stetig konvergent, 
wenn fur jede Punktfolge ((a^)) aus A mit a^-*a die Zahlenfolge ((/, (»,))) 
einen Grenzwert (im Brfj besitzt ; in bekannter Weise sieht man, daB dann 
fiir alle Folgen ((a^)) aus A mit a^-^a der Grenzwert der {aj) derselbe ist. 
Ist as A und setzt man a„ = a, so sieht man: Ist ((/,)) stetig konvergent 
im Punkte as A, so ist a ein Konvergenzpunkt von {[ffj), und 
fiir jede Folge ((o^,)) aus A mit — a gilt: lim/, (fl^) = lim/^ (a). 

V V 

In einem isolierten Punkte a von A ist ((/„)) dann und nur dann stetig kon- 
vergent, wenn a Konvergenzpunkt von ((/,)) ist. 

Machen wir Gebrauch vom Begriff der HuUe einer Funktion (§ 26, 1), 
so gilt: 
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28-9-1. let ((fj)) stetig konvergent im Punkte aeA^ und ist b^eP^ (a), 

$0 ist die Folge ((6J) konvergerU im und zwar giU fur jede Folge ((a,)) 
atLS A mit a^-*a\ lim \ = lim/^ (a^). 

V V 

Denn nach 2e-Ml gibt es in ein mit i|/y (aJ — 6^ il <-; 

dann ist a^-^a nnd lim bp = lim fp (a^). 

V p 

28-9-11* Ist ((/J) stetig konvergent im Punkte as A und ist b^s P^ ^a), 
so ist lim bp = lim /„ (a). 

V P 

Dies folgt axis 28*9*1 fur Up = a. 

28*9*2* Damit die Folge ((/,)) stetig konvergent sei im Punkte asA^^ ist 
notwendig und hinreichend, dap es ein be Ry^y und zu jedem d> 0 eine Urn- 
gdmng und ein gebe, so dap ll/„ (a?) — • 6 || < (5 fur alle xs A und 
alle V ^ Vfi. 

Notwendig: Ist {(fp)) stetig konvergent in a und bp s (a), so existiert 
nach 28*9*1 der Grenzwert b = lim bp, Gabe es nun nicht zu jedem <5 > Q 

V 

ein?7aundeinvfi, sodaB ll/y (a;) — 6 II fiiralle 

so gabe es ein 5 > 0, eine wachsende Indizesfolge ((y„)) und ein e 

so daB \\fp^(a^) — ^ 1| fur eine Folge (( 0 ^)) aus A mit a^-^a, in der 
= a' , kbnnte dann nicht lim/„ {%) = b sein, entgegen 28-9-1. Hin- 

n p 

reichend: Ist ((aj) eine Folge aus A mit a, so ist a„ e -4 i/a fiir fast 

alle y, also \\fp (Up) — t |1 < 6 fiir fast aJle y, also lim fp (aj = b. 

V 

28-9-21. 1st a ein KonvergenzpunU von ((/,)) und limfp (a) — b, so ist, 

p 

damit ((fp)) in a stetig konvergent sei, notwendig und hinreichend, dap es zu 
jedem d>0 ein und ein gebe, so dap 1| (a;) ~ 6 || < 6 fur alle xsATJ^ 

und alle v ^ v^, 

Der Beweis ist, unter Berufung auf 28*9*11, analog dem von 28*9*2, 

Sei as A^\ wir bezeichnen mit a (a) das Infimum aller Zahlen z, zu denen 
es ein und ein v* gibt, so daB die Schwankung (Op (Ua) von/„ auf A C7^ 
(§ 26, Z) <z ist fiir alle v ^ y* (solche Zahlen z gibt es sicher; jedes z > 2 
ist eine solche Zahl); wir nennen a (a) die Grenzschwankung von {(fp)) 
in a. Es ist 0 ^ <T (a) ^ 2; in jedem Punkte a s Af ist a (a) = 0. Ist {(fp,)} 
Teilfolge von {(fp)) imd ist a* (a) die Grenzschwankung von ((/,,.)) in a, 
so ist a* (a) ^ a (a). 

28*9*3. Damit die Folge ((fp)) stetig konvergent sei im Punkte a s A^, ist 
notwendig und, wenn es in jeder Umgebung von a einen Kcnvergenz'pmikt von 
((/»)) Qlbt, auch hinreichend, daP o (a) = 0 sei. 



224 


III. Kapitel. Der Begriff der Stetigkeit. 


Notwendig: Sei b die in 28*9-2 aufferetende ZaM; dann gibt es zu jedem 

sf >■ 0 ein und ein v*, so daB \\fy (x) — ^ H ^ xsAUa und alle 

o 

V ^v*; dannist [j/, (*) — (a/) [j ^ 1|/, (a:) — 6 H + 1| 6 — /, (a/) H < ^ * 

2 

ftir alle xsAUai^sAU^ und alle v'^v*; also ist (UJ ^ - 2 < z fur 

alle r ^ v*; da hierin 2 > 0 beliebig war, ist a (a) == 0. Hinreichend: Nach 
Annabme gibt es eine Folge ((a„)) von Konvergenzpunkten von ((/^)) mit 
Wegen o (a) = 0 gibt es eine Umgebung Z7^ und ein v*, so daB co^ (Uj<d 
fur V Wegen a gibt es ein n*, so daB a^eUa f lir w ^ n*\ 

also ist II (a„) — /, (a„,) || < d furn ^ n* n' ^ n* und v'^v*\ setzen wir 

lim fyicLn) =6„, so folgt daraus || 5„— || ^ d fiir n ^ n*, w' IS: n*, 

V 

also existiert der Grenzwert lim = 6. Wir waJbJen n so, daB a- bU^, 

n 

II d-~-d 11 <d; sodann wahlen wir v ^ v* so, daB ||/^ (a-) — II ^ 
r ^ v; w^en m, (UJ <d fur v ^ v ist dann |1 /, (x) — (a-) || < d fur 
alle xsA 17^1 somit ist fur alle xsAUa und alle v '^v: 

U(^)-b\\^ \\f^(x)^fAa^) ll + ll/.(«n)-6nll + ll^n“Hl<3<5, 
also ist {(/^)) stetig konvergent in a zufolge 28*9*2. 

Bezeicbnen wir die Schwankung von im Punkte a (§ 26, 3) mit cOy (a), 
so gilt: 

28*9*31« Damit die Folge {{fy)) stetig konvergent sei im Punkte a e A^t ist 
notwendig, dafi lim co, (a) = 0 sei. 

V 

Nach 28*9*3 ist cr (a) = 0; also gibt es zu jedem d > 0 ein 17^ 
so daB o)y (U^) < d fur alle v aus 26*8*1 folgt cOy (a) ^ cOy (U^) ; also ist 
auch (Oy (a) < d f iir alle v r*, d. h. es gilt cOy (a) 0. 

28-94. Ist die konvergente Folge ((/,)) stetig konvergent im Punkte as A^, 
so ist sie auch gleichmafiig konvergent in a. 

Sei lim/, (a:) =f(x). Nach 28-9«2 gibt es ein 6 und zu jedem d > 0 ein 

V 

und ein v^, so daB ||/y(a;) — d || < d fiir alle xeAUa und alle v ^ v^; 
daraus folgt durch v— 00: ||/(a:)— d || :^ d f^ alle xeAUf^. Also ist 
\\fvi^)—f{^)\\^\\fv(^) — b\\ + \\b — f(x)\\<2d fiir alle xsAUa 
und alle v d. h. ((/,)) ist gleichmaBig konvergent in a. 

28-9-41. Ist ((fy)) eine konvergente FunkHonenfolge auf A, und ist ((/,)) 
gleichmdfiig konvergent im Punkte a e A®, so ist, damit ((fy)) auch stetig kon- 
vergent sei in a, notwendig und hinreichend, dap lim cc, (a) = 0 sei. 
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Notwendig: Diesfolgtaus 2S-9«31, Hinreichend: Sei]imf^(x) 

V 

nach Annahme gibt es zu jedem d > 0 ein und ein , so daB 
\\fv(^)-^f(^) II < ^ fur alle xeAU^ imd alle v '^Vq. Ferner gibt es nach 
Annahme ein v* so daB co,* (a) < d; nach 26-3*ll gibt es eine Um- 
gebung C/*, so daB 1|/,* (a/)— (oc") [j < d fur alle a/ e x"sA CT; 

dann ist fur alle a/ e A Ul, os" e A U^Ul: \\f(oi/) — /(a/') || ^ {{fix') 

-U (^) 11 + II/.* (^) -/v* 11 + \\U i^') 11 < 3d, und mit- 

bin fiir alle os'sA xf* eA UaUl und alle v ^ v^: jl/^ (ir') — /y (a^') |1 

^ ll/y i^) - f i^) \\ + \\f i^) -f i^') \\ + \\ f (^') -L (a/')ll<5d. 
Also gilt fiir die Schwankung cb^ {17^ Ul) von auf AU^U*^: o)^(U^JT^ 
5 d fiir r ^ . Da hierin d > 0 behebig war, ist a (a) = 0; also ist 

{(fv)) stetig konvergent in a nach 28*9*B. 

28-9*5. 1st ((/y)) M,ig konvergent im Punkte a e A, so sind lim/, und lim /y 
Mig in a. *' j' 

Wir setzen: lim/„ (a) = b und lim =/; dann ist /(a) = b; nach 28*9*21 

V V ^ 

gibt es ein ^7^ und ein vg, so daB l|/„ (a:) — / (a) || < d fiir alle xsAUa imd 
Alle V ^ vg; daraus folgt: |l7(a;) —f(a) || ^ d fiir alle xeA U^, d. h. f ist 
stetig in a. 

In 28*9*5 ist enthalten: 

28«9'51. Ist ((/v)) eine konvergente Funktionenfolge auf A, und ist sie 
stetig konvergent im Punkte as A, so ist auch lim/„ stetig in a. 

V 

Literatur: C. Caratheodory, Math. Aan. 101 (1929) S. 515. 

10. Der Wertebereich einer Folge stetiger Funktionen. Sei ((/„)) 
•eine Folge von Funktionen auf A; die Menge der Zahlenfolgen ((/^ (a))) 
(fiir alle as A) bezeichnen wir als den W ertebereich der Funktionenfolge 

{(/y)). 

Seien ((a^)) und ((6J) zwei Zahlenf olgen ; wie in § 8, 4 sohreiben wir: 
((a^)) == ((5,)), bzw. ((aj)> ((b,)), bzw. ((a,))<((bj), wenn a, = 
bzw. a, > b,, bzw. a^ < fiir fast alle v gilt. 

Eine Menge M von Zahlenfolgen heiBt nach oben (bzw. nach unten) 
beschrankt, wenn es eine Folge endlicher Zahlen ((c^)) gibt, so daB 
((a,)) ((c,)) (bzw. ((a,)) ((c,))) fiir alle ((a,)) e if ; sie heiBt beschrankt, 
wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist. 

Eine Menge M von Zahlenfolgen heiBt nach oben (bzw. nach unten) 
halbbeschrankt, wenn es eine Folge endlicher Zahlen ((c^)) gibt, so daB 
fiir kein ((a,)) s M gilt ((a,)) > ((c,)) (bzw. {(a,)) < ((c,))) ; sie heiBt halb- 
beschrankt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten halbbe- 
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schrankt ist. Jede beschrankte Menge von Zahlenfolgen ist auch halb- 
beschrankt, aber nicht umgekehrt. 

Wir beweisen nun zwei Satze, die das Analogon von 25* 7*22 fiir Funk- 
tionenfolgen darstellen (man beacbte dabei, dafi in 25- 7-22 die Bedingung, 
A sei in sich kompakt, zufolge 15-5-11 ersetzt werden kann durch die Be- 
dingung: in jedem "Oberdeckungssysteme von A gibt es ein endliches, A 
iiberdeckendes Teilsy stem . ) 

28 * 10 * 1 . Damit fiir jede Folge ((/,.)) stetiger und endlicher Funktionen auf A 
der Wertebereich halhheschrdnkt sei, ist Mnreichend und, wenn A separabel 
ist, auch notwendig, dap es zu jeder Folge A uberdeclcender Systeme ((©».)) 
eim Avmvahluberdeckung gebe. 

Notwendig: Beim Beweise konnen wir ofEenbar A durch eine homoo- 
morphe Menge ersetzen; wir konnen also zufolge 14-2-1, 14* 2-41, 14-3-3 an- 
nehmen: A Sei ((^y)) eine Folge A uberdeckender Systeme; da 

jede Menge B e 58^ offen in A, kann jeder Menge eine in offene 

Menge G so zugeordnet werden, daB B = A G\ dQ>s System der so den Men- 
gen von zugeordneten Mengen G heiBe 05 ^ ; die Summe G^ aller Mengen 
6r £ ©y ist offen in Q^, also F^ = — G^ abgeschlossen in Q^. Setzen wir 

fur g^ (x) = xF^., falls F^ '^A, und (a:) = 1, falls = A, so ist 

nach 25* 7-1 g^ eine stetige Funktion auf da ein tTberdeokungssystem 
von A, ist A QG,, also AF^=A, also nach 10-5-02 (x) = xF^>0- 

fur alle xsA; setzen wir (a;) = fiir a; £^4, so ist also ((/,)) 

ffv {^) 

eine Folge stetiger, endlicher Funktionen auf A. Nach Annahme ist also 
der Wertebereich von ((/y)) halbbeschrankt, d, h. es gibt eine Folge ((c^)) 
positiver endlicher Zahlen, so daB in jedem Punkte xe A: fy(x) ^ c, fiir 

unendlich viele v; bezeichnet also C„ die Menge aller xeQ^ mit g^ (x) ^ ~ ^ 

c„ 

so ist ^ g 5 C„ und nach Definition von ist C^QG^; nach 26t.8*l ist C,, 

abgeschlossen in und da nach 20*2*83 in sich kompakt, ist nack 
15*2*3 auch in sich kompakt. Da G^ die Summe aller Gei^^ war, ist 
wegen QG„ das System der Mengen GC^ {Ge<^;^ ein tJberdeckungs-^ 
system von (7, ; es gibt also im Systeme der Mengen G (G e nach 15*5*11 
ein endliches iiberdeckendes TeUsystem; mithin gibt es in $8^ endlick 
viele Mengen, deren Summe B^'^AC^ ist; und wegen ^ g S (7^ ist 

V 

Bg, . . B^, . , , eine Auswahliiberdeckung aus ((S8„)). Hinreiokend: 

((/»■)) ®ine Folge stetiger, endlicher Funktionen auf A, und sei By„ die 
Menge aller a: e A mit /,< n ; naeh 25*8*1 ist B,^ offen in A, und da A = S B,„ 

bilden die Mengen B^^ , B^^, , , . , By„ , . . . ein UberdeekungssystemL 
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Sy von A. Nach Annahme gibt es zu jeder Folge von Uberdeckungs- 
systemen von A eine Auswahlxiberdeckung, also gibt es nach 15*5«21 zur 
Folge ((SSv)) Uberdeckungssystemen von A eine Auswahliiberdeckung 
jBjl, jBy , . . so dafi fiir jedes xsA gilt : xe fiir unendlich viele v. 

Nun ist B^ Summe endlich vieler Mengen aus etwa B^ = B^^^ -f 
+ . . . 4- (wi < Wg < . . . < ?i^); nach Definition von B^^ ist dann 
fv 3; £ jB^; fiir jedes xe A gilt also/^ {x) < fiir unendlich 

viele v; fur kein xeA ist also ((/^ (a:))) > d. h. der Wertebereich 

von ((/y)) ist nach oben halbbeschrankt; ebenso zeigt man, daB er nach 
unten halbbeschrankt. 

28*10*2. Damit fiir jede Folge ((/,)) stetiger wnd eridlicher Funktionen auf A 
d&r Wertebereich heschrdnict sei, ist hinreichend urvdj werm A separabel ist, 
auch notwendig, dap es zu jeder Folge A uberdeckender Systeme ((93^)) eine 
Auswahliiberdeckung B^, B 2 , . • B^, ... gebe, so dap fiir jedes xe A gilt: 
xe B^ fur fast alle v. 

Notwendig: Der Beweis ist analog wie bei 28*10*1; nur kann jetzt die 
Folge ((cj) so gewahlt werden, daB in jedem Punkte xeA gilt: /„ (x) ^ c^ 
fiir fast alle v ; fiir jeden Punkt xeA gilt also xeC^ fiir fast alle v; und da 
A Cj, Q B^, gilt auch xe B^ fiir fast alle v. Hinreichend: Der Beweis 
ist analog wie bei 28* 10*1, nur daB hier fiir jedes xeA gilt: a;£ fiir fast 
alle V, und somit auch (x) < n^ fiir fast alle v, d. h. ((/^ (a;))) < ((w-^)). 

Literatur: Der Inhalt dieser Nummer stammt von W. Hurewicz, Fund . Math. 9 
(1927) S. 193. 


§ 29. Funktionenmengen. 

1. Grenzschwankung. Sei A Punktmenge eines metrischen Raumes und 
9JI eine Menge von Funktionen auf A. In Analogic zum Begriffe der Grenz- 
schwankung einer Funktionenfolge (§ 28, 9) definieren wir: ist aeA^, so 
werde mit <7 (a) das Infimum aller Zahlen z bezeichnet, zu denen es ein 
gibt, so daB die Schwankung co/ iJJa) von / auf A (§ 26, 3) < z ist fiir 
alle fe^ mit hochstens endlich vielen Ausnahmen ; wir nennen a (a) die 
Grenzschwankung von SlJl in a. 

Fiir jedes xeA bezeichnen wir mit lim / (a;) (bzw. mit lim f(x)) das Su- 

premum (bzw. das Infimum) aller z, zu denen es unendlich viele /e^ mit 
/ (a*) ^ z (bzw. mit / (x) z) gibt. Wir setzen abkiirzend lim f (x)=f (x), 

' le'Sfl 

lim / (x) —/ (x); dann gilt fiir die Schwankungsfunktionen (§ 26, 3) ct> (x) 
und 0 ) (x) von / (x) bzw. / (x) : 
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In jedem PunJcte as ist cd (a) ^ a (a), w (a) ^ a (a). 

Es geniigt zu zeigen: aus y < o) (a) folgt y ^ a (a). 1st y <a) (a), so gibt 
es nach 20-3-11 in jeder Umgebung e A XJ^ und ein a" e A U^, 

so daB ||7 (a') — /{a") || > y; sei etwaf {a') >f (a"); dann gibt es Zahlen 
y', y", so daB / {a') > y'> y">f (a") und \\l/ — ^' \\> y, nach Defi- 
nition von f {of) gibt es unendlich viele mit /(a') ^ 2 /, und nacb 

Definition von /(a") gibt es hochstens endlich viele mit /(a") ^ y"; 
also gibt es unendlich viele fs mit \\f(a') — f {a") || — y'' \\> y; 

also gibt es unendlich viele fs 9JZ mit coj (U^) > y, also ist 2 / ^ or (a), w. z. b. w. 

Literatur: Der Begriff der Grenzschwankung stammt von C. Carath^odory, 
Math. Aim. 101 (1929) S. 527. 

2. Gleichgradige Stetigkeit. Sei wieder SJZ eine Menge von Funktionen 
auf A; dann heiBt iDl gleiohgradig stetig im Punkte as A, wenn 
es zu jedem d> 0 ein gibt, so daB \\f(x) —f{a) j] < dfur aUe xsAU^ 
und alle fs^. Die Folge {{f^)) von Funktionen auf A heiBt gleiohgradig 
stetig im Punkte as A, wenn es zu jedem d > 0 ein Z7^ gibt, so daB 
Wfv (^) “/v (®) 11 < d fiir alle xsA und alle v. 

Ist die FunktionenmengeiOl (die Funktionenfolge ((f,))) gleichgradig stetig 
in a, so auch jeder Teil von S!Jl (jede Teilfolge von ((f^))) ; fiigt man zu einer 
in a gleichgradig stetigen Funktionenmenge (Funktionenfolge) endlich viele 
in a stetige Funktionen hinzu, so bleibt sie gleichgradig stetig in a, Ist die 
Funktionenmenge gleiohgradig stetig in a, so auch jede Funktionen- 
iifv)) aus Wt. Ist die Funktionenmenge SUZ (die Funktionenfolge ((/,))) 
gleiohgradig stetig in a, so ist jedes feWt (jedes fj stetig in a — aber nicht 
umgekehrt. 

29 * 2 * 1 . Damit dis Funktionenmenge 50 ^ gleichgradig stetig sei im Punkte 
as At ist notwendig und Mnreichend, dafi es zu jedem d >• 0 eine Umgebung 
XJa so dap (Of (Ua) < d fur alle fsM- 

Notwendig: Ist gleichgradig stetig in a, so gibt es ein Ua, so daB 

fiir alle xsAU^ und alle /e 9Jl; fur alle xsA U^, 
afsAU^ und aUe fsM ist dann ||/(a:) -/(a/) |1 ^ ||/(a:) -/(a) || 
+ II / W ““/ (3?')) II < y # also (Of (Z7^) ^ y < d , Hinreichend: Aus 
(Of (Z7J < d folgt \\f{x) -f{a)\\<d fm aHe xsAU^. 

29 * 2 * 2 . Damit die Menge {die Folge ((/J)) im Punkte a s A stetiger 
Funktionen gleichgradig stetig sei im Punkte at ist notwendig und hinreichend, 
dap cr (a) = 0 sei. 
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Notwendig: Dies folgt unmittelbar aus 29«2*1. Hinreichend: 1st 
or (o) = 0, so gibt es zu jedem ^ > 0 ein 17^, so dafi co/ (U^) <3 im alle 
f e mit hochstens endlich vielen Ausnahmen; seien diese 

Ausnahmen. Da die Funktionen stetig in a, gibt es eine Um- 

gebung CT g r* , so daB H/, (x) — (o) j] < d fur alle xe A und fur 

i = 1, 2, . . n; da aus co, {U^) < d folgt: \\ f(x)—f [a) jj < 6 fiir alle 
X « 6^ , so gdt nun H/ (a:) — / (a) j] < 6 fur alle x e ^ 17* und alle fs 3K, 

d. h. 9R ist gleichgradig stetig in a. 

29*2*21* Ist ((/y)) eine im Punkte ae A konvergente Folge stetiger Funk- 
tionen auf A, so ist, damit aie gleichgradig stetig sei in a, notwendig und hin- 
reichend, dap aie stetig konvergent sei in a. 

Dies folgt aus 29*2.2 und 28*9*8. 

29*2*3. Ist ‘iffl eine im Punkte ae A gleichgradig stetige Menge von Funk- 
tionen auf A, so sind die heiden Funktionen sup / (a;) und inf / {x) stetig in a. 

feTl feTl 

Wir setzen sup / (x) = f* (x) und bezeichnen die Schwankungsfunktion 

feTt 

(§ 26, 3) von f* mit oj (x) . Nach 26*8*2 ist zu zeigen: ct) (a) = 0. Ware 
CO (a) > 0 , 0 < (5 < CO (a) , so gabe es in jeder Umgebung ein a' e A 
und ein a" e A U^, so daB 1 1 f* (a') — f* (a") 1 1 > 6 ; sei etwa /* (a') > /* (a") ; 
dann gibt es Zahlen y', y", so daB /* (a') > y'> y" > /* (a") und 
\\ l/' \\'> nach Definition von/* (a') gibt es ein/e 3K mit / (a') > y', 

und nach Definition von f* (a") ist / (a") < y"] dann aber ist 
> II 2^' II > jeder Umgebung gabe es also ein fsTt mit 

i^a) > 3 , im Widerspruche mit 29*2*1. 

Aus 29*2*2 und 29*1*1 folgt: 

29*2*4. Ist 5!Jl eine im Punkte ae A gleichgradig stetige Menge von Funk- 
tionen auf A, so sind die heiden Funktionen lim / {x) und lim / (a:) stetig in a. 

t€m 

Literatur: Der BegrijK der gleichgradigen Stetigkeit stammt von G- Ascoli, 
Mem. Line. 18 (1883) S. 545. Satz 29*2*8 stammt von C. Arzela, Mem. Bol. (5) 5 
(1895) S. 225, Satz 29*2*4 von P. Montel, Ann. £c. Norm. (3) 24 (1907) S. 261. 

3. Der normale Kem. Sei 901 eine Menge von Funktionen (bzw. sei 
((/v)) ®ine Folge von Funktionen) auf A\ ist a £ A® und ist die Grenzschwan- 
(§ 29, 1 ; § 28, 9) a (c&) = 0, so sagt man: 901 (bzw. ((/y))) ist normal in a; 
die Menge aller aeA,iii denen 90i (bzw. {{ffj)) normal ist, heifit der (fiir 901, 
bzw. fiir ((/y))) normale Kern von A. 

29*3-1* 1st ((/y)) eine Funktionenfolge auf A, ist B der fiir {{ff)) normale 
Kem von A und € eine se'parahle Menge Q B, so gibt es in ((f,)) eine Teilfotge 
((/y^) , die in jedem Punkte ae C stetig konvergent ist. 



230 


III. Kapitel. Der Begriff der Stetigkeit. 


Sei {oi, • • •» «n> • • •} abz§,hlbarer in G dichter Teil von 0. Nacb 
17-3'531 gibt es, da der kompakt ist, in ((/,)) eine Teilfolge ((/,*)), fur die 
lim// (Oi) existiert, in {(/,*)) gibt es eine Teilfolge, fur die lim/® (a^) existiert 

V ^ 

usf. ; man erhalt so eine Folge von Folgen ({/})), ({f^)), • • ({fv))> • • •# in der 

((/"■^^)) Teilfolge von ((/”)) ist, tind es existieren die Grenzwerte: ]imf^ (oj), 

V 

lim/"(a 2 ), . . lim/,'*(a„). Offenbar ist dann // , / 2 ^ .. ... eine Teilfolge 

V V 

von ((/_)), fiir die in jedem Punkte der Grenzwert lim^^ (a„) existiert; 

V 

es ist also jeder Punkt Konvergenzpunkt von ((/T)). Sei a 6 G; da cr (a) = 0, 
gilt aucb fur die Grenzschwankung a* (a) der Teilfolge von : 

a* {a) = 0; weil die Menge der Punkte a„ dicht in G, gibt es in jeder Um- 
gebung Ua einen Punkt a„; also ist ((f^)) stetig konvergent in a naoh 28«9«a. 

29*3*11. Ist ((/,)) eirie Funktiomnfolge auf A, ist B der fiir ((/^)) rior- 
male Kem von A und as A — B, so gibt es in evm Teilfolge {(fv^)» die 
heine im Punide a stetig konvergenle Teilfolge enthdlt. 

Wegen aeA — jB ist cr (a) > 0; sei 0 < <5 < or (o) ; dann gibt es nach Defi- 
nition von cf (<x) eine wachsende Indizesfolge {{Vn)), so da6, wenn co^ (M) die 
Schwankung von f^ auf A M bezeicbnet : cOy [K^ i) ^ (5 ; ist dann eine 

beliebige Umgebung von a, so gilt fiir fast alle Funktionen der Folge ({/, J) : 
cOy (Ug)'^ 6 f also kann fiir keine Teilfolge von {(fyj) die Grenzschwankung 
in a einen Wert < 5 haben, also kann nach. 28*9*8 keine Teilfolge von 
{(fyj) stetig konvergent in a sein. 

29*3*2. 1st eine Menge von Funktionen auf A, ist B der fiir 91? normale 
Kem von A und G eine se'parahle Menge £ B, so gibt es in jedem unendlichen 
Teile 9J?' von iOl eine aus zu je zweien verschiedenen Funktionen bestehende 
Folge (if)), die in jedem Punkte aeC stetig konvergent ist, 

Seien unendlicb viele verschiedene Funktionen aus 

und sei B* der normale Kem von ((/”)); daim ist offenbar B^B*; nach 
29.8.1 gibt es in ((/”)) eine Teilfolge ((/”*')), die in jedem Punkte aeG stetig 
konvergent ist. Setzen =/y» leistet {{fy)) das Verlangte. 

29*3*21. Ist SO? eine Menge von Funktionen auf A, ist B der fiir SD? normale 
Kem von A und as A — B, so gibt es in ^ eine aus zu je zweien verschiedenen 
Funktionen bestehende Folge ((/y)), die keine im Punkte a stetig konvergente 
Teilfolge enthdlt. 

Sei f^ eine beliebige Funktion aus 93?; wir nehmen an, die ersten n Funk- 
tionen /i, / 2 , • ’ ; fn der gesuchten Folge ((/^)) seien bekannt, und setzen 
= 30? — {/i, / 2 , . . fn}- Nach Annahme ist o (a) > 0; sei 0 < d < a (a) ; 
nach Definition von a (a) gibt es eine Funktion e 93?, fur deren Schwan- 
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kung 0)^,1 (Ka 1 ) auf jKo 1 gilt : ca„+i(jKa i) ^ 6, Wie bei 29.3*11 sieht man, 

n n n 

daB keine Teilfolge der so definierten Folge in a stetig konvergent sein 
kann. 

Literatur: C. Caratheodory, Math. Ann. 101 (1929) S. 515. 

4. Kompakte Funktionenmengen. Sei % die Menge aller Funktionen auf 
A; wir machen zu einem metrischen Raum, indem wir den Abstand fg 
zweier Funktionen aus ^ definieren durch: fg = sup \\f(x)^g(x) [|; 

zeA 

die metrischen Axiome 1^), 2^) (§ 9, 2) sind dann offenbar erfullt. Jede 
Funktion auf A ist nun ein Punkt des metrischen Raumes und die Aus-. 
sage: „die Punktfolge {{f^)) aus % konvergiert gegen den Punkt fs ist 
gleichbedeutend mit: „die Funktionenfolge ((/^)) auf A konvergiert gleich- 
maBig gegen die Funktion Ist 2R £ so ist also zufolge 17*8*531 die 
Aussage ist kompakt'* gleichbedeutend mit: „in jeder Polge‘((/^)) aus 3K 
gibt es eine gleichmaBig konvergente Teilfolge**. 

29*4*1. 1st ?0l eine Menge stetiger Funktionen auf A, so ist, damit 501 kom- 
'paht sei, notwendig und, wenn A in sick kompakt ist, auch hinreichend, dap ^ 
gleichgradig stetig sei in jedem Punkte as A. 

Notwendig: IstSK nicht gleichgradig stetig im Punkte as A, dann ist 
nach 29*2*2 a {a) > 0, d. h. a gehort nicht zu dem fur normalen Kem 
von A; nach 29*3*21 gibt es also in M eine Folge ((/,)), die keine in a stetig 
konvergente Teilfolge enthaltj da f, stetig, gilt nach 26*3*2, wenn ct)„ die 
Schwankungsfunktion von bedeutet: cOy (a) = 0; also kann nach 28*9*41 
auch keine Teilfolge von ((f,)) gleichmaBig in a konvergieren ; nach 28*4*2 
gibt es also in ((f,)) keine gleichmaBig konvergente Teilfolge, also ist 9)2 
nicht kompakt. Hinreichend: Sei ((f,)) eine Funktionenfolge aus 9K; 
wir haben zu zeigen: ((/,,)) enthalt eine gleichmaBig konvergente Teilfolge. 
Da ((/,,)) gleichgradig stetig in jedem Punkte as A, gilt fiir die Grenz- 
schwankung a (a) von ((/y)) nach 29*2*2: a (a) = 0 fiir alle as A, d. h. der 
fur ((/J) normaleKern von A fallt mit A zusammen. Da A nach 15*1*41 
separabel ist, gibt es in {{ff}) zufolge 29*3*1 eine Teilfolge die in jedem 
Punkte aeA stetig konvergiert; nach 28*9*4 konvergiert dann ((/^p) auch 
gleichmaBig in jedem Punkte as A, und mithin ist ((/,.)) nach 28*4*2 gleich- 
maBig konvergent. 

Literatur: Der Inhalt dieser Nummer geht im weaentlichen zuriiok auf 
C. Arzel^i. 



Viertes Kapitel. 

Borelsche Mengen und Bairesche Funktionen. 

§ 30. Die UrbUdmengen einer Fimkiion. 

1. UrbUdmengen. Sei E eine ganz beliebige Menge^), die wir als den 
zugninde gelegten Bereicb bezeiohnen, und sei / eine reeUe Funktion 
auf E (§ 25, 4). Fiir jedes yeBj betrachten wir die in § 25, 8 eingefahrten 
UrbUdmengen [/ (£) > y\, [/ {£) < y\> [/ (^) ^ 3/]» [/ (^) ^ ^1- Di® 
Mengen [f (£) > y\ und [/ {£) ^ y\ sind Komplemente voneinander, 
ebenso die Mengen [/ {£) < y\ und [/ (£) ^ y\. Es ist [/ {£) > + oo] = /I, 
[/(:«)< — oo] = /I; [/(ig) ^ +oo] =E. [/(:«) ^ — oo] =F. Offenbar 

gelten die Satze: 

30«1*1. Eur y <.zisA: 

[/(i) S: y] 2 {f{A) > y] 3 UiE) ^ 3 [/(^) > A 

Lf (^) < y] £ [/(*«) ^ y] s ^ ^ *1 

3(hl*2. Jst M und iidM =y, y~sM, so ist: 

[/(i«)>y]= S [/(i)>»]= S r/(i)S:*]; 

zbM zbM 

lf(£)^y]=D Um < *] = -D, U{£) ^ *]• 

__ zbM zsM 

30«1*21. Ist M QBi und sup M ^ y, yr^sM, so ist: 

[/(^^)<y]= S [/(i)<z]= S If {£)^z]; 

zbM zbM 

[/(i) ^ y] = D [f{£) > *1 = -D [/ W ^ *]• 

zeMi zbM 

Ist auch g eine Funktion auf E, so gilt offenbar: 

301>3. Damit f = g sei, ist notwendig und hinreichend, dap fiir alle 

yeBi geUe: [/ (£) > y] = [y (,£) > y] {oder [/ (£) ^ y] = [y (£) ^ y], oder 

[f{^) < y] = [y (^) < y]. oder [/(i6) ^ y] = [y {£) ^ y]) • 

Die Meuge E braucht nicht Punktmeixge ernes (topologisohen oder metrisohen) 
Baumes zu sein. 
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Wegen 80-1-2 und 80-1-21 folgt daraus sofort: 

30*1*31. 1st M^Br^ und dioht im und gilt fiir aUe zsM: [f (:&) > z] 
= [? (:*) > *] (oder [f (£) ^ a] = [g (£) ^ z], oder [f {£) < z] = [gr {£) < z], 
Oder [f {£) ^z\ = [g (£) ^ z]), soistf=g. 

30*1*4> Sei jedem yeB^ eine Menge Oy^E zugeordnet; damit es eine 
Fimlaion f auf E gebe, so da^ [f (£) >y]=Oy {bzm. [f (£) <y]= &y) fur 
aUe y, ist notwmdig und hinreichend, da^: 6L = S Oj (6zio. Oy=S Qf). 

z>y z<y 

Notwendig: Dies folgt axis 80*l-2. Hinreichend: Wir setzen 
= D Og — Oy (wobei D 0^==^ E zu setzen ist). Dann ist Ey Hy, = A 

^ z<y z<-oo 

fiir y^y>\ denn ist etwa y' <^y, so ist Hy^Oy, und Hy,Qy,=A. 

Femer ist S Hy=^E] denn ist xsE, so gibt es (da nach Voraussetzung 
y 

Gy.-^Gy., fiir «/'< y*') genau ein y, so daB xsO^ fiir z<.y und xr^eOg 
fiir z';> y) wegen Oy — S Gg ist dann auch x^sOy und somit xsEy, 

z>y 

— Wir definieren nun eine Funktion / auf E durch: f (x) y im xe By 
und behaupten: es ist [/ > y] = . 1st in der Tat/(a;) = v:>y, so 

ist xsH^, somit nach Definition von auch xeGyiist umgekehrt xeGy, 
also auch fiir u^y, so ist X'^sH^ im u ^ y, somit /(x) > y* 

30'1-41. 1st M eine im B^ dichte Menge endlicher ZahleUt und ist jedem 
ysM eine Menge Gy ^E so zugeordnet, dafi Gy = S Gg fur alle yeM, 

z>y,zeM 

SO gibt es genau eine Funktion f auf E, so dap [f (£) > y]=Gy fiir alle yeM. 
Setzen wir Gy = S Gg fur y e Bi— M, ao ist nun Gy fiir alle yeB^ 

z>y,Z8M 

definiert und die Gy geniigen der Bedingung von 80*1«4; also gibt es nach 
80*1*4 ein /, so daB [/ (dc) "> y]= Gy fiir alle yeR^, insbesondere also auch 
fur alle y e M, und nach 80*1*81 kann es nur ein solches / geben. 

Seien und /2 Funktionen auf E; wir untersuchen die Menge 
Ifi {^) +/a (^) > y] xeE,m denen f^ (a?) 4-/2 {^) definiert und > y 
ist. Sei zunachst y endlich ; dann ist (x) ’^rf^ (x) > y gleichbedeutend 
mit : fi(x)'> y — f^ (x), und das ist gleichbedeutend mit der Existenz 
eines rationalen r, so daB f^{x)> r> y — f^ {x) ; also ist: 

(1) Lfi {^) +/s {^) > »] = -S Ifi > »•] • 1/2 (^) > y - . 

f 

wo r alle rationalen Zahlen durchlauft; diese zunachst fur endliches 
y bewiesene Formel ^It offenbar auch fiir y = + 00 , y = — <». Fm 
Ifi (^) +/2 (^) < y] analoge Formel. 

Ganz analog findet man, dafi, wenn/^ ^ 0,/2 ^ 0, y > 0, die XJngleichung 
fi(^)f 2 i^)^y gleichbedeutend ist mit der Existenz eines positiven 
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rationale!! p, so daO fi (x) > p > erhalt (wenn ^ 0 , 

(M) I/i i^)J, M > Kl ” f (A W > > fl • 

WO 2? alle positiven rationalen Zahlen durchlauft. Fiir [fi (x)f2 {^) 
eine analoge FormeL 
Setzen wir: 

/ {x) = max {fi (x) , /a (x)) , / (x) = min (/^ (x), (x)) , 

so gelten die Formeln: 

[/(^) > y] = [A (^) > yH- [A > yl> 

[/(^) < = [/i (^) < y\ • 1/2 ' 


^ [/ (^) < y] = [/i (®) < j/] + 1/2 (^) < 2^1 ■ 

[/ (■«) > y] = 1/1 (=«) > yl • 1/2 (®) > y! - 

sowie die analogen Formeln mit den Zeichen S: bzw. Ferner gilt: 

(1-3) [sup/„ (x) > j/1 = S [/„ {i) > y\', [8up/„ (i) ^ y] = D [/« (*) ^ y] ; 

n H « 

(1-31) [inf/„ (£) <y\ = S [/„ (x) < y]; [inf/„ (£) ^ y] = D [/„ (£) ^ y] . 

« n n »- 


2. Urbildmengen und Funktionensysteme, Sei nun 0 irgendein (nicht 
leeres) System von Funktionen auf E, Das System der Mengen [/ {£) > y\ 
(fur alle yeR^ und alle /e 0) bezeichnen wir mit ® (0), die Systeme der 
Mengen [/ (ric) < y], [/ (x) ^ y], [/ (rc) ^ y] mit @ (0), 5 (^)» & (^)* 
besteht (0) aus den Komplementen der Mengen QJ (0) und ^ (0) aus 
den Komplementen der Mengen (5J (0). 

30*2*1. Es gelten die Formeln: 

<5i(e)S&(e)^, ®(@)£3(3)^, 5(0)g^(0)«, S(0)gaj(S)5. 

Denn ist yn> y* yn'^y* ist nach 80* 1-2: 

[f{£) > yl - S [fix) ^ y„l, [/(X) ^ y] -D [/(i) < y„], 

n ^ w 

woraus die erste und letzte Formel folgen; ebenso folgt die zweite und dritte 
aus 80-1*21* 

Setzt man y = + 00 bzw. = — 00 , so sieht man, daB 

(2) ^e@(0), Ae&im. E ((S), Ee%((B). 

30*2*2« Ist ein System von Teilen von E und AeWt.so gibt es ein System 
0 von Funktionen auf E, so dafi & (©) = 5K (bzu), @ (0) =3)1). 
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Man bilde zu jedem ifef £ S[R die Funktion, die = 1 ist auf M und = — oo 
(bzw. = -f- oo) auf U — M. Dfiis System aller dieser Funktionen leistet 
das Verlangte. 

Bilden wir die Summe aller moglichen Funktionensysteme 8 auf E, fiir 
die ( 8 ) = iOi ist, so erhalten wir das umfassendste derartige Funktionen- 
system; wir bezeichnen es mit 8 (501,*); ebenso bezeichnen wir mit 8 (*, 50i) 
das umfassendste Funktionensystem 8 auf E, fiir das ^ ( 8 ) = 501 ist. Das 
System 8 (501, *) ist charakterisiert durch folgende Eigenschaften: Ist 
/£ 8(50i, *), so gilt fiir jedes y: [f{i^)>y]eTt; gilt umgekehrt [/(i^)> y]eW 
fiir jedes y, so ist /e 8 (501, *) ; zu jedem M gibt es ein/s 8 (50i, *) und 
ein y, so daB [/ (£) > y\= M. Wegen ( 2 ) und 30*2*2 existiert zu einem 
(nicbt leeren) Mengensystem das Funktionensystem 8(501,*) (bzw. 
8 (*, 50i)) dann und nur dann, wenn — Aus der Definition von 

8 (50i, *) folgt unmittelbar : 

30*2«21* Ist c evne eTidliche KonstwrUe, so folgt aus /e 8 (50i, *) atich 
/ + C£ 8 (501, *); ist S die Schrdnhungstransformation, so folgt aus 
^{f)s(B&fl,*) aiich fs<B(W,*), und wenn Ee"^, folgt aus fs(B(^,*) 
auch /S' (/) £ 8 (50i, ♦). 

Seien nun i0i und Systeme von TeUen von E und das 

System der Komplemente der Mengen von 501 bzw. 01 zu jE 7 bezeicbnen wir 
mit W bzw. 0^'. Im allgemeinen wird es kein Funktionensystem 8 auf E 
geben, fiir das @ ( 8 ) = 501, ® ( 8 ) = 3^1 ware; nach 80*2-1 ist, damit es ein 
solches Funktionensystem gebe, jedenfalls notwendig, daB 
(2*1) . 0)1 g 0 i;, 0 l' £5015 

sei (woraus durch Komplementbildung von selbst 0 ) 1 ' £ 0 I 5 , 5)1 £ 501^ folgt) ; 
dock ist das Bestehen von (2*1) keineswegs hinreichend fiir die Existenz eines 
solchen Funktionensystems^). Wenn es aber ein solches Funktionensystem 
gibt, so ist die Summe aller moglichen solchen Funktioneiisysteme das um- 
fassendste derartige Funktionensystem; wir bezeichnen dieses umfassendste 
Funktionensystem 8 auf E, fiir das & ( 8 ) = 501, @ ( 8 ) = 5)1 ist, mit 
8 (501, 01) und sehen: 

Beispiel: Sei E der JSi, 0)1 das System aller offenen Mengen des und das 
System der Komplemente der abgeschlossenen Intervalle, also 01' das System der 
abgeschlossenen Intervalle; dan-n ist (2*1) erfiillt, und man erkennt leicht, daB es 
kein System 8 mit @ (8) = 3)1, @{8) = gibt; denn Beweis von 80*2*1 
zeigt, daB jede Menge aus (S) (8) Sununc mner monoton wachsenden Mengen- 
folge aus 3r(8) ist; es ist aber keineswegs jede offene Menge des Summe 
einer monoton waobsenden Folge abgescblossener Intervalle. 
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30*2*22. Das System £ (5DJ, 91) existiert dann urul nur danti, wenn es iiber- 
havpt ein Funktionensystem £ auf E mit Qi (®) = 9K. ® (S) = 91 gibt. 

Das System £ (9K, 9J) ist charakterisiert durch folgende Eigenschaften: 
1st fe £ (9)?, 9^), so gilt fur jedes y: [/(£) > y] e 9R, [/ (i) < y] £91; gilt 
umgekehrt [f(£)> y\s^l [f{£)<yls^ fiir jedes y, so ist/g £(9)1,91); 
zu jedem M s'SH, bzw. zu jedem iV e 91, gibt es ein / e £ (9)1, 91) und ein 
y, so daB lf{£) >y] = M, bzw. [/{£) <y] = N. 1st z. B. E ein metri- 
soher Raum und O das System der in E offenen Mengen, so ist, wie aus 
2o»8*l, 25-8-11, 26-8-14 folgt, £ (D, 0) das Sj'stem der stetigen Funktionen 
auf E. 

30‘2'3, 1st 9)1 ein Bing und iE= £ (9)1, *) {bzw. 2 = £ (*, 9)1)), so ist 
5 (3:) = 9)16 {bzw. 5 (X) = 9)16). 

Sei A s 9)16; nach 3.5-2 ist A=DA„ mit e 9)1 und £ A„ . Wir 

n 

71 

definieren eine Funktion / auf U durch: f (x) =“7^ fiirxe^n 

f [x) ^ I inr X e A, f (x) — — 00 fm X e E — fur jedes e i?i ist dann 
[/ (^) > 2/] ^ somit und da [/(:c) ^ 1] = A, ist -4 e g (3^) . Damit 

ist gezeigt, daB £ % CX); nach 30-2*1 ist aber auch g (X) £ SJla- 
30*2*31. 1st SOfi ein Ring, yle und W das System der Komjplemente der 
Mengen von 301, so ist 0 (2)1, *) = 0 (2)i, 2Jlt,); © 30^) = ® (2)1^, 9K). 

Denn setzen wir 0 {2)i, *) == X» so ist nach 30- 2-8 % (X) = 2Ka> also durch 
Komplementbildung % (X) = • 

3. Autarke Funktionensysteme. Ein Funktionensystem 0 auf heiBt 
ant ark, wenn es folgende Eigenschaften hat: 
la) Alle Konstanten kommen in 0 vor. 

2a) Ist /e 0 und e eine endliche Konstante, so ist auch f+csS, und 
wenn c > 0, auch cf s 0. 

3a) Ist/e 0 und bedeutet S die Schrankungstransformation, so ist auch 
S if) e 0, und wenn |/ [ ^ 1, auch (/)«©• 

4 a) Ist /i e 0, /2 e 0, so ist auch max (/j, /g) e 0, min (/i,/2) e 0. 

Das System alier Funktionen auf E ist autark ; ist E ein metrischer Raum, 
so isfe das System aUer stetigen Funktionen auf E autark. — 

Ist a eine Konstante, so setzen wir: 

(3) /“ (®) = min (/(a;), a). /„ {x) = max (/ (*), a) ; 

ist auch 6 eine Konstante und 6 a, so setzen wir: 

(3-1) (x) = min (/* (*), 6) = max {/" (x), a) =■ (/„ {«))‘ = {f («)), . 
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Aus la) und 4a) folgt; 

30*3*1* 1st @ autark und f e so ist auch fa ^ 

30*3*2* 1st © autark, so erhdlt man das game Mengensystem ^ (6), indem 
man fur ein beliebiges, festes y <C "h uTid cdle / € © die Menge \f (^) y\ 
bildet Analoges gilt fiir ^ (©), g (©), g (©). 

Sei zunachst y endKch; da neben / auch xSf (/) in © vorkommt, erbalt 
man das ganz© Mengensystem dJ (©), indem man fiir jedes ze [— 1, 1] 
imd jedes / e © die Menge [/ W > z] bildet; ist also A £ (5) (©), so gibt es 
ein z * € [— 1, 1] nnd ein /* £ ©, so dafi A = [f* ((B) > z*]; setzen wir 
y=r/* _|_ 2 ^— 2 *, so ist nacb 2a) auch fe ©, und es ist [/ {(B) > y\, 
Sei sodann 2 / = — oo; wie eben gezeigt, gibt es, -w-enn A s (©), ein/ s ©, 
so daB A = [/{i^)> — 1]; hilden wir nach (3*1): /=/-i, so ist auch 
A = [/(rc) > — 1]; setzen wir / = (/) , so ist nach 3a) auch/e ©, und 

es ist A = [/ (i^) > — 00 ]. 

30*3*3* 1st © awtor/t, £o ist jedes der Mengensysteme ^ (©), @ (©), g (©), 

(©) ein die Mengen A und E enthoMender Ring. 

~ Nach (2) gilt A £ ® (©), aus la) folgt : J7 s @ (©). Sei A £ @ (©), -B £ © (©) ; 
nach 80-3-2 gibt es ein Ae © und ein Ae ©, so daB A = [A {(B) > 0] , 
B = [f 2 (^) > 0] ; setzen wir / (a:) = max (A (a?))^ A (^))» / (A 

A (a;)), so ist nach 4a) fs^,fs ©, und nach (1*2), (1*21) ist: A B 
== [/W> 0], A ^ = [/(a:)> 0]; also ist ® (©) ein Ring. 

30*3*4:* Damit © (9D^, ♦) autark sei, ist notwendig und Mnreichmd, dap Tt 
ein Bing und AeWl, E eWd sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 80*3*8* Hinreichend; la) ist erfullt wegen 
AeWl, Es^Qt; 2a) wird von jedem System © (SW,*) erfullt, ebenso 3a) 
(wenn Es^SIt); daB 4a) erfullt ist, folgt, wenn SK ein Ring ist, aus (1*2), (1*21). 

30*3*41* Existiert das System © (SHI, IJi), so ist, damit es avtark sei, notwendig 
und hinreichend, dap iOt und ein Bing und AeWl^, E sei. 

Der Beweis ist derselbe wie fiir 80*8-4. 

Da das System aller Funktionen auf E autark ist* gibt es zu jedem Funk- 
tionensystem © auf ein autarkes Funktionensystem ^ 2 ©; und da der 
Durchschnitt aller © umf assenden autarken System© von Funktionen auf E 
■wieder autark ist, so ist er das kleinste autarke System fiber ©; wir 
bezeichnen es mit 8^; es kann ganz ahnlioh gebildet werden, wie in 8*1*1 

die Menge 
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Sei ^ ein beliebiges System von Teilen von E ; nach § 3, 2 gibt es einen 
kleinsten Ring iiber -f {A, E}; wir bezeicbnen ihn mit ist 9)^^ der 
kleinste Ring iiber so ist = 9)1^ + {A, E } . 

30-3-5. Es ist & (0J = © (©)^ , © (©J = ^ (@)ij . 

Zufolge von 80-3«3 ist @ (©„) ein Ring iiber @ (©) + {A, E}\ also ist 
(0a); bleibt zu beweisen, daB auch @ (0a) £ @ (0)fj . Wir 
setzen ©(0)^ = 9Ji; dann ist nach 30-8-4; 0 (9Ji, ♦) autark; nnd da 

© *) 2 ist ©a £ 0 m, *), also i (0«) £ 9Ji, d. h. @ (©J £ © (©)^, 

w, z. b. w. 

4. Vollig autarke Funktionensystcme. Wir nennen ein Funktionen- 
system © auf E geschlossen, wenn zu jeder gleichmaBig konvergenten 
Funktionenfolge ((/„)) aus © auch lim/„ in © vorkommt; wir nennen © 

n 

additiv, wenn neben/^ und auch die Funktion/^ © vorkommt, 

vorausgesetzt, daB sie auf ganz E definiert ist ; ein autarkes, geschlossenes 
und additives Funktionensystem nennen wir vollig autark. Ist E ein 
metrischer Raum, so ist das System aller stetigen Funktionen auf E vollig 
autark. 

Da das System aller Funktionen auf E geschlossen, additiv, vollig autark 
ist, und da der Durchschnitt aller ein gegebenes Funktionensystem © um- 
fassenden geschlossenen (bzw. additiven, vollig autarken) Funktionen- 
systeme wieder geschlossen (bzw. additiv, vollig autark) ist, gibt es zu 
jedem Funktionensystem © auf E ein kleinstes geschlossenes (bzw. addi- 
tives, vollig autarkes) Funktionensystem iiber ©. Auf die Bildxmg des 
kleinsten vollig autarken Funktionensystemes iiber © kommen wir in 81*8«22 
zuriick. 

30*4*1. Ist © autark und geschlossen, so sind Q) (©), © (©) a-Ringe, 
(B) d-Ringe. 

Wir zeigen etwa, daB (©) ein cr-Ring ist; daraus folgt dann durch Dber- 
gang zu den Komplementen, daB S (@) d-Ring ist. Da nach 80*8*8 
@ (©) ein Ring ist, bleibt nur zu zeigen: ist A„e(5J(©), so ist auch 
5 a @ (©). Nach 80-8«2 gibt es ein /„ e ©, so daB = [/„ {dt) > 0] ; 
^ i. 

indem wir gemaB (3*1) ersetzen durch (fn)^, konnen wir zufolge 80*8* 1 

von vornherein annehmen 0 ^ Wir setzen = max (/i,/^, .. .,/J; 

n 

dann ist, da © autark, auch e ©, und ((g';,)) konvergiert gleichmaBig 
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gegen eine Grenzfunktion g. Weil © geschlossen, ist und weil 

[g (x) > 0] = S A„, ist SA„s& (©), w. z. b. w. 

n n 

30*4*2* Isf fXJl ein a~Ri7ig und A e 50^, so sind © *) und © {*, 9)1) additiv. 

Sind 9J1 und 91 a-Ringe und existiert das System © (9)1, 91), so ist es additiv. 
Dies folgt unmittelbar aus (1). 

304 * 21 . Ist eines der Funktionensysteme © (9)1, *), © (*, 9)1), © (9)1, 91) 
autark und geschlossen, so ist es vollig autarh. 

Dies folgt aus 80*4*1, 30-4«2. 

30 * 4 * 3 . Damit © (9)1, j*') [oder © {*, 9)1)) vollig autark sei, ist notwendig und 
kinreichend, dap 9)1 ein a-Ring und A s 9)1, E sei. 

Notwendig: Dies folgt aus 30*8*4 und 80»4-l. Hinreichend: Nacb 
30*8*4 ist ©(9)1,*) autark; zufolge 80*4-21 ist also nur mehr zu zeigen: 
© (9)1, ♦) ist geschlossen. Sei ((/„)) eine gleichmaBig konvergente Folge aus 
© (9)1,*) und /= lim/„; setzen wir sup ||/„ (x) — /(a;)|| = k„, so gilt also 

« jreS 

k^^O. Aus l|/„— folgt aber, wenn S die Schrankungstransfor- 
mation bezeichnet : S (/„) — k^ ^ S (/), und mithin wegen S (/„) S (/- 
und kn-*0: 

(4) S (/) = sup (S (/„) — *„) . 

/< 

Nach 80- 2*21 ist S (fj — knsS (9)1, *); wegen (4) und (1-3) ist also auch 
S (f) s S (9)1, *) und somit auch /e © (9)1, *); also ist © (9)1, *) geschlossen, 
w. z. b. w. 

Analog beweist man: 

30 * 4 * 31 . Existiert das System © (9)1, 91), so ist, damit es vollig autark 
sei, notwendig und hinreichend, dap 9)1 und 91 ein a-Ring und A e 9)1 91, 
JS7e9)191 sei. 

5. Symmetrische Funktionensysteme. Wir nennen ein Funktionem 
system symmetrisch, wenn neben/s © auch — /e © gilt. Da \f (x) < y\ 
= [“"/(^) > — 3/1' symmetrischem © die Mengensysteme ^ (©), 

@ (©) identisch, ebenso S (@)» 2f (©)• 

30 * 5 * 1 . Ist © autark und symmetrisch, so gilt neben fe © auch \ f\e<B, 
und wenn c eine endliche Konstante hedeutet, auch c/e ©. 

Dies folgt wegen j / 1 = max (/,—/) und c / = ± j c ] / aus Eigenschaft 4 a) 
und 2a) (§ 30, 3) der autarken Systeme. 

30 * 5 * 2 . Ist © symmetrisch, so auch das kleinste autarke System ©^ iiber ©. 
Sei ©^das System, das aus ©^ entsteht, indem man jedes/e ©^ durch — / 
ersetzt; offenbar ist auch ©^ autark. Da © symmetrisch, ist ©g©^. 
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d. h. ©' ist ein autarkes System iiber © ; also ist ©^ £ ©^. Sei nun fe ©^; 
dann ist auch fs ©' , also — fe (Bat d-li* ©« ist symmetrisch. 

30*5*21. Ist © symmetrisch t so auch das kleimte vdllig avtarke System iiber ©. 
Der Beweis ist analog dem von 80*5-2, 

30*5*3. Existiert das System © (Wty iDl), so ist es symmetrisch. 

Sei/e © (501, 501) ; dann ist fur alle y e i?i : [/(») > — ?/ ] £ SOI, [/(x) < — y ] a 301 ; 
wegen [- f (x) > t/] == [f(^) < - y], l-f{x) < y] = lf(x) > - y] ist 
also auch [— / (i^) > y]eWl, [— / (£) <y]e’^, also —-feB (50i, 301). 

30*5*4. Ist 5)1 ein Ring, f s B (39i , 30^) und / #= 0 auf E, so ist auch 
ye® (9)1. 2R). 

Denn es ist: [j^> y\ = [/(*) <-^] • [f{=i) > 0], wenn y>0. 
[^>S'] = [/(^)<y| +[/(^)>0]- wenn«/<0. und [^>o] 

= [/(=«)>0].[/(i)< + oo] , und analogs Formeln gelten fur ^ yj • 

30*5*5. 1st 30i ein a-Ring, .d e 9)?, Es'^R, A « ® (SOi, 30^) , A fi © (30J, 9JJ) , 
und ist A A A : A) definieH auf E, so ist atich fifosB (301, SOI) {bzw, 

Wegen 80*5*4 geniigt es, die Behauptung fiir A A nachzuweisen. Sei zu- 
nachst A 0, A ^ 0: es gilt [A {x) A (d) > 2/] f SOI nach (M), wenn 2^>0; 

[A (^) A (^) > y] == ^ fiir 2/ < 0, gilt dies auch fiir y < 0, und wegen 
[A (^) A (^) > 0] = [A ((^) > 0] . [A > 0] gilt dies auch fiir y = 0; es 
ist also [A (i^) A (^) > y] £ 301 fiir alle y\ analog zeigt man, daB [A (ic) A {x) 
<y]£30l fiir alle y; also ist AA^© (SOI, 301). — Haben A»A beliebiges 
Zeichen, so folgt zunachst aus 80*8«41, daB © (SOi, 3Ji) autark, sodann aus 
80*5.8, 30*5*1, daB \ fi\s B (SOI, SOI), lA 1 ^ ^ (SO^^ SOi); wie eben bewiesen, 
ist dann auch | A 1 | A k (SOZ, 301); wegen 

[A (^) A (^) > 0] = [A (^) > 0] . [A ((^) > 0] + [A {:^)< 0] . [A (x) < o] 

ist [A (i) A (iJc) > 0] £ 3R; da fiir y > 0: 

[/i (^)/2 (^) > yj = [l/i (i) 1 1/, {£) 1 > y] . (A {£)h (^)> 0] . 

und fiir y < 0: 

[A (^) A (^) > y] - [| A (^) 1 1 A (^) i < I y 11 + [A (^) A i(^) > o] , 

ist also [A (i^) A (^) > y] £90i fiir alle y; ebenso zeigt man, daB [A {£) A {d) 
< y] £ m; also ist A A « ® (201, 30i). 

Literatur zu § 30. Der G^danke der Charakterisierung von Funktionenklassen 
durch Crbildmengen stammt von H. Lebesgue, Journ. de math. (6) 1 (1905) S. 139. 
Systematische Darstellung zuerst bei F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919) 
S. 292; Mengenlehre § 41. 
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§ 31. Erweiterung von Mengen- und Funktionensystemen. 

1. Die 3Iengensysteme W- und Sei wieder JE eine ganz beliebige 

Menge/ ein System von Teilen von E. Das (in § 3, 4 mit bezeichnete) 
kleinste cr-System iiber ^ bezeichnen wir nun mit das (in § 3, 4 mit SJts 
bezeichnete) kleinste d-System iiber SDl mit 8-4.H sprioht sich 

dann so aus: 

Damit 9)1^ == 9)1 {bzw, 9)li = 9)1) sei, ist notwendig und hinreicTiend, 
daP 9)1 ein o-System {bzw. ein d-System) sei. 

Und § 3 (4) ergibt: 

31-1-2. Bei beliebigem 9)1 ist (9)1^)^ = 9)1^, (3)ii)i = 9)li. 

314-3. {bzw. 9i S mj), soist{m+ 91)1 ^ 

= aRi). 

Da jedenfalls (9)1 + 9l)i 2 9)li, ist nur zu zeigen: (9)1 + 91)i ^ 9Jli. 
Wegen 9ig9)ti ist 9)l+9ig9)li, also (9)1 + 9i)i g (9Jii)i, also nach 
31.1.2 (9)1 + 91)1 c gjii, w. z. b. w. 

Da 9)11 g (9J^j)\ 9)li g (9)li)i, folgt aus 31*1*3 insbesondere : 

(1) {W + 9Jii)i = (9)li)i; (9)11 + . 

31*1*4. 1st 91 das System der Komplemente der Mengen aus 9)1 zu E, so ist 
9^1 das System der Komylemente der Mengen aus 9)li zu E. 

Dies folgt leicht aus 8.4*2. 

2. Die Funktionensysteme & und 61 . Sei © ein Funktionensystem auf 
E. Fiigen wir zu © die Grenzfunktionen aller monoton wachsenden (bzw. 
abnehmenden) Funktionenfolgen aus © hinzu, so entstehe das System ©1 
(bzw. © 1 ). Aus der Definition der autarken Systeme folgt ohne weiteres: 

31«24. Bei avtarkem © sind ©1 und ©j autark. 

31*2*2. Aus fnsS folgt, wenn © autark: sup/„ s &, inf /„ e ©i, 

n n 

Setzen wir : /„ = max (A , A , • • •. /„). so ist ^ s ®, die Folge {(/„)) ist mono- 
ton waclisend imd lim/„ = sup/„, also ist sup/„ s 

n n n 

31*2'21. Bei aviarkem © ist (©^)^ = &, (©i)i = ©j. 

Sei fs (©1)1. d. h. /= lim/„. wo f„s &, /„ Wegen /„e ©i, ist 

n 

/„ = lim/„<, wo/„j£©. darans folgt / = sup/„j; also ist 

i «, i 

nach 31.2*2 fe © 1 . 

31*2*3. 1st © autark und g ©1 {bzw. % g © 1 ), 50 (© + ^)i 5 = @1 

{bzw. (©+2:)i- © 1 ). 

Der Beweis ist analog dem von 31*lf8* 
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So wie (1) erkennt man nnn, dafi bei autarkem 

(2) + ©i)^ = + ®i)i = 

31«24* 1st © autark und ((/«)) eine gleichmdpig konvergente Folge aus 8 , 
so ist lim/„e ©^ ©i- 

Sei / 1 dannist nach § 30 (4): 5 (/) = sup {S (/«) - ^n); aus/^ e © 

n ^ 

folgt S{f„) — ifc„£ ®, also nach 81.8-2 S (/)s &, und well nach 81-2.1 & 
autark: fs Ebenso zeigt man fe ©i- 
31*2*41« -Bei avtarkem @ sirtd & und ©i gesditossen. 

Sei ((/„)) eine gleiohmaUig konvergente Eolge aus & und/ = lim/„; nach 
81* 2*4 ist /s also nach 81»2-21: /e 

31«2‘9. 1st £ ein autarJces Funktionensystem auf E, so ist-. 

@ (SI) = ® @ (%i) = ® (%Y. 

Sei/eSi, d. h./ = liin/„, wo/„6S,/„ ^/„+i: dann ist auch/ = sup/„, 

n 

also nach § 30 (1-3) : [/ (i) > y] s ® (S)^ ; damit ist gezeigt : ® (S^) g ® (S)i. 
Nun ist noch zu zeigen: ® (S)^ g @ {^). Sei also ^ e ® (S)^, d. h. = S A„ 

fl 

mit A„s® (%) ; nach 80»8»2 gibt es also ein /„ e %, so daB A„ = [/„ (:£) > 0] ; 
setzen wir / = sup/„, so ist A = [f (£) > 0 ] ; nach 81-2.2 ist aber / e also 

n 

ist A£& {V-); &ns A e(3 folgt also ^ e (5) (3:^), d. h. es ist ^ (St)^ £ 
® (%^)y w, z. b. w. 

Nun versobajrfen wir nocb 81*2»5 weiter zu: 

31*2*51. Ist % autark und OJ (3)) = {bzw. ® ( 3 ^) so ist 3 ^^ = 

© (m\ *) {bzw, 3:i = © (*, m)^ 

Wegen 31*2*o ist nur mehx zu zeigen: ist [/ (tic) > 3 ^] s fur aUe yeB^, 
so ist — Sei zunachst / eine Funktion, die nur die Werte 0, 1 an- 

nimmt; setzen wir A = [f(x) = 1]=^ [f(^) > 0], so ist nach Annahme 
nach 31*2»5, 81-2-1, 80*8«2 gibt es also ein ge%^, so dafi A = 
[g > 0 ] ; setzen wiig'(x)= max {g (x), 0 ), (x) — min {ng' (a;), 1 ), so ist 

9n ^ 81-2-1 autark, ist e 3 :^, also 

n 

fs (3:^)^ also nach 81*2-21: fsX\^ Sei sodann/ eine Funktion, die nur 
z\^ei verschiedene, endliche Werte a> 6 annimmt; setzen w [/ (tF) = a] 
= A, und bezeichnen mit /* die Funktion, die = 1 ist auf A und = 0 auf 
E — A,so ist, wie eben gezeigt: /* s 3:^; und da / = 6 + (a — 6)/*, so ist, 
weil 3^^ autark, auch fe%^, — Sei sodann / eine Funktion, die nur endlich 
viele verschiedene, durchweg endliche Werte Oq < < . . . < annimmt; 
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setzen wir [/ = aj = , so ist fiir ^ y < «»: — 

^ 4 ^ «j_ , . . -j- , also ist nach Annahme ,4^ + • • • + e 501^ J bezeich- 

nen wir mit die Funktion, die = ist auf -4, . -j- iind 

= tto auf E — (Ai A ^) , so ist, wie eben gezeigt, und 

da /=max(/i, / 2 , • . /m)^ so ist, well autark, auch feX^. — 

Unterliegt schlieBlich / keiner weiteren Eiiischrankung, so setzen wir 


yni = 


■ (i = 0, 1, . . 2?i2) und bezeichnen mit die Funktion, die 


= Vno (== — ist auf [/ (j^) » = ym [ym-i <f(^)^ yni] 

(^ = 1, 2, . . ., 2n ^) , und = 2 /n 2 n* (= auf [/(i)> 2 /n 2 n«l; <ia fiir jedes 
y die Menge [/„ (£) > y] entweder mit einer Menge [/ {£) > z] iiberein- 
stimmt, Oder = A , oder = E ist, und da nach Annahme [/ {x) >z\s 
und nach 80*8«8 As^, E , also auch Ae*S!ft\ EsWl'^ ist, gilt 

[/« (^) > y] e fiir alle y; und da /„ nur endlich viele verschiedene, 
durchweg endliche Werte annimmt, ist, wie eben bewiesen, fn^X^; da 
((/„)) gleichmaBig gegen f konvergiert, ist also nach 81* 2*41 auch/e 


31*2*511* 1st X vdllig autark und @ (3^) = 3R , & (£) = 9^ , so ist 

£1== Sti- ©(*,9^). 

Nach 81-2-51 ist 3:^ = S *) ; nach 80*4*1 ist SJl ein u-System, also 
nach 31*1*1: 2)1^ = i0i. 

31-2-512. Ist X autark undX^XI {hzw,X = X^) und i^) ^ m {bzw, 
QJ (X) = 22), so ist ^ © (212, *) {bzw, ^ = (S (♦, 22)) . 

Nach 81*2*5 ist @ (X^) = 2J2i, also @ (X) = W, d. h. 912 = 912^ und nach 
81*2*51 ist $ = = © (912^ *) = © (912, ♦). 


31*2*52. Ist 912 ein die Mengen A und E enthoMender Bing, soist: S (912, *)^ 
== © (9121, (g @ (*, ^1). 

Nach 80*8*4 ist © (912, *) autark; die Behauptung folgt also aus 81*2*51. 

31*2*521. Ist 912 ein die Menken A und E enthcdtender Bing, so ist, damit 
© (912, *)i = © (912, ♦) {hzw. © (*, 912)i = © (*, 912)) sei, notwendig und hin- 
reichend, dap 912 ein a-System sei. 

Dies folgt aus 81*2*52 und 81*1*1. 

31«2*6« Bei aviarkem © sind & und ©^ vdllig autark. 

Dies folgt aus 81*2*51 nach 81*2*1, 81*2*41, 80*4*21. 

31*2*7. Ist © syrnrnetrisch, so ist f8 & gleicMedeutend mit — f s 
Die Aussage fa ©i bedeutet: / = lim/„ mit /„ ^fn+i und f^e ©; das 

n 

kan-n auch SO geschrieben werden: — / = Iim( — /J, — fn'^ — fn+i> 
— ©; das aber besagt: — fa ©i- 
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3. Das Funktionensystem . Wir setzen nun . Dann 

kann 31«2*4 so ausgesprochen werden: 

1st © avtark uvd ((/„)) eine gUichmdpig honvergervte Folge aus ©, 
so ist Umf„e ©J . 

n 

31*3*2. Bei aviarkem © ist ©J vdllig aiitark. 

Dies folgt aus 81-2'6. 

Wir werden nun zeigen, daB bei autarkem © das kleinste vollig au- 
tarke System fiber © ist ; zu dem Zwecke beweisen wir zunaohst zwei Hilfs- 
satze, wobei wir voriibergehend das kleinste vollig autarke System iiber © 
mit © bezeichnen. 

31*3*21. Ist A eOi (©)^ (bzw, Ae(B so gibt es ein /e ©, so dap 
f{x)< + oo fiir alle xsE und [f — oo\=^ A {bzw. / (a;) > — oo fur 
alle xeB und [/ (d) < + oo] = <4) . 

Sei AsQ^ (@)^; wegen © S © ist ® (©) £ (3 (©) , also auch 
^ (©)i £ @ (©)^ und da nacb 30*4«1, SM-l @ (©)^ := (3 (©) ist, gilt auch 

& (©)^ £ ^ (©); also ist -4 £ ^ (©). Nach 30«3*2 gibt es also ein fe ©, 
so dafi (/ (f ) > — oo] = 4L , und nach 80*8*1 kann / < + oo angenommen 
werden. 

31*3*211. 1st ® a/utark undfe , so gibt es zu je zioei Zahlen a <Zb ein 

fe ©, so da^f— 0 auf [f {£) ^ a], /= 1 auf [f {£) 6] wnd 0 </< 1 auf 

[a<f(£)<b]. _ 

Nach 81>2>5 ist [/(^) > a]e@ (@)\ [/(£)< 6] e @ (®)^; also gibt es 

nach 81*8«21 ein e © und ein /, e ©, so daU /j (*) < + <»j (®) > — «> 

fur alle a: 6 und {/i (:6)> — oo] = [/ (^) > o] , [/, (i)< + oo] = 

Also ist [fi(£) = — oo] = [f{x) ^ a], L/sC^) = + 0 °] = l/(^) ^ *I> *1®° 
/i+/s = — 00 auf /i +/a = + 00 auf [/ {;«) k 6] , — oo< 

A +fi < +00 aiif [a </(^) < 6] • Die Funktion / = j {8 (/^ +/,) + 1) 
leistet das Verlangte. 

31-3-22. Bei autarkem © ist ©J das kleinste vdllig avdarke System iiber ©. 
Sei wieder © das kleinste vollig autarke System iiber ©. Nach 81-3-2 
ist © ^ ©J; bleibt zu zeigen: ©J ^ ©. Sei/s ©J; wir haben zu zeigen: 
/£ ©. Wegen Eigenschaft 3a) der autarken Systems (§ 30, 3) geniigt es zu 
zeigen, daB jS (/)« ©; wir konnen also von vomherein / als beschrankt an- 
nehmen, und wegen Eigensch^ 2a) der autarken Systeme konnen wir 
weiter annehmen 0 ^ 1. Nach 81«8*211 gibt es nun fur jedes n und fiir 
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t = 1, 2, . . n eine Funktion fm e ©, so daB = 0 auf (x) ^ * 

/,. = 1 auf \j(£) ^ ^], 0 </„i < 1 auf 

/n = | (/«1 +fm + ■ • • +/nn). SO ist auch /„£ ©, und -weil ((/„)) 

gleichmaBig gegen/konvergiert, ist auch /e ©, w. z. b. w. 

31*3*23* Damit das atUarke System @ vdlUg avtarh sei, ist rtcdwendig 
wfid hinreicheTid, dap 

Dies ist enthalten in 81«8«22, 

31*3*3. Bei autarkem (S ist = &, (<Sj)i = ©i* 

Wegen (S g 8j ist & ^ (©i)^; wegen ist (0j)^ £ (©^)^ also 

naoh 81*2*21 auch £ &• 

31*3*31. Bei aviarkem 8 ist {83[)i = 8^ 

Dies folgt aus 81-8-2 und 81.8*28, oder aus 81*8*8. 

31*3*4. Fiir jedes cmtarke Funktiomnsystem % auf E ist & (Sj) = ($)^, 

@ (%l) - ^ (£)i. 

Wir beweisen etwa die erste dieser beiden Gleichungen. Nach 81*2*5 ist 
@ (^i) S (£)^. Ist umgekehrt AeQ^ (^)^, so gibt' es nach 81*8*21 und 
81*8*22 ein (= ^), so daB [f(^)>—oo] = A; also ist -4 e <SJ 
und mithin ist auch ® £ (51 (^J). 

Nun verschaxfen wir noch 81*8*4 weiter zu: 

31*3*41. 1st % autark und @ (^) = 9K, ^ (3^)== so ist X\ = (B 

Nach 81*8*4 ist nur mehr zu zeigen: ist [/ (£) "> y\e 9)1^, [/(i) < y] 
fiir alle ysEi, so ist fe%\; das aber folgt aus 81*2*61. 

31*3*411. Ist % vdllig autark und &(%) (55 (31) = , so ist 

Dies folgt, da nach 81*8*28 ^ ist, aus 81*8*41 und 80*4*1. 

'31*3*42. Existiert das System 8 (911, 91), und sind 911 und 9i die Mengen A 
und E enthaUende Binge, so ist B (911, 9i)i = 8 (91l^> 9i^). 

Nach 80*8*41 ist 8 (911, 9i) autark, die Behauptung folgt also aus 81*8*11. 

31*3*421. Existiert 8 (911, 92) und sind 912 und 92 die Mengen A und E ent- 
haUende Binge, so ist, damit 8 (912, 92)J = 8 (912, 92) sei, noiwendig und hin- 
reickend, daft 912 und 92 a-Systeme seien. 

Dies folgt aus 81*8*42 und 81*1*1. 

31*3*5. Ist % symmetrisch und vdllig autark, ist f^eX, fzS %, und ist 
{bzw. : /g) definiert auf E, so ist auch fj^f^ s % (bzw, f if^e £). 
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Setzen wir (3 (%) = so ist, weil X symmetrisch, auch @ (2:) = 
und nach 31*3<411 ist 2 = S (SK, SK); nach 30*4:*81 ist SJl ein or- Ring und 
Ae^lR, E £^; die Behauptung foigt also aus 30*o*5. 

31*3*6. 1st 2 symmetrisch und avtark, ist <p {z) eine stetige Funhtion im In- 
tervall [a, 6] des und f eine der Ungleichung a ^ b geniigende Funk- 
lion aus 2 , so ist tp (/) e 2 j . 

Indem wir q) (z) = (p (a) fur z ^ a , g? (z) = 9 ( 6 ) f iir z k 6 setzen, kdnnen wir 
annehmen, (p sei stetig im jK^. Nach 23*8*1 ist die Menge [ 9 ? (z) > y\ eine 
offene Menge des R ^ , also, wie aus 16«5-4 foigt, Summe abzahibar vieler 
Intervalle (a^, 6 ,) und hochstens zweier offener Halbgeraden z > a' und z < 6 ' 
des Ri ; demnach ist [cp (/ (:c)) > y\ Summe abzahibar vieler Mengen 
K <f(^)< K] und hochstens zweier Mengen [/(r^) > a'], [f{di) < 6 ']. 
Setzen wir @ (2) = @ (2) = 501, so ist [/ {£) > a'] s 501, [/ {£) < 6 'J e SK; 

und wegen [a, <f(^)< 6 ,] = [f(x) > a^] . [fitB) < ist, da Wl nach 
30-8-3 ein Ring, auch [a„ <f{x)< 6 ,] e SK. Mithin ist [ 9 ? (/ (i)) > y]eW'\ 
ebenso ist [99 (/ {£)) < y] e 501^; also ist, da nach 31*3-41 2^ = © (501^, i0ii) 
ist: (p{f)s%\. 

31'3*7> Ist <S symmetrisch, so ist aiidi symmetrisch. 

Dies foigt aus 31-2*7. 

4. Das Funktionensystem ©*. Sei wieder © ein Funktionensystem auf 
E\ wir fiigen zu © die Grenzfunktionen aller konvergenten Funktionen- 
folgen aus © hinzu; das so entstehende Funktionensystem bezeichnen wir 
mit ©♦. Es ist ©^ -f ©j £ ©*. 

31*4*1. Ist © avtark, so ist ©♦ avtark und geschlossen. 

Da ©* offenbar autark, bleibt nur zu zeigen, daB @* geschlossen ist. 
Sei ((/n)) eine gleichmaBig konvergente Folge aus ©♦ und/ = lim'/„; wir 

, n 

haben zu zeigen: / a ©*. Indem wir zu einer Teilfolge iibergehen, konnen 
wir annehmen: ll/» —/ 11 < dann ist 

(4) ^ ll/n.l-/li + \\f-fn\\<^. 

Da f„e ©*, gibt es in © eine Folge ... mit lim/„, =/„ . 

V 

Wir bestimmen und aus S (^,) = min (-S(/ 2 ,). -S (A,) +1), S{f^) 
= max |jS (/j,) . S (/i,) — ; d^nn ist \\fay—fi„ 1| ^ ; and da nach (4): 
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II /2 - /i 11 < ^ . ist fiir jedes einzelne x: \\f^, {x) — /j, (w) jj < i fur fast 
alle v; somit/^' (as) =/ 2 , (as) fur fast alley, also auohlim^' =/ 2 ; da / 2 'e ©, 
konnen wir die Folge ((/ 2 v)) erset25en durch wir konnen also von 

vornherein annehmen: — /i, || ^ Ganz ebenso konnen wir an- 

Wfso—ftr II ^.undallgemein: l|/„+i,— /„, || Dannist: 
(4-1) + 

Nun zeigen wir, dafi / = lim/,, . Sei e > 0 beliebig gegeben; wir waMen n 

V 

1 fi 1 

gemaB ^< 3 - Wegen (4-1) und weU ||/„ — /|| gilt fury >»: 

II/,. -/ II ^ ll/„ -/«. II + ll/n, -/« 11 + ll/» -/ll 

+ ll/n, — /n 11 + 2 ^ < ll/»' ~/” II + y- 

li“/«, = fn> gibt es zu jedem as ^y, > w, so daB |l/„, (as) —/„ (x) || < |- 

fizT V also ist ll/,^(x) —/(a;) jj <£ ftir v ^ Va; , d. h. es ist lim/y^ =/, 
■wie behauptet. Da e S war, ist also fe (S*, w. z. b. w. 

31*4*11. 1st © avtark und additiv, so ist vdlUg aviarh. 

Ist @ autark und additiv, so ist offenbar aucb additiv; die Be- 
hauptung folgt also aus 

Wir fuhren nun folgende abkurzende Bezeichnungsweise ein (auf die wir 
in §§ 33, 34 zuruckkommen) : ist 211 ein System von Teilen von E, 0 ein 
System von Funktionen auf E, so setzen wir: 

m\ = ^ > mif - m mi - @2 » = <^2 . 

31*4*2. Bei autarkem 0 ist 0 * £“ 02 0 ^. 

Sei fs 0*, di b. / = lim/„, /„ e 0. Wir setzen = inf/rJ nach 81*2*2 

n rgn 

ist g^e 01 *, nun ist/== limgr„, ^ also/e (0i)\ d,h.fe&. Ebenso 
zeigt man: fe^, 

31*4-21. 1st % autark, so ist @ (S?) = g 

Nach 81*2.51 ist, wenn ® (2:) — gesetzt wird: 3:^ = 0 (*, 21^), und da 
nach 80«8*8 ^R: ein Ring, also nach 8«5*1 auch 21^ ein Ring, ist nach 80«2.8: 
(4-2) ^ = 

Setzen wir ^ (2^) = so besteht $ aus den Komplementen der Mengen 
von 2^, und aus (4*2) folgt durch Dbergang zu den Komplementen: 

(4*21) = = 
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Nach 31*2*1 ist autark, wegen ist also nach 31*2*5 

@ ( 3 ; 2 ) =r -Qnd somit nach 81-1-2: (5J {%^) = $ 2 . 

31*4-22. Ist Z vdllig aviarh, so ist ^ g (2)i, (3J (Jg) ^ g (^)i. 

Nach 80*4-1 ist = ^ ein <5-Eing, also ^ also $2 ~ ^ ^ 1 . 

die Behauptung folgt also ans 8 1*4*21 • 

31*4*3. Ist % autiarh und additiv, und ist ^ {%) = (Z) = £l, so ist 

@(«|52 £12). 

Wegen 81*4*11, 81*8*411 geniigt es zu zeigen : & {%*) = @ (£*) = £l 2 _ 

Wir beweisen etwa die erste dieser Gleichungen. Nach 81*4*2 ist %* g 3;2, 
also & (Z*) g i (Z^l nach 81-4*21 ^ (£*) £ $ 2 . Wegen 2 Si ist 
nmgekehrt & {Z*) 2 ^ (^ 1 ), d. h. nach (4*21); i {Z*) 2 Also ist 

& (Z*) = w. z. b. w, 

31*4*31. Ist Z vdllig autark und ^ (S) — $ , S (^) = O' » so isi 2^* = 

Nach 80*4*1 ist $ ein d-Ring, also % = ig, $2 _ _ ^ 1 . ebenso ist 

£12 = Qi; die Behauptung folgt also aus 81*4*8. 

314*4. Bei aviarkem, additivem Z ist Z* 

Nach 81*4*2 ist nur mehr zu zeigen Z^Z^ g Z*- Dies folgt unmittelbar 
aus 81*4*21, 81*4*8. 

31*4*41. Bei atUarkem, additivem Z ist Z* {Z^ +3^)i- 

Nach (2) ist (Z^ + Zi)^ = Z?, (Z^ + Zi)^ - 3^, also (Z^ + Zj)l ^Z^Z^ 
und die Behauptung folgt aus 81*4*4. 

31*4*5. Bei autarkem, additivem $ ist = Z*» 

Setzen wir @ (2) = gjl, ^ (£) = § (2) = $, S (2) = £1, so ist nach 

81*8*4 @ (2j) = also nach 81*1*4: fj {Z\) = Clj, ebenso gf (£j) = 
Nach 81*8*2 ist 2j vdllig autark, also isTnach 81*4*81 {Z\)* = © £ 1 .^), 

somit nach 81*4*8 {Z\)* = 2*. 

31*4*6. Damit 2* = 2 sei, ist notwendig und bei aviarkem 2 hin- 
reidwnd, daP 2 = 2^ = sei, 

Notwendig: Dies folgt aus2 ^Z^gZ*yZgZigZ*. Hinreichend: 
Ist 2^ = 2, $1 =2, so auch 2jj = 3:, 3? == 2; also ist nach 81*4*2 2* 23:, 
und da gewifi 2 gZ^, ist 2* = 3. 

31*4*61. Ist 3 atdark und additiv und 3* = 3, ao iai ® (3) = ^ {Z)\ 

^ m = g (3)^ 5 (3:) = i (3)p gf (2) = ® (3)i. 
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Nach 31*4*11 ist also auch ^ vollig autark, also ist nach 81*4«31 
=z 0 0,1), also (^ {%) = ^1 = (^)i, und durch t)l)ergang zu 

den Komplementen folgt: ^ {%) = ^ {X)^. 

314-62. Ist <B (9K, S'?) aviarh wnd additiv, so ist, damit 8 (911,9^)* = 
@ (211, sei, noiw&ndig wnd hinreichend, dap sowohl ^als^ ein die Mengen 
A und E enthaUender or- und d-Eing set. 

Notwendig: Nach 31*4:«11 ist ©(2)1,9^) vollig autark, also ist nach 
30*4*31 211 ein die Mengen A und E enthaltender cr-Ring. Bleibt zu beweisen, 
daB 211 ein d-System ist. Setzen wir 0 (2H, 2i) = 3:, ^ (3:) = $ , (%) = C, 

so ist nach 31.4.61 211 = $ = 21^i, also m = 2R2; wegeiT 21i S 9Ki 

^211^ ist also 211 = 21li, also 211 ein d-System, vr. z, b. w. Hinreichend : Ist 
211 und 2i ein die Mengen E und A enthaltender o- und ^-Ring, so durch 
tJbergang zu den Komplementen auch $ und 0. Wegen 2Ki = 21i 

folgt aus 30.2.1 211 S $ , ^ £ 211 , also ^ = 91i, und weil 2R, also auch ^ 
ein d- und or-System: 21i = ^ und ebenso9i = C®; also ist 

© (211, 2J) = 0 ($2, 02) und nach 81.4.3 0 (21^,21) == 0 (211, 21)*. 

81-4-7. 1st % symmetrisch, so ist auch 3^* symmetrisch, 

Denn ist / = Hm/„, /„ e %, so — / = lim (—/„), — e %, 

n n 

5. Das Mengensystem 211J . In AnaJogie zur Definition des Funktionen- 
systemes 0j setzen wir, wenn 21i ein System von Teilen von E bedeutet : 
21li = 21ii . 21 ^ 1 . Aus 3 . 5.1 folgt : 

31-5-1. Ist 21i ein Bing, so ist auch 21lJ ein Bing, 

31-5-11. Ist 211 ein Kor'per, so ist auch 2Ri Korper. 

Da 2 IIJ nach 31*5.1 ein Ring, ist nur zu zeigen: aus A 6 211^ , R e 21ll folgt 
A — J5 s 2 IIJ . Ist A £ 21iJ , so ist A e 211^ und A e 21li , also A = S 

jmtA'^e^,A'^sWl; ebenso jB=DR' = mitR' £21l,R^'e21i; 

m n n 

mithin ist A B == S A'^-— D B'^=: S (A'^ — R' ), und auch A — R 

m n m. n 

=DA^ —SB'^= D (4" — B'^); da SK ein Korper, ist A'„ — B’„e3St, 

A’^-E’^eh. ah^A-Be'm und A-BeWti, d.h. A- Bem\. 
w. z. b. w. 

Wir bezeichnen nun ein Mengensystem HU, fur das 21li = 2K ist, als ein 
//-System. 

31-5-2. Der Durchschnitt zteeier /i-Systeme fOl.ffl ist ein fi-System. 

Es ist m S«)l g SKi = SR. ebenso (SK 5R)i g 91, also (SB SR)i S SK SR ; und 
da auch SR 91 g, (SB B)1 . ist 9R SR == (SB B)1 . 

31*5«3. Bei beliebigem SB sirui SB^ und SBi jx-SyMeme. 



250 IV. Kapitel. Borelsche Mengen und Bairesche Funktionen. 


Nach 8M«2 ist -- sgji. ^egen 2 90^^ ist also (SDfli)J = 

31*5*4* S!Ki ist das Ueinste fjL-8ystem vb&r 2Ji. 

Nach 81»6*2 und 81«5*3 ist ein /f-System. Sei 9^ ein ,w-System iiber 
SK, d. h, m = aus m folgt Wt\ also m\ g^. 

31-5-5. Bei beliebigem 2Jl ist (311^)^ = 3Jl^ , == 3Jli . 

Der Beweis ist derselbe wie fiir 81*8*8. 

31-5*51. Bei beliebigem 3Jl ist = 311^ . 

Dies folgt aus 81»5*4: oder aus 81*5«5. 

6. Das Mengensystem 3Jl*. Wir fugen zu 3)1 alle in der Form 
Jfef = LimJIf„ darstellbaren Mengen hinzu; das so entstehende 

n 

Mengensystem bezeichnen wir mit 3)1*. Nach 8*5-2, 8*7*8 ist, wenn 3)i ein 
Ring: 3)1^ + 2)^1 £3)1*. 

31*6*1. Ist 3)i ein Ming, so ist 3)1* = 31^ 3)1®. 

Aus 8* 7*4 folgt: 3R* £3)^2 3)^®. Bleibt zu zeigen: 31^2 3)1® £3)i*, d. h.: 
ist e 3)^2 3)1®, so ist auch A e 3)1*. Dies ist richtig, wenn A =A; denn 
w^en A e 3)1® ist A = S mit B^eMi; A = ist aber auch 

n 

Bn = A, also Ae^Sfti, und somit Ae^l*, wie behauptet. Analog beweist 
man die Behauptung, wenn A = E, Sei also AQ A(Z B, Wir setzen 
3Jt^Wl + {A,E} und bezeichnen mit ^ das System der Komplemente der 
Mengen von ^ bzgl. E; nach 81*1*4 ist dann bzw. 3^2 System der 
Komplemente der Mengen von 5^, bzw. W®. Sei$: das System aller Funk- 
tionen, die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen, und fur die jede 
Menge [/(:6)^ yJeSKist; dann ist (S) = SK, und da die Funktionen aus X 
nur endlich viele Werte annehmen: 5 (S) = @ (£) = ^; und weil ein die 
Mengen A und E enthaltender Ring, ist offenbar % autark und additiv. 
Sei nun Ae^ 3)1®; dann ist auch Aeilt ^ ^®, also E — und sei 

flp — 1 auf = 0 auf — A; dann ist [g > y]sW, [gr {d) < y]e^® 
fur alle y $ i^, also ist nach 81«4«8 g s %*, d. h. es gibt in % eine Folge 
((/«)) mit lim/„ = ^. Da gr nur die Werte 0, 1 annimmt, ist [g (tB) = 1] = 

Um (i) ^ , d. h. wenn [/„ {dt) -|j = A„ gesetzt wird: A = Lim A„, 

und w^en ist A„eS^, Da AC ^(ZE, ist auch AC ^n(Z E fiir fast 
alle n, und unter Weglassung endlich vieler A„ kdnnen wir annehmen, dies 

gelte fur alle n; dann aber folgt aus A„e^ auch A„ s 3)1, und somit A e 3)i*, 
w, z. b. w. 
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31*6*11. Ist 901 ein Ring, so ist -f- 9)li)5; . 

Nacb (1) ist + 3D^i)^ = 301^, (901^ + = 9 J? 2 > Behauptung 

folgt aus 31-6-1. 

31'6*12. Ist iOi ein Ring und 91 der kleinsie Ring iiber , so 

ist 

Da nach 3-5-1 ein Ring, folgt aus g gjji ^ 2^2 3 9i, 

und da nach 81 •1*2 = ist, folgt daraus 90^^291^; andererseits 

ist wegen (1): 9t^ + 90li)^ = 3)1^; also ist 90i^ = 9t^. Ebenso zeigt 

man 90^2 = Die Behauptung folgt also aus 81*6*1. 

31‘6*2. Ist 90i ein Ring, so ist 901* ein fi-System. 

Dies folgt aus 31-6-11, 31*5«4. 

31*6*21. Ist 90i ein Ring, so ist auch 901* ein Ring’, ist 901 ein Korp&r, so 
ist auch 901* ein Korper. 

Sei A e 901*, B s 901*, also A = Lim A^, B — Lim B^ mit A^ e 90i, B^e 90i. 
Nach §3 (7*7) ist dann -4 + B = Lim + BJ, ^4 B = Lim A^ B^, 

n rt 

A — B^ Lim (An — B„), woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 

n 

31*6*3. 1st 90i ein Ring, so ist (90^];)* = 901*. 

Da (90iJ)* 2 isii nur zu zeigen (90lJ)* 2 90i*. Setzen wir 90lJ = 9i, so 
ist W g (90^1)1 = also 9^2 £ ebenso 9^^ 2 also 9^29^2 £ 90^2 
d. h. nach 31*5*1 und 31*6*1 9i* 2 z. b. w. 

Ein System 90i, fur das 901* = 90J ist, haben wir in § 3, 8 als A-System be- 
zeichnet. 

31- 6*4. Ist 901 ein Ring, so ist, damit 901 ein ^.-System sei, notwendig und 
hinreichend, da^ 901 = 901^ = 90^1 sei, 

Der Beweis ist analog dem von 81*4-6. 

Literatur zu § 31: F. Hausdorff, Mengenlehre § 41; W. Sierpiiiski, 
Fund. math. 18 (1932) S. 1. 

§ 32. EinscMebimgs- imd ErweiternngssStze. 

1. Emsclliebungssatz fiir Mengen. Sei wieder E eine ganz beliebige 
Menge, 901 ein System von Teilen von E. 

32- 1-1. Ist 90Z ein Ri7ig,.BE^^, C£90l^ und BQC ,so gibt es em J.e90li, 
so dafi B SO, 

Nach 3*5-2 ist B == D B„ , (7 = S 0„ , wo B„ s 901 , s 901 , B„ 2 

n n 

Wir definieren zwei Mengenfolgen ((Bn)) » ((Qn)) 3R durch: 

(1) Ql = Oi', P = Qn “H -^n+l^ ©n+l = P »+! ^n+1 • 
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Dann ist: 

(l*l) -Pn 2 ^ Qn^^n'y ^n*lSQn* Qn^^if 

AuS (I’l) folgt On S -fn » £ *^n 2 -^n J 6n £ -1 > £ ^n 4 lJ 

also folgt aus (1): 

(i*2) P^^l£P„, On£Cn-l' 

Wir setzen nun D P, S Qn = Q l dann ist PeSJ^i, Qs^l^, und wegen 

n n 

(1*1) ist P 2 P , 0 £ ^ - Wir werden nun zeigen, daB P = Q, womit dann 
bewiesensein wird. — Da nach (1-1) On £ > ^^d nach (1*2) und 8* 7*8 

Lim Pn^ P f Lim > ist nach 8*7*1 0 £ P • Es bleibt also nur 

n n 

zu zeigen: OSP^ d. h. P— 0=-^* Gabe es ein a g P — 0 » so ware 
ae P„— On Hildas Pn i~^Qn fiir alle n; nach (l)ist aber P^-— , 
6n £ -^rt+l £ -®n » es ware also a ^eC^, as fur alle », mithin 
ar^sC , asB, entgegen der Annahme P 2 C; es gibt also kein asP—Q, 
d. h. P — 0 = > 'w'. z. b. w. 

Ist d&r Bing SQi ein fx^SysAem, PgSJZi, CeWI urd P so 
gibt es ein A eTI, so dafi P £ A £ G . 

Dies folgt nach Definition der ^-Systeme (§ 31, 5) unmittelbar aus 82-l«l, 

Literatur: W. Sierpiiiski, Fund. math. 6 (1924) S. 1. 

2. Einsehiebangssatz fiir Funktionen. Sei nun @ irgendein System 
von Funktionen auf E. 

32*2«1* 1st @ autarky gg ©j , A e und g so gibt es ein fe @J, so dafi 

g^f^h. 

Nach § 31, 2 ist sr = limgr„, ^ = limA„, wo gr„g ©, A„g©, 

n n 

hn ^ . Wir definieren zwei Funktionenfolgen ({<Pn))» ((Vn)) ® durch : 

(2) 9 ^ = ?i , % = min (a . Aj) ; = max (y„, y„+i) , = min , A„+i) . 

Dann ist : 

(2-1) 9>n ^ 9n> Wn ^ K\ Vn-*1 ^y>n>Wn^ 9’n- 

Aus (2-1) folgt ffn+l 9n\ Wn ^ 9'n+l . Vn ^ K ^ K^li »1«> 

folgt aus (2): 

(2-2) (pn*l ^<Pn, y>n^ fn-H • 

Wir setzen nun lim f„ = q>, lim w„ = w; da ® autark, ist q>„e ®, w-e ®, 

n n 

also 9 ?g © 1 , y)E &, und wegen (2*1) ist qj ^ g, ip ^ h. Wir werden nun 
zeigen, daB (p = ip, womit dann 82* 2*1 bewiesen sein wird. — Da nach (2*1) 
iPn^(Pnf i®t auch ip ^(p • Es bleibt also nm zu zeigen: ip '^cp, Gabe es ein 
a;g P- mit ip(x)<(p (x ) , so ware auch ip^ (a:) < (p^ (x ) , (^) 
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fiir alle n; dann aber ware nacb ( 2 ): (a^ = (x) , (z) = gr„+i (x) 

fiir alle n, also y>(z)=h (z) , (p{x)=g (a;) , also h{x) <g (x) entgegen der 
Voraussetzung g es gibt also kein x mit y (a;) <g? (a;), d. h. es ist 
(p , w. z. b. w. 

32-211. Ist S vdllig aviarh, gs^yhe&- uni g ^h, so gibt es einfe ©, 
so dap g ^h. 

Naoh 31*8«23 ist @ = ©J, die Behauptung folgt also aus 32*2*1. 

Literatur: H. Hahn, Wien. Ber. 126 (1917) S. 103; P. Hausdorff, Math. 
Zeitschr. 5 (1919) S. 292; Mengenlehre S. 243. 

3. Erweiterangssatze fiir Mengen* Sei wieder 9R ein System von 
Teilen von E und sei JE' £ jB; das System der Durchsohnitte E'M fur alle 
M eTt bezeichnen wir mit E' I ebenso bedeutet E* 1 das System der 
Mengen WM fiir alle M e SSV- usf. Ist 9R ein Ring, so auch E' 1 SK. Be- 
deutet %, den kleinsten Ring iiber dem Mengensystem so gilt: 

32-3-1. Bei beliebigem m ist {E' 1 m)r = E' I mr- 

Nacb § 3, 2 besteht 2)1, aus alien Mengen der Gestalt: Ai+ A 2 + ^ • 
+ An, wo A^ = Aij^ Ai 2 . . . Ait^ und Aif s SJi; setzen wir E^Ai = A'^, 
E'Aij = A'^j y so besteht also E' I ^ aus alien Mengen der Gestalt A'l-i-A^^ 

. . . + A'n, wo A'^ = A\^A \2 • • A\^eE^ 1 9)1; also ist nacb § 3, 2 

E'\^ der kleinste Ring iiber Wl 9k, d. h. E' 1 Sk, = {E' 1 9k),. 

32-3-2. Bei beliebigem E'^Eist (E' 1 9k)^ = E' 1 9k^ [E' 1 2k)i == E' 1 9ki. 

9k^ besteht aus alien Mengen der (Sestalt 5 wo .d„€9k; setzen wk 

n 

E'An=^Any SO besteht also jE7'19k^ aus alien Mengen der Gestalt 
wo A'^eE' 1 9k, also ist 1 9ki = (E' 1 9k)^ 

32-3-3. Ist 9k ein Bing, E' e 9ki, so ist {E' 1 9k)J == E' 1 9ki. 

Nacb 32-3.2 ist (E ' 1 9k)i = (J^' 1 9k)^ (i?' 1 9k)i = 1 9k^ jE?' 1 9)^ ; 

undda9ki g9k^9ki g9ki, also 1 9ki g E ' 1 9k^ 1 9ki, ist iS7' 1 9ki 

g (E' 1 9k)i . Bleibt zu zeigen: {E' 1 9k)i g iS?' 1 9kl , d. h. aus e (jE?' 1 9k)i 
folgt .dej&'19kJ. Sei also .4 e (j®' 1 9k)i; dann ist Jle(J^'19k)^ und 
A€(E' I 9k)i, also nacb 32-3-2: -4 e E' 1 9k^ und AeE^ I 9ki; es ist also: 
A = E' P = E'Q, wo PeW-, Qe^ii da nacb 3-5*1 9ki ein Ring, folgt aus 

£ 9ki, Q 6 9ki auch E' 0 £ 9ki, d. b. £ 9ki; wegen -4 = E' P ist 41 g P; 
da .4 £ 9ki, PeWPy gibt es nacb 32-1-1 ein P £ 9kJ, so daB A Q B ^ P; 
dann ist auch A = E' A ^E' B ^E' P ^ A, also A ^ E' B, d. b. 
^eP'19ki, w, z. b. w. 

32-3-4. 1st 9k ein Bing, E' a 9 k 2 . £o ist (P' 1 9k)* == P' 1 9k*. 

Wir setzen, wenn wieder 9^ den kleinsten Ring uber 9J bedeutet: 
( 2 R 1 + = f)ft, ((jg?' 1 3K)i 4 . (E' 1 9k)i), = W. Da nacb 82-3.2: {E' 1 9k)i 
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+ 1 2^1 - , ist == {E' 1 + SKJ ), , 

also nach 82-3*l: 9i' = j&'19^. Naoh 81-6-12 ist daher (^' 1 9Ji)* = SR'J 
da nach § 31 (1): SJ ?2 == (2^^^ + 9Ki)i , ist wegen 

E'e ^2 E'e^ii also ist nach 32*3*8: {^' 1 SOi)* = ^'1 9flJ, also 

nach 81*6.12 : (E' 1 2K)* = jE7' 1 i0l*. 

Wir haben die Satze dieser Nummer als „Erweiterungssatze“ bezeichnet, 
weil z. B. in 32.8*2 die Aussage enthalten ist: Ist As (E' 1 SDl)^, so ist 
A = E' P mit P € 911^, d. h. A kann durch BKnzufiigung nicht zu E^ 
gehoriger Elemente zu einer Menge aus 911^ erweitert werden. 

4. ErweiternngssStze fiir Funktionen. Sei © ein System von Funk- 
tionen auf E und E' £ E, Das System der auf E^ eingeschrankten (§ 25, 4 ) 
Funktionen E' If {fs S) bezeichnen wir mit E' 1 ©. Ist © autark, so auch 
E' 1 ©, Qffenbar gilt : 

i (E' 1 ©) = E' 1 i (©) , (©) , 

(4) - _ - - 

(E' 1 ©) = E' 1 5 ( ©) , 5 (!?' 1 ©) = E' 1 ^ ( ©) . 

32*4.1. Ist {m, ♦) {bzw. a: = © (♦, 9k) , bzw7% = @ (3k, 9?)) , 

so ist E'1%Q(B (E'lWt,*) {bzw, E'l%^<B(*,E'im), bzw,Wl% 
S©(i7'19k, E'lSk)). 

Dies folgt ohne weiteres aus (4); man beachte dabei, daB im Falle 

a == © (9k, Sk) wegen ® (E'l %) = E'im,^ (E' 1 a) ==^'1 !k die Existenz 

des Systems ©(E'l 9k, E'l 5k) aus 80*2*22 folgt. 

32*4«11. Ist 2k ein a-System und a = © (9k, *) (bzw. a = © (♦, 9k)) , so 

ist E'l%=^S {E' 1 9k, ♦) (bzw. E' la = © (♦, jE7' 1 9k)) . 

Wegen 82*4*1 ist nur zu zeigen: © (E' 1 9k , *) Q E' 1 a, d. h.: ist 

9)6 ©(E'l 2k,’t‘), so ist auch <psE'l%, Sei also 9 ) e © (E' 1 9k, ♦) ; fur jedes 

3^6 ^ ist dann [ 9 ? (i) > 3 ^] e E' 1 2 k, also [ 9 ? (i) >y]= E' My, wo My e 9 k. 

Wir setzen nun = S , wo r alle rationalen Zahlen > y durchlauft: 
r>V 

dann gibt es nach 80*1*4 eine Funktion / auf E, so daB [/ (dt) >y]^Gy; 
da Mr 6^ und 9k ein o-System, ist auch Gy s 9k, also fe © (9k, *) = a . 
Setzen wir E'l/ = 9 >, so ist [ 9 ^ (i^) > 3 ^] = E' [/ (f ) > 3 ^] = E' 

== E' Mr == S [ 9 ? {£) > r], also nach 80*1*2 : [y [ft) > y] = (i) > y] ; 

nach 80*1*8 ist somit (p = y) = E' If , und da f war, ist tpeE' 1%, 
w. z. b. w. 

32*4*12. Ist das System a = © (3k, ♦) {bzw. a = © (♦, 9k)) a^dark, und 
istE — E'eM,soistE'l%^ <S(E'19k,*) {bzw.E'lZ= ©(♦,E'19k)) . 

Wegen 82*4*1 ist auch hier nur zu zeigen: ist 9 ) e © (E' 1 9k, ♦) , so ist 
auch 9 )eE'ia, Sei also 9 ? e © (E^ 2 k, ♦) . Sei 9k' das System der 
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Komplemente der Mengen von 501 bzgl. j&; da 501 nach 80*8*4 ein Ring, ist 
auch 501' ein Ring, und wegen — E' £ 501 ist jS7' e 50i'. Wir definieren eine 
Funktion h auf E durch: 

(4*1) h = <p auf E', A = + oo auf E — E'; 

furjedes 2 /< +ooistdann [A(:^) ^y] = [(p{(^) ^ y];wegeTL<pe (B(E' IWl,*) 
ist [ 9 ? (:f ) > 2 /] £ 1 501 , also [99 {£) ^y]sE^\ 501', also auch [h {£) ^ y] 

£ jS?' 1 SOI', und mithin, da E' e SOI' und 501' ein Ring: \h (:c) ^ y]e SOi', also 
\h (:f ) > y] £ SOI ; da nach 80-8-4 auch h [{^) > + 00 ] = ^ £ SOI, ist ^£ © (501,*) 
= % , und da <p =E^ Ih, ist 99 £ 1 ^ , w. z. b. w. 

32*4«13. 1st das System (SOI, Wj vdllig autark, und ist E -- E^ , 

so ist E' 1% = ^ {E' im , E' 1^) . 

Wegen 82-4*l ist auch bier nur zu zeigen: ist 99 £ {E' 1 501, 1 2J), so 

ist auch 99 £ j©' 1 3 ;. Wir definieren wieder h durch (4*1) und g durch : gr = 99 
auf E', g = — 00 auf E — E'. Wie beim Beweise von 82-4-12 gezeigt, ist 
^£@(501,*), und analog zeigt man: g s ^ nach 81*2>511 ist also 

ge%i,h6 und da gr ^h, gibt es nach 82*2*11 emfs%, so daB g ^h. 
Da auf j&': ^ = A = 99 , ist nun 99 = ^' 1/, also 99 £ ^' 1 w. z. b. w. 

Sei speziell E ein metrischer Raum, und sei 501 = Sfi das System der in 
E offenen Mengen; dann ist (§ 30, 2 ) ^ © (SOI, Sli) das System der stetigen 

Funktionen auf E und j&' 1 50i = ^' 1 21 das System der in E' offenen 
Mengen, also © (E' 1 SOi, £?' 1 2i) das System der stetigen Funktionen auf E\ 
und die Voraussetzung E — i?' £ 501 5R besagt : E' ist abgeschlossen in E. 
Wahrend nun die Formel 1 ^ g © (J?' 1 50^, 1 2i) von 82*4'1 nur die 

triviale Tatsache ausdrtickt, daB, wenn / stetig auf E, die Funktion E^ If 
stetig auf E' ist, so entnehmen wir aus 82*4*18: 

32*4*131» 1st E ein Tnetriscker Raum und E' abgeschlossen in E, so gibt es 
zu jeder stetigen FunMion <p auf E' eine stetige Funktion f auf E, so dafi 
q> = E'\f, 

Fur ein beliebiges Funktionensystem % auf E gelten die Satze: 

32*4*2. 1st % avimk und E' g E, so ist {E' 1 ^ E' 1%^, {E' 1 %)i 

Setzen wir Qi (3!^) = SOI , so ist nach 81*2>51 ^^ = © (SOl^, *) ; nach 
8 * 4*1 ist SOl^ ein a-System, also nach 82*4*11 JE?' 1 2)^ = © (jE 7' 1 SOi^, *) ; 
und somit nach 82*8*2 j&' 1 2^^ = © ((J^' 1 501)^, *) ; nun ist nach (4) : 
^ (E' 1 2 :) = 1 SOI, also nach 81.2.51 © {{E' 1 2R)\ ♦) = (E' 1 Z)\ d. h. 

E'l%^ = (W 1 2:)^. 

32*4*21. E' ^E, so ist Wl%\^ (E' 1 %)\ . 

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. 
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32«4-211. 1st % avtarh E' e% {%)i g (%)i , so ist = {E' 1 %)l . 

Nach 81<8«41 ist, wenn @ (%) = 2R , (5J (%) = gesetzt wird : %\ == 
nach 81-8-2 ist %\ voUig autark; aus 5 ($)i tJ (S;)i folgt 
nach 8M-4 E-- E'eW-^lt^i nach 82*4-13 ist also E' fjJ =© (^' 1 gRi, 
E' 1 gji) , somit nach 32.8.2: 1 = S {{E' 1 m)\ (E' 1 iR)i) ; da aber 

nach (4): i (^7' 1 S:) = JS?' 1 SIR , (^' 1 X) = JS7' 1 iR , ist naoh 81.8.41 

e ((E' r3R)i , (E' 1 iR)i) = {E' 1 a)I, und ^ haben: E' 1 Si = (JB7' 1 %)\ . 
32.4-22. Ist E' S E, so ist E'IZ*Q (E' 1 %)*, 

Dies folgt nmnittelbar aus den Definitionen. 

32-4-221. Ist 3^ aviarh, sind £ und E^ 1 % additiv, und ist E' e 
@ (%)^ i (a:) 2 , so ist E'\%*=^ (E' 1 %)\ 

Nach 8I.4.8 haben wir, wenn gf ($) = $, ^ (^) = O gesetzt wird: 
%*=: C®); nach 81.4.11 ist %* voUig autark; aus e Gf ($>2 (S)2 

folgt nach 81.1.4 E-^E'e $2^2. g2.4.18 ist also W\%* = @(^'1 

durch zweimalige Anwendung von 82.8.2 erhalt man: 

= (E' 1 $)2 E' 1 £12 =^JS7' 1 £1)2, also 1 S* = © {(E' 1 $)2, (W 1 £l)2) ; 
nach (4) ist E'l^=^§{E'l%), E'1D.=:^ {E' 1 %), also nach 8I.4.8: 
© {{E' 1 $)2, {E' 1 £1)2) = (E' 1 3:)*, und wi7 haben ^'13:* = {E' 1 3:)*. 

Literatur; F. Hausdorff, Mengenlehre S. 244. Satz 82*4*131 wmde zuerst 
bewiesen von H. Tietze, J. f. Math. 145 (1914) S. 9. 

5. Treppenfunktionen. Als Treppenfunktion bezeichnen wir eine 
Funktion auf E, die nur endlich viele verschiedene, durchw^ endliche 
Werte annimmt. 

32 . 54 . /5^/l£gR,i7fiaR w^id3:-©(gR,*) {oder%=(B (♦,2R)) so gibt 

es in % zu jedem fs% eine gleichmdpig gegen f Jconvergierende Folge von 
Treppenfunktionen, 

Sei fn = — n auf [/ (x) ^ — n], fn^n auf [/ (d) > n], fn = ~ auf 

[ < / (it) ^ fur — n^ <i ^ Dann ist /„ eine Treppen- 
funktion und ((/„)) konvergiert gleichmafiig gegen /. Bleibt zu zeigen^ 
daB e d. h. daB [/„ (x) > y] s SR fur alle y s Fiir y < — n ist 
Ifn {^) > E, also {/„ {iB) > y] e SR nach Voraussetzung; f ur y n 
ist [/„ {x)'> y\= A, also wieder [/„ {£) > y] s SR nach Voraussetzung; 

fur (-»*<» ^«*) ist [/„(^)>y]= [/(^)>!^]. 

also wieder [/„ {£) > y] e 3R. 



§ 32. Einschiebiings* und Erweiteningssatze. 


257 


Fur ein beliebiges Funktionensystem % auf E gelten die Satze: 

32-5*2« 1st % autarky so gibt es in (bzw, in %) zu jedem fe%^ (bzw, zu 
jedem feXj) eine gleichmapig gegen f konvergierende Edge von Treppen- 
funktionen. 

Isfc @ (%) = 9K, so ist nach 81*2*51 ♦), und nach $0*8-3 ist 

Ae^y Ee^y also auch AeW^y E eW?- • Die Behauptung folgt also aus 
82.5-1, 

32*5*3. 1st % vdllig autarky und gibt ea ein Mengensgstem SOI, so dap 
® (£) = SOi^, ^ (%) = SD'li, so gibt es in%zu jedem f s% eine gleicJmdpig 
gegen f konvergierende Folge von Treppenfunktionen. 

Sei SR der kleinste Ring iiber 2R; da nach 80-3-8 SOl^ ein Ring, ist 
S01S9l£S01^ also 2RigSRi also wegen 8M-2 S[Ri = SRi; ebenso 

ist soil = Sfti, also auch SOiJ ==SRi. Ist a <6, so ist [f(x)>a] 2 [f{^) ^ ^]; 
und da [/(cg)>a]eS0iM=0l^), [/(«) ^ 6] e S0ii(==SRi), gibt es nach 82.M 
ein ^ e SOii (== SRj) , so daB [f(d!) ^ 6] G A g [/{:6) > a]. Es gibt also ein 

^leSBli.sodaB [/(;«) o£fenbarist.4i+i£4<. 

Sei /„ = - auf A— Ai., fur — n® < » < n®, /» = — » a«f E—A_^,^i, 
n 

/„ = n auf ; dann ist /„ eine Treppenfunktion und ((/„)) konvergiert 
gleichmaBig gegen/. Bleibt nur zu zeigen, daB/,62^. Aus ^ (2^) = SOii folgt, 
wenn SR das System der Komplemente der Mengen von SK bedeutet, durch 
Komplementbildung : ® (2^) = ; nach 81«8-411 ist also X = © (9R^, SR^) ; 

um zu zeigen, daB/jsS, geniigt es also, zu zeigen: fiir jedes ye i?i ist 
[fn (^) > y] e » [fn (^) < y] e • Nun ist jede Menge [/„ (:^) > y] 
und jede Menge [/„ {dc) ^ y] eine der Mengen Ai , oder = A , oder = E , 
gehort also (bei Beaohtung von 80»3*8) zu 3Ri; wegen SOiJ S SOi^, HRj £ 3Ri 
ist also [/„ {dc) > y] e SOi^ [/„ (dc) ^ y] s SKi , und durch Komplement- 
bildung: [/„ (dc) < y] e SR^ . 

32«5*31e 1st 2^ avtark und additiv, so gibt es in %* zu jedem fe%* eine 
gleichmapig , gegen f konvergierefide Fcdge von TreppenfuMionen. 

Wir setzen fj (2) = $ , fj (2) = Cl , @ (2) = 9R . Nach 81*4*8 ist 
& (2*) = = (^)^; da nach 80*2*1 2R g also nach 81*1*2 2R^ g (SPY 

= (SPi)^ ist hierin nach 81*1*8 f (gyii + ^^)i, und wir haben: 

(5) ®(2*)-(mi + SPY. 

Nach 81*4*8 ist auch @ (2*) = Cl^ = (Cli)^ also durch tJbergang zu den 
Komplementen ^ (2*) = (9iR^)i; da nach 80*2*1 SP QSlRi, also SPi £ (31ii)i 
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= SKi £ ist hierin nach 8W.3 (SW^)j = (3Ri -f- ^)j, und -srir 

haben: 

(5-1) 5 (%*) = (W- + . 

Da nach 81>4*11 2* y6llig autark ist, folgt wegen (6), (5-1) die Behauptung 
aus B2*5*8« 

32*5*4* Ist % atUarJc, addUiv v/nA symrnetriscJit so gibt es zu jeder Treppen- 
funktion feX* ein ge%^ und ein h s so dap f=zg-\-h, 

Wir setzen @ = SOI, g (^) = g (3:) = $ . Seien Cj , Cg , . . 

die endlich vielen Werte, die/amiimmt, und sei = [/ {^) = cj. Ist dann 
1 / < <^1 < 2/" und sind y', y" hinlanglich wenig versohieden von , so 
ist A^=[f{x)'>y'].[f{d)<y'^]\ nach 31*4.3 ist [f (^) > y'] e 
If (^) < y"] € und da nach SO^S-S und S-o-l $2 Ring, ist Ai e $2, 
also ^1 = 5 Ain mit Ai^s % ; und da ^ nach SO-B-S und 3.6.1 ein Eing, 

kann nach 3.6-2 angenommen werden Wir def inieren nun g 

undAdurch: ^ + 71, A = — %auf — (wo^io =-^)- Bann 

ist g + k=f, Jede Menge [g {£) ^ y] ist Summe endlich vieler Ai^ , also 
[9 (^) ^ > und durch Bhergang zu denKomplementen [g {^) > y] e ; 

also ist ge%^ nach 31.2.61. Ebenso ist jede Menge \h (£) ^ y] Summe 
endhch vieler A^^, also [h (x) ^y]s iPj, also [A (:6) <y]eflJP- und somit 

hsZi^ 

Literatur zuSatz a2>6*81: Ch. J. de la Vall6e-Poussin, Int^grales deLebes- 
gue, fonctions d’ensembles, classes de Baire, Paris 1916, S. 118; zu Satz 32*6*4: 
W. Sierpihski, Fund. math. 2 (1921) S. 37. 

§ 33. Die Borelsehen Mengen. 

1. Die Borelsehen Mengen fiber Wl, Wir legen wieder als Bereich eine 
beliebige Menge F zugrunde und bezeichnen mit 30^ ein System von Teilen 
von U. Wir haben in § 31, 1 mit hzw, 291^ die Mengensysteme bzw. 
3)^5 bezeichnet, und definieren nun fur jede Ordinalzahl f > 1 durch In- 
duktion die Mengensysteme und vermoge der Formelni 

(I) 3 Kf = ( s (ar + 2R,))1. SKj = ( s (aR” + a»„))i. 

» 7 <s v<i ' ' 

Die Mengen aus aR«+aR{ heiBen die Borelsehen Mengen f-ter Ord- 
nung fiber 3)1. Die Definition (1) besagt also: Ist 31 das System der Borel- 
schen Mengen fiber aR von kleinerer als f-ter Ordnnng (f >1), so ist 
aR* = W, aRf = 31j. 

38-1-1. Fur f < I' ist aR« £ aR«', aR« g aRf,. aRj £ aR-'', aRe £ aRf,. 
Dies folgt unmittelbar aus {!). 
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33'1*11* Ist f eine isoUerte Zahl ';> 1, so ist: 

(1-1) s + m,) = + 9)1. 1 ; 

n<$ 

ist f eine Grenzzahl, so ist: 

(Ml) s (w + a)i„) = s w ^ s 

»?<5 ri<$ V<t ^ 

Dies folgt unmittelbar aus 33* 1*1. 

334-2- Fiirjedes ^:^list (W)^ = (9K|)i = 2Ji^. 

Dies folgt aus (1) wegen 31-1-2. 

33-l*21. Fur jedes f 1 

= (5K^ + 9Rf)i = {3Kj)i; 9Rj^i= (2Rf + aR^)! = (2R«K. 
Wegen (1) nnd (l-l) ist 9R*''^= (3R^ + 3Rj)^; hierin ist nach (1) und 
88.1.1: aR« = ( S (SR” + aR,))i g msf. also ist nach 31.1.8: (SR* + aR.)^ 
= (aRff . 

33-l*22. Fiir jedes f > 1 ist: 

W=^{ S m„)K m.^(S 

n<^ n<k 

Dies folgt aus 33-1.1, 33*1-11 und 33*1*21. 

33*1*3. Fur jedes f ^ 1 isi sowofil als ein pc-System. 

Dies folgt aus (1) und 31*5»3. 

33*l-4. 1st 3K ein Ring, so ist filr jedes | ^ 1 auch 9)1^ und 9)1$ ein Ring, 
Wir beweisen dies durch transfinite Induktion nach 7*4-12. Fiir f = 1 
ist die Behauptung richtig nach 3*5*1. Angenommen die Behauptung sei 
richtig fiir alle ?7 < |. Ist dann | isoliert , so sind nach Annahme 9}H"^ und 
9)i$_i Binge, also nach 88*1*21 und 8*5*1 auch 9)i* und 9)i$. Sei sodann f 
Grenzzahl; wegen (1) und 3*5*1 geniigt es nachzuweisen, daB dann das 

System 9i == S (9)1’' -{- 9)l„) ein Ring ist. Sei also .4 e 9J, B e 9i ; wir haben 
n<5 

zu zeigen, daB dann auch A A B e^fl. Wegen Ae^, B e 91 gibt 

es ein rf <.i und ein rj" so daB A a + 9)1^/, B a W‘''+ 9)1,//; 
da f Grenzzahl, gibt es ein ?; < f , so daB ri'>rf,ri'> rf ' ; nach 83*1*1 ist 
A a 9)1’', B a W’, also, da nach Annahme 9)^ ein Bing, auch A + Bs WP, 
A BaW’; also ist auch A B a^, A B s^ft, 'w. z, b. w. 

33*l*4dl* Ist 9)1 ein Ring und f Qremzahl, so ist das System (1*11) ein Ring. 
Der Beweis wurde soeben gefuhrt. 

Bezeichnet (o^ die Anfangszahl der Zahlklasse (§ 8, 3), so setzen wir 
unter Beachtung von (Ml): 

1) Hieraus folgt insbesondere: SK® = (9]^i)^, 9)ia = (SK^)ir “i tJbereinstimnmng 
mit § 31, 4. 
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(1-2) Wj,= s (sr+aR,)= s w= s m.. 

T)<o>i 

33*1*5* Bei beliebigem 90^ ist ein a-System und ein d-System, und 
mithin ein Ring, 

Sei .4^ e 50^5, also e (rjn < <%)• 8*4*1 gibt es ein ?; < coj, , so 

daB alle r)n<rjj nach 38* 1*1 ist dann A^eW Wl,j fur alle n; nack 33«1»2 
folgt daraus: S A^sW, D Ane^„, also auch DA^eWln, 

n n n n 

d. k. SJljp ist ein a-System und ein d-System. 

334*51. Fur I o)i 

Nach 33*1*5 und 31*1.1 ist (90^^)^ = = Wlj$, also nach (1) und 

(1-2) : aR"‘ = Von hier aus beweist man die Behauptung durch 

transfinite Induktion naoh 7*4:«12. 

Es kommen also die Borelschen Mengen aller Ordnungen iiber 91i bereits 
unter den Borelschen Mengen von kleinerer als coi-ter Ordnung vor, d. h. 
W.S ist das System aller Borelschen Mengen iiber 911; wir nennen es: das 
Borelsche System fiber 9R. 

33*1*52* 9R^ ist das kleinste System vber 9 }i, das sowohl ein a-System als 
auch ein b-System ist, 

Wegen 33*1*5 ist nur zu zeigen: Ist 9i 3 9)i, und ist 9i sowohl a-System 
als d-System (d. h. nach 31-14: 9^^ — = 9^), so ist 9R^ gSlJ, d. h 

£91, £9i fur alle Wir zeigen dies durch transfinite Induktion. 

Die Behauptung ist richtig ffir f = 1, denn aus 9}l£9fe folgt 9Jl^£91i = 91 
und ebenso 911i £ 91 . Angenommen, sie sei richtig fur alle ?/ < f , d. h. 
911’^ £91, 911^ £91 ffir 72 < f ; dann ist S {W + 9)1,) £ 91 , also 9)1^ = 

( S (9Jl’ + 9»,))^ £91^ = 91, somit £91, und ebenso 9)1. £91. 

■* 

Nach 38* 1*5 und 33* 1*52 ist 9)15 auch das kleinste System fiber 9)1, 
das sowohl ein <r-Ring als auch ein d-Ring ist. 

334*521. Es ist ( 9 ) 15)5 = 2 JI 5 . 

Denn da 9)15 nach 38*1«5 sowohl ein o- als ein d-System ist, ist 9)15 das 
kleinste System fiber 9)15 , das sowohl ein <7- als ein d- System ist, also ist 
nach 33.1*52 . 

33*1*6. 1st 91 £ 9)1^ und 911 £ 91i, so gilt fur alle endlichen n : 

(3R + . (SK + . 

(2R+SK),„ = 2R,„. 

Fur n = 1 gUt nach SM-S: (SW + 9i)i = SKi, (SK + Daher 

ist (SW + 91)* = ((2» + miY = = 91* und ebenso (9K + 91), = Sffi,. 

Daher ist weiter (SK + 9i)* = (( 3 R + IR),)! == (SK,)* = 9W® , und ebenso 
(att+9l)a=9i3 usf. 
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33*1*61. 1st und SQl £ 9 ^ 1 , so giU fur | ^ o : 

m + = 501 ^ == m+ = %• 

Wegen B3*l«l und 83*1»6 folgt aus (1*11) fiir f = co: 

S (9)^ +91)” = S (SR +0i)„ = S?0l” == SaRn == = S9in, 

n n n n n n 

somit nach 88*1*22 ; 

(9R+9l)“’-aR"'-5R“, {9R+5R)^ = 9R«,=9i,. 

Von da aus beweist man die Behauptung durch transfinite Induktion. 

33*1*7. Ist 91 das System der Komplemente der M&ngen aus 9R zu E, so ist 
9J^ das System der Komjilemente der Menken aus 9R^ zu E. 

Fiir f = 1 ist die Behauptung richtig nach 81*1*4; von da aus beweist 
man sie durch transfinite Induktion. 

33*1*71. GiU neben M sWl auch E — M so ist 9Rf das System der 
Komplemente der Mengen aus 9R* zu E, 

Dies folgt aus 88-1-7 fur 9R = 91. 

Literatur: fi. Borel, Lemons sur la th^rie des fonctions (Paris 1898) S. 46; 
F. Hausdorff, Mengenlehre S. 82. 

2. Ambige Borelsche 3Iengeii. In Analogie zur Definition von 9Rj 
(§ 31, 5) setzen wir nun 9R| = 9R^ . 9R^. Die Mengen aus ?[R| heiBen die 
ambigen Borelschen Mengen f-ter Ordnung liber 9R. 

33-2-1. Fiir f < r ist + 9 R 5 g 9 r|;, 9r| s 9r|; . 

Dies folgt unmittelbar aus 88* 1*1. 

33-2*11. Fiir jedes S I ist (2R|)i = W, (9R|)i = 9R^ . 

Dies folgt wegen (1) aus 81*5*5, indem man dort 9R ersetzt durch 

s 

»7<f 

33-2-12. Ist i Grenzzahl so ist S S + 9RJ . 

fi<$ n<i 

Dies folgt aus der Definition von 9RJ nach 88*2*1. 
a3-2-13. la i GrewszcM, so ist mi=(S 2R')} . 

* f3<€ ^ 

Nach 88*2*12 ist: 

( s TOi =( s + s (wi” + aR,))i= sk«. 9 R 4 = 504. 

33-2-2. Fiir Jedes f ^ 1 isi 9R| ein ju-System. 

Dies folgt wegen 81*5*2 aus 88*1*8. 

33*2*3. 1st 9R ein Bing, so ist fiir jedes f ^ 1 auch 9R| ein Bing. 

Dies folgt aus 88*1*4. 

33*2*4. 1st 9R ein Bing, so ist fur jedes £ = (9R|)*. 
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Nach 33-2.3 ist ein Ring, also nach 31*6*1 (iIIK|)* = (3Dl|)2; 

hierin ist nach 83-2.11 (9R|)® = ((9W|)i)i = (9Rf)i = und ebenso 

(aR|)2=9Kf^i: also ist = 50l|:i. 

33*2*5. 1st iOi ein Korper, so ist fiir jedes f ^ 1 auch 5[yi| ein Korper. 

Fiir f = 1 ist die Behauptung richtig nach 31-5-11. Angenommen, sie 
sei richtig, fiir alle 7 ] < 1st dann i isoliert, so ist nach Annahme 
ein Korper, also nach 33-2-4 und 31*3*21 auch 3K|. Sei sodann f eine Grenz- 
zahl; wegen 33*2*13 und 31*5*11 genugt es, nachzuweisen, daB dann das 
System 9^=5 W’ ein Korper ist. Da nach 33*2*12 und 33*1*41 ein 

Ring ist, ist nur zu zeigen: aus A s^lt und B s Sfi^folgt A — B Wegen 
As^, Bs'Ht gibt es ein ?/ < f und ein rj" so daB A s , B a ; 

ist etwa 77" ^ ?/, so ist A a W ,'/, , B a , also, da nach Annahme 
ein Korper, auch A — B a , also auch A — B a^ , w. z. b. w. 

33*2*51. Ist ein Kipper, so ist fiir jedes ^ 1 avch S ein Korper. 

Der Beweis wurde soeben gefiihrt. 

33*2*6. 1st ^ ein Korper, so ist der kleinste a-Korper iiber iDl. 

Nach (1*2) und 38-2-12 ist S also ist nach 33*2*51 ein 

V<tOi 

Korper. Und da nach 3*6*1 jeder cr-Kdrper auch ein ^-System ist, folgt aus 
38*1*52, daB der kleinste or-Korper iiber 301 ist. 

Man erhalt also zu einem beliebigen Mengensysteme 3111 den kleinsten 
cr-Korper iiber 3K, indem man zunaohst den kleinsten Korper 30*1* iiber 30^, 
und dann (3D*i*)j5 bildet. 

33*2*61. Damit 3!}ijj der kleinste a-Korper iiber SUl sei, ist notwendig 
und hinreichend, dafi axis AsSlJl, folge A — Re 30*1 jj. 

Notwendig: Dies folgt aus 30^ Hinreichend: Ist 3D*i;t 

kleinste Korper iiber 3Dli, so geniigt es, zu zeigen, daB 30*1* £ SIJijj , denn 
aus 9)1 folgt: iOijj also wegen 33*1*521: 

(30*^*)^== 30*^^, und, wie wir eben sahen, ist (30*^^ der kleinste o-Korper 
iiber 30*i. Nach §3,3 ist jede Menge aus 9}i* Summe endlich vieler 
Mengen der Gestalt: G = Ag . . . A,„ {E — B^) {E — Rg) • • • (-^ — ^n) » 
wo A,s30*i, Rje30*? (i = 1, 2 , . . m; j — 1,2, . . n) und m>0. Nach 
83*1*5 genugt es also zu zeigen: Nun kann man schreiben: 

C = (A^ — Ri) (Ai — - Rg) . . . (Aj — R„) A2 . . . A^ . Nach Voraussetzung 
ist hierin A^ — B^a (j = 1,2, . , n) ; wegen A^e S0*ijg {i— 1,2, . , . , m) 
ist also nach 33*1*5 auch GeSKjj, w. 2. b. w. 

33*2*7. Gilt neben M a^ auch E — M a^, und ist A e 30*1^ (bzw. A a 30*l|), 
so ist, damit A a 30*l| sei, notxoemdig und hinreichend, da^ auch E — A a 30*1^ 
{bzw. E — A a 30l|) sei. 

Dies folgt aus 33*1*71. 
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Wir setzen nun = SJi* und definieren fur f > 1 duroh Induktion: 

= ( S da fur f < offenbar Q ist fiir isolierte 

v<^ 

$>l: Wir setzen femer 3K^ = S . 

V<o>i 

33*2*8* ist das kleinste X-System uber 9k. 

Sei = Lim .4„ und e 9k^ , also A^ e (rjn < oh) 5 

n 

gibt es ein f < coj , so daB alle rj^ < f ; dann ist .4 £ ( S also 

A <a)i) , also Ae'SIlj^; aus A=IAmAn, A^s^^s* 

n 

A e Slk^* , d. h. 9k ist ein A-System. Sei sodann 91 ein A-System iiber 
9k; dann ist 9k^^^ £9i; angenommen, es sei 9k^^^ £fk ftir ?7 < f , so ist 
auch S 9k^'^^ £!k , also, weil 5k ein A-System, aucb ( S 9k^’^V = £ 5k; 

f}<$ r]<$ 

naoh 7*4*12 ist also 9k^^^ S9i fur alle also 9k^ £5k; also ist 9k^ das 
kleinste A-System iiber 9k. 

33*2*81* Fur ist gk<^i = 9k3. . 

Nach Definition ist 9k^®*^ = ( S 9k^'^^)* = (9k also, da nach 33*2*8 

ri<a>t 

9k^ ein A-Sysfem: 9k^"^^ = 9k^. Von hier aus schlieBt man weiter 
durch transfinite Induktion. 

33*2*9- 1st 9k ein Ring, so ist 9k^^^ — 5Jk|;j;J . 

Die Behauptung ist nach 81*6*1 richtig fiir f = 1 . Angenommen, sie 
sei richtig fiir alle rj ist dann f iso lie rt, so ist 9k^^“^^ = 9k| , also 
9k^^^ = (9k^^"'^^)* = (9k|)* = 88*2*4; ist hingegen | Grenzzahl, 

so ist 9k<^>=(S 9k<’5)*; hierin ist nach 88-2.12 S 9k<’'> = S 9k2ti 

= S 9k2= S (W‘ +9k„), also nach 88-1-41 ein Bing; also nach 81-6-8 

17<I ^ V<^ 

und 88.2.18 2R«> = ( S * = ( S SKJ)* = (( S SK’)i)* = (aJH)» , also 

rj<^ n<S n<^ 

nach 88-2-4 wieder 9k^^^ = 9k|;|;J . 

33*2*91* 1st 9k ein Ring, so ist 9k^ = 9kjB . 

Denn nach 88*2-9 ist 9k^ = S = S 9k^+i = S 9k^ , also 

J7<a>x V<o>i ' 

nach 88*2.12 2R^ = S (501’’ + SIR,) = SIR^ - 

Literatur: Der Begriff der ambigen Borelschen Menge stammt von Ch. J. de la 
ValUe-Poussin, Int^grales de Lebesgue, fonctions d’ensemble, classes de Baire, 
S. 135. ZuSatz 88-2-61: W. Sierpihski, Ann, soo. math. Pol. 6 (1927) S. 60. 

3. Einschiebung, Erweiterung. In Verallgemeinerung der Einschie- 
bungssatze von § 32, 1 beweisen wir: 

33»3*1* 1st gk einRing, B £ 9k^, (7 e 9k^ und BQ€,so gibt €« ein A e 9k| , 
sodafi BQA£a 
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Nach 33*2*8 ist ein Ring und nach 33«2«2 ein /^-System ; nach 83*2*11 
ist (9K|)^ = die Behauptung folgt also aus 32«1«11. 

33-3-2- Ist E' g E, so ist (E' 1 = E'l (E' 1 m)^ ^E' I 

Die Behauptung ist richtig fiir f = 1 nach 32*8-2. Angenommen, sie sei 
richtig fur alle rj < Si dann ist unter Benutzung von 82«3*2 E' 1 
=E'l{ S 5^(2Dl’'+2)fJ,))i=( S (E'lWP +E'im^)Y, 

also nach Annahme : 1 = ( S ((E* 1 + {El' 1 d. h. E' 1 

= (£'iaR)«. 

33*3-3. Ist 2Jl ein Bing, E' so ist {E' 1 !0l)| ~ 1 aR| . 

Der Beweis ist, unter Benifung auf 33«3-2 und 33*3*1, voUig analog dem 
von 32*3«3. 

4. Die Borelschen Mengen eines metrischen Ranmes. Sei nun 
insbesondere E ein metrischer Raum, das System der in E abgeschlos- 
senen, ^ das System der in E offenen Mengen. Wir bezeichnen dann die 
Borelschen Mengen uber fj (5J als die Borelschen Mengen in E, die 
Mengen aus und als die Borelschen Mengen f-ter 

Ordnung in E, die Mengen aus (fj + (5J)| als die ambigen Borelschen 
Mengen f-ter Ordnung in E. Wir setzen noch (fur f ^ 1): 

(4) = +^),; 

(4-1) SB| = 58. . 

Da die Mengen A und E zu% und @ gehdren, so auch (fur jedes f ) zu 
S8^ 58|. 

Die Mengen aus 58^ (bzw. 95^ , 58|) bezeichnen wir auch als ©^-Mengen 
(bzw*. ©^-Mengen, ©|-Mengen). 

334-1. Fur jedes endliche n'^1 gilt (wenn , So ~ S gesetzt 

rvird): 

582«-1 _ @a«-l „ 0,2.-* ^ ^ 

58*« = ^2n = ^2»-l ^ ^ 

Da nach 10«1*2 ist auch — — usf.; und da nach 

10-2-2 Si ~ fy , ist auch , fjg = usf. Da nach 10«7-41 (3 g 

S ^ ®i » lolgt nun die Behauptung aus 38*1«6« 

334-11. Far S ^co i^ = ==z gf, ©^ = (SJ^ = . 

Fur f ist (§ 6, 3) 1 + f = f ; die Behauptung folgt also wegen 
10*7*41 aus 38«1*61. 

Es ist also ©^ das System der offenen, ©^ das der abgeschlossenen Mengen 
des Raumes E, ©^ das System der F^, ©g das der usf. ; ©J besteht aus den 
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Mengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind (also, wenn E zusammen- 
hangend, nur aus den Mengen A und E), ist das System der Mengen, 
die zugleich und Gq sind usf . 

33*4*2. Es ist Sf das System der Kcmplemente der Mengen aus zu E, 
Da die abgeschlossenen Mengen die Komplemente der offenen sind, ist 
neben -3/ e + © auch E — M e% + und die Behauptung folgt aus 
33*1*71. 

33*4*21. 1st -4 a ©I , ao auch E — A, 

Dies folgt aus 38»4*2. 

Aus 83*1*1 und 88«2«1 entnehmen wir, daB fur ^ 

(4-2) S« + a3f£S8*', + SB- + S, g SSf, . SB;:gS8|;. 

Aus 88*1*11, 88*2-12 entnehmen wir: fur jede Grenzzahl f ist: 

(4-21) S + SBJ = S S = 5 

v<i r}<s ^ 

Aus 88*1*2, 88*1*21, 88*2*11 entnehmen wir: 

(4-3) (SBf)! = S8« . (SBf), = SBf . (SB^i = SB^^i . (Sf)^ = 33^^^ . 

und fur | > 1 : 

(4-31) {»|)^=S8^ (a3|)i = S5,. 

33*4*3. Fur jedes f 1 sind , i8| fi-Systeme, 

riir f > 1 folgt dies aus 88*1*3, 88*2*2. Fiir ^ = 1 ist = G) , und 
wegen = auch (5J, d. h. ist ein ^a-System; analog auch iSj, 
und somit auch 33^. 

33*4*31. Fiir jedes ist souohl 35^ oZa 35^ und, wenn^ Grenzzahl ist, 
auch das System (4-21) ein Ring, 

Dies folgt, da nach 10*1*21 und 10*2*21 sowohl ^ als GJ ein Ring, wegen 
88*1*4, 88*1*41 aus 88*4*1, 88*4*11. 

33*4*32. Fur jedes | ^ 1 isi 33| und , wenn f Grenzzahl ist, auch das System 
(4-21) ein Kor'per, 

Nach 88*4*81 ist 35| = 33* 33^ ein Ring; und da wegen E s%(^ auch 
E € 33|> folgt die Behauptung nach 8*8*1 aus 88*4*21. 

In Erganzung zu (4) erkennen wir nun: 

33*4*33. Bedeutet 91 den Icleinsten Ring uher ^ + ® * so ist (fiir f ^ 1) : 
33'^^‘=9l^ 33i^,*-3i^, = 

W^en (4) geniigt es, zu zeigen: (?5+^)^ = 9i^, (fj + GJ)^ ~9l^. Da 
nach 88*4*81 (fJ + GJ)^ — ein Ring, ist fj + ® ^91 g(g4- G^)^, also 
auch (fJ + ®)^g9iiC{(f5 + @)i)i, also nach 81*1*2: (f5 + @)i = gii. 
Ebenso zeigt man : (fj + GJ)i = . Von da aus beweist man die Be- 

hauptung durch transfinite Induktion. 
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1 st f > 1 , so konnen wir schreiben | = 1 + 77 ^ 1 ) , imd erhalten aus 

83>2>4: = SR’+J; also gOt fur f>l: 

(4-32) (S5|)* = S5|:i- 

Setzen wir (unter Berufung auf (4'21)) : 

(44) S8b= S (i8-> + »,)= S 33”= S S8,= S iSJ. 

»?<Oi n<a>i V«Oi 

SO ist (bei Beachtting von 8S-4-11): 

(4*41) 93^ = ®+ ms = = 

und aus 33*1«51 entnekmen wir : 

(4-42) asf = S 85 = S 8 | = S 8 j 5 fflr f S <Ui . 

was auch so ausgesprocben warden kann: 

334*4. ist das System alter Bordschen Merigen in E, 

334*41. ist das kleinste System, das cdle in E ahgeschlossenen (oder 
offenen) Mengen enthdlt, und sowohl ein a- als ein d-System ist, 

Wegen (4*41) folgt dies aus 38‘1*52. 

33*4*42. ist der kleinste a-Kor'per, der alle in E ahgeschlossenen {oder 
offenen) Mengen enthdlt. 

Der Beweis ist (unter Berufung auf 83<4.32) analog dem von 38*2.6. 
33*4*43. ist das kleinste l-System, das alle in E ahgeschlossenen {oder 
offenen) Mengen enthdlt*. 

Dies folgt wegen (4-41) aus 33* 2*91 und 33- 2 * 8 . 

33*4*5. Jede ahzdhlbare Menge A ^E ist eine ^^-Menge. 

Denn jede abzahlbare Punktmenge ist ein 

33*4*51. Jst( "^3 und A {bzw. A 4^ S8|), so ist, wenn A', A^' 
abzdhlhar, auch (4 — 4') + 4"e {hzw. s 58^, hzw. s 95|). 

Nach 33*4*o ist 4'fi 58^ 4" e 58®, somit nach 33.4.2 (F— 4') e , also 
nacb (4*2) 4" e 58^, F — 4'e 58^ also, wenn 4 e 58^, nach 33.4*31 auch 
(4 - 40 +4" == 4 (F — A') + A^'eSb^. 

33*4*6. 1st ^ 2, F e 58|, (7 e 58^ und B , so gibt es ein A e 5B|, 

so dafi B ^A . 

Wegen | ^ 2 hat | die Gestalt f ~ 1 + »?, also ist nach 83.4.33: 58^ = 

58^ = 5B| = und die Behauptung folgt aus 83.3.1. 

Wir nennen zwei Mengen M, M' S|-trennbar, wenn es zwei fremde 
Mengen 4 e 5B| , 4' e 58| gibt, so dafi Jf £ 4, if' ^ 4'. Wegen 88.4.21 ist 
'diesgleichbedeutendmit: e8gibtein4e sodaB if ^4, Jf' gF— 4. 
Die Mengen M-^, M^, . . , , heiBen 58|.trennbar, wenn es disjunkte 
Mengen 4^ e 95| gibt, so daB Mi g Ai (t = 1, 2, , . n) . 
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33*4*61. J e zwei fremde ^ ^-Mengen B , B' 2) aind ^6^^4rennbar, 

Nach 83*4:*2 ist E — B' b 58* ; wegen B ^E — B' gibt es nach. 33«4*0 
ein .4 fi 58| , so dafi B g ^ g ^ dann ist jB g ^ , B' QE — A. 

334-611. Sind B^, B^, . , B^ fremde ^-Mengen (f ^ 2) , bo sind sie 
"iS^-trennhar, 

Nach 3S*4*61 gibt es zwei fremde S5|-Mengen Ai^, A^i, sodaB Bi 
Bj g A^i . Bezeiohnen wir mit A^ den Durchschnitt der n — 1 Mengen 
^i 7 > U = 1, 2, . . n,j 4= i ) , so sind die Mengen Ai {i = 1, 2> . . n) dis- 
junkt, es ist B^ g A^ und nach 33«4-32 ist e 58| . 

Wir werden in Nr. 8 ein Beispiel fremder 58^-Mengen angeben, die nicht 
58|-trennbar sind. 

Nennen wir zwei Mengen M, M' S5^-trennbar (bzw. 58^-trennbar)., 
wenn es zwei fremde Mengen u4 e 58^ , e 58^ (bzw. .4 e 58^ , A' s 58^) gibt, 
so daB Jf g , M' g A', so folgt aus 33*4*61, daB (fiir f ^ 2) die Begriffe 
„58|-trennbar“ und „58|-trennbar*' gleichbedeutend sind. Hingegen liefert 
jedes Paar fremder, nicht 93|“trennbarer 58^-Mengen ein Beispiel 58^-trenn- 
barer, aber nicht 58|-trennbarer Mengen. Wegen einer spateren Anwendung 
f iihren wir den Satz an : 

33*4:*62. Ist Be B' a so sind B — B' und B' — B ^^4rennbar. 

Sei zunachst f = 1, also B und B' abgeschlossen; dann ist {B — B')® 
^B^ = B, also {B — B')^ (B' — B)=^A, und ebenso ( J5' — B)^(B — B') 
— A\ B — B' und B'—B sind also abgesondert, und die Behauptimg folgt aus 
14.2.4. — Sei sodann f 2 ; nach (4-31) ist B =Z) B„, B'=^DB'^ mit B„e 58|, 

5j,eS|, wobei nach. 8*2*U angenommen werden kann^B^ 2 -^n = -^+i- 
Wir setzen A=S{B„ .A'=S (B'„ B„.^- B„) (5, ==B'^ = Ey, 

n n 

nach 33.4.32 ist B ^ — B' £5B|, also nach (4-31) : ^4 e 58^ , ebenso u4'£ 58^; 
offenbar ist A A' ^ A; bleibt nur zu zeigen, daB B — B' g .4 , B' -- B 
g.<4'. Ist be B — B', so ist be B^ fiir alle n, und es gibt ein n*, so 
daB b e B' * _ ^ , b^e B^* ; dann ist 6 s also be A; also 

ist B — B' g u4 ; ebenso zeigt man, daB B' — B g A', 

Ist es erforderlich, den bei Bildungder Systems 58^, 58^, 58|, zugrunde 
gelegten Raum E in Evidenz zu setzen, so schreiben wir ausfuhrlicher 
58f(B), 58^(B), 58|(B), ^^{E). 

33-4-7. Ist W g B, i^ {W) = B' 1 83^ (B), 58| (B') = B' 1 58^ (B), 
58^ (B') = B' 1 95^ (B). 

Fur ^ = 1 reduziert sich die Behauptung auf 10-8-1. Sei also f > 1, 
d. h. f = 1 + ^ ; bezeichnet bzw. das S3rstem der in B abgeschlossenen 
bzw. offenen Mengen, fj' bzw. QJ' das System der in B' abgeschlossenen 
bzw. offenen Mengen, so ist 93^ (B) = (fj + 93^'^’’ (B') = (5' + 
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nach 10-8*1 ist + @' = -2?' 1 0 + (3J) , die Behauptung folgt also fur 
f > 1 aus 83*3«2. 

334-71. und E' e (E) , so ist ^ (E') = jE?' 1 S| {E) . 

Wir setzen wieder f = 1 + und bezeichnen mit das System der 
in E, bzTT. in j&' abgesehlossenen, mit QJ' das System der in E, bzw. 
in E' offenen Mengen, femer mit SR, den kleinsten Ring iiber + @, 
bzrw. Tiber ; dann ist nach 324-1: SR' = j&M SR; nach 83-4«38 ist: 

S8f {E) = , S8| {E) = SR^ , SB| (JS?0 == {E' 1 SR) J ; also folgt die Behauptung 

aus 88*3*3. 

33-472. 1st A ^E^ ^E und {E) (bzw. AeS8^ (E), Ae^df (E)» 

As (^)) » ^0 o>uch ^ e 58^ (E') {bzw. AeSd^ (E') , ^ e SB| {E')* 
AsS6s{E')). 

Dies folgt uninittelbar aus 88>4>7. 

334>73. Ist A QE'^E und ^e!B«(£'). E'e^^E) {bzw. As^i(E') , 
E's Sf (E ) , bzw. A e S8| {E ') , E^e (E) , bzw. As ® ^ (^0 , E' (E )) , 
so ist avjch AsS&^ (E) {bzw. AeSd^ (E), bzw. .4 s S| (E), bzw. AeS&jg {E)). 

Nach 834»7 ist A =^E' A' mit A' s 8^ {E) ; da auch E' e 8^ {E) und 8^ (E) 
nach 33«4«31 ein Ring, ist auch -4 a 8^ (E) . 

Literatur: Wie zu Nr. 1; femer W, Sierpiiiski, Fund. math. 10 (1927) S. 320. 
Die Satze 884*31, 88*4*611, 83*4*62 stammen vonN. Lusin, Le 9 ons sur les en- 
sembles analytiques (Paris 1930) S. 66ff., Fund. math. 16 (1930) S. 66. 

5. Absolnt Borelsche Mengen. 1st A Q E^ QE und ist A eine Borel- 
sche Menge in E, so ist nach 33«4«72 A auch eine Borelsche Menge in E'; 
selbstverstandlich kaim aber A eine Borelsche Menge in E' sein, ohne eine 
Borelsche Menge in zu sein; z. B. ist E' stets eine Borelsche Menge in E', 
nicht aber notwendigerweise auch in E. Hingegen gilt: 

33-5-1. 1st E' vdlstdndig, A ^E', A ^E und 4 e 8| (E') (f 1), bzw. 
-4 e 8^ {E') (f ^ 2), bzw. 4 e 8| (E*) ^ 2), bzw. 4 e 8^ (E*), so ist auch 

4 e 8f (E), bzw. 4 e 8^ {E), bzw. ^ e 8| {E), bzw. A s 8^ (E). 

Sei 4L fi 8^ (E') ^ 1) , bzw. 4 s 8^ (E') (f ^ 2). Nach 184-6 gibt es einen 

vollstandigen Raum E^E; nach 88-4-72 genugt es zu zeigen: Aef8^(E), 
bzw. 4 e 8^ (E ) ; wir konnen also von vomherein annehmen, E sei voUstandig. 
Die abgeschlossene Hiille von 4 in bzw. in E' bezeichnen wir mit 4®, 
bzw. mit A'; nach 18-4-71 sind 4® und A' isometrisch. Nach 88-4*72 ist 
A e 8|(-4'), bzw, 4 e 8^ (4'), also, da 4' und 4® isometrisch, auch A s 8^(4®), 
bzw. 4 e 8^(4®). Da 4® abgeschlossen in E, ist 4®s 8^ (E) f ur f ^ 1 , 
bzw. 4® £ 8^ (E) fur I ^ 2, daher nach 88*4-78: 4 g 8^ {E), bzw. 4 e 8^ (E), 
w. z, b. w. 
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1st also A eine Borelsche Menge, eine 58^-Menge (f ^ 1), eine S8^-Menge 
(f ^ 2), eine S3|-Menge (f ^ 2) in einem voUstandigen Raume so anch 
in jedem Raume E A \ wir nennen deshalb eine solche Menge eine ab- 
solut Borelsche Menge (bzw. eine absolute 39^-, 58|-Menge). 
Spezialfalle haben wir schon in § 18, 5 und § 19, 1 kennen gelernt. 

33*5*2. Ist B eine ahsolvi Borelsche Menge unA A eine Borelsche Menge 
in B, so ist auch A eine absolvi Borelsche Menge. 

Sei E ein voUstandiger Raum 2JB; dann ist B eine Borelsche Menge in E, 
also nach 38*4*73 auch A. 

Literatur: F. Hausdorff, Mengeniehre S. 179, 208. 

6. Abbildnng Borelscher Mengen. In Verallgemeinerung der Satze 
von § 23, 2 gilt : 

33*6*1. 1st P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B, uvd ist C 
eine ^^-Menge (bzw. eine S8^-, eine ^^-Menge) in B, so ist P~^ (C) eine 
^6^-Menge (bzw. eine eine Menge) in A. 

Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Nach 23*2*1 und 23«2*11 
ist die Behauptung richtig fur f = 1. Angenommen, sie gelte fur alle 7j<S; 
w zeigen, daB sie dann auch fur f gilt. Sei C a (B) ; dann ist 0 = D C7„ , 

n 

wo (?„ e aS”" (B) (Tjn < f) ; nach M-S ist P-^ {C) = D (P'l (C„)) ; da hierin 
nach Atmahme P'l (0.) s SB”" (4) , ist P-i (C) s SBj {A) . 

33*6-2. 1st Q eine homoomoftphe Abbildung von B auf A, und ist M eine 
Sd^-Menge (bzw. eine ^\-Menge) in B, so ist Q (M) eine ^^-Menge 

(bzw. eine 58^, eine Menge) in A. 

Da Q homoomorph, ist Q~’^ stetig; die Behauptung folgt also aus 83*6*1 
fiir P = Q~^. 

Satz 24«4-l besagt: Jede mit einer absoluten homoomorphe 

Menge ist eine absolute S8^-Mengen gilt ein solcher 

Satz nicht ; denn nach 24*4*8 ist z. B. die Menge aller irrationalen Punkte 
des , die ein absolutes , d. h. eine absolute 9S2-Menge, aber (§ 19, 2) 
kein im also keine absolute i8^-Menge ist, homoomorph einer 
voUstandigen Menge, die nach 1 8*5*2 eine absolute Si- Menge, also auch 
eine absolute S^-Menge ist. Wohl aber gilt: 

33*6*3* Fiir ist jede mit either absoluten (bzw. S^-, bzw. S|“) 

Menge A homdomorphe Menge S eine absolute (bzw. S^-, bzw. S|)- 
Menge. 

Nach Voraussetzung ist A€S6^(X), wo X voUstandig. Sei P eine ho- 
mdomorphe Abbildung von A auf B; nach 18*4*6 gibt es einen voll- 
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standigen Eaum Nach 24-8-1 erweitern wir P zu einer homoo- 

morphen Abbildung einer Youngschen Menge AX ^ A auf eine Youngsche 
Menge Bx 3^. Als absolute S8^-Menge ist A£^^(AX) ; somit ist nach 
88*6*2 Be f8((BX), Ala Youngsche Menge ist Bx eine absolute 
also also ist nach 83-4-73 auch BeS&^{Y), 

Wir kommen auf die Abbildung Borelsoher Mengen in § 42, 3 zuriick. 

7. Borelsche Mengen in Produktranmen. In Verallgemeinerung von 
20.4.1, 20.4.2 gilt: 

88-7.1- Ist Ae^^ XB<2)) {hzw, e e SB| , 

s Bji {E^^^ X , so gilt fiir jede Schicht : A^y'^ e 93^ {hzw. e , 

Die Behauptung ist richtig fur | = 1 nach 20.4.1. Angenommen, sie sei 
richtig fiir alle ri<^. Ist Ae^^ (E^^^xE^^^) , so ist A=SAn mit A^s 

X E^^^) (rjn < S) • N^un ist offenbar A^y^ = S A^^l , und da nach An- 
nahme A^^l e ©,^ , ist A^^^ e ©^ . 

In Verallgemeinerung von 20.2.18 gilt: 

33-7-2. Ist Aj £ ©^ {bzw. s ©^ , £ ©| , £ ©^ (E^^^)) urd 

A 2 e©f(B« 2 )) (bzw. e^8^{E^^^), e©|(B<2>), £©^(B<2))), £o ist A^xA.e 
®f (B<^>xB<2)) (bzw, £ ©I e Sf (E<^^xE^^), e ©^ (E^^^xE ^^)) . 

Die Behauptung ist richtig fiir f=l nach 20*2.11 (bzw. 20.2.1). Ange- 
nommen, sie sei richtig fiir alle rj<S. Ist £ ©f , Ag e ©^ , 
so ist = S A '„ , ^ = S A", wo A'„ e 85,/ , A" e 83,// . 

r[^ <|); nach 88.4-81 und 8-5-2 kann angenommen werden: A^ gA'^i, 
A^' £ A''^i . Bezeichnen wir mit die groBere der beiden Ordinalzahlen 
jj; , I?;.', so ist auch ?;„ < | und nach (4-2) : A'„ e 83,^ , A" s 95,„ 

nach Annahme ist dann A'„ X A" e 83, (E^^^ X E^^^) , und da dj X Ag 
= SA'„X A", ist A^xA^e 83« (E^^^ X E<^>) . 

n 

Umgekehrt gilt in Verallgemeinerung von 20-4-8: 

33-7-21. Ist A^XA^JA und ist Ay X dgS 83* X £?<*>) {b«w. 
£ ©. X B<2)), e ®| X e 33^ X , 50 ist A^ e ©f 
(622^. £ ©^. (B^^>) , £ ©f (B<i)) , £ ©^ (B^i))) Ag £ ©5 (B<2)) (6z2(;, £ ©, (B<2)) , 

£©|(B<2))^ £©^(B<2>)). 

Wir setzen A^ X A 2 == A; fiir jedes ysA^ ist dann A^^^ = A^, und fiir 
jedes a;£ A^ ist*A^J^ = A^^ Die Behauptung folgt also aus 88.7-1. 

33* 7*3. SiTid Aj uTud Ag absolut Borelsche Mengen, so ist avjch A^ x Ag 
eine absolvt Borelsche Menge, 
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Sei ein voUstandiger Raum 2 voUstandiger Raum 

2 A 2 ; dann ist nach 20*2*7 E^^'^ X E^“^ ein voUstandiger Raum 2 -^1 X A 2 , 
und nach 88*7*2 ist A^ X A 2 e 58^ X E ^“^) . 

8. Universalmeiigeii. In den folgenden Erorterungen spielt eine wich- 
tige RoUe der Raum Bq (§ 9, 3), dessen Punkte a die Folgen {(k^)) nattir- 
licher Zahlen sind. Wir bezeichnen mit Aj ^:^ Menge aUer solchen 
Folgen, die mit den Gliedem . • -^k^ begiimen; aus der Ab^tands- 

definition § 9 (3*4) folgt augenblicklich : ist ae Aj^ j.^ • • • 

so ist auch of z ; also ist Aj ^^ eine offene Menge des Bq ; 

ebenso sieht man, daB Bq — , , .jt offen im Bq ist; also ist Aj.^ it, . . . 

sowohl offen als abgeschlossen im Bq, d. h,: 

( 8 ) 

Wir beweisen den Hilfssatz: 

33*8*1* Es gibt eim Folge eindeutiger stetiger Abbildungen P„ (71 = 1, 
2, . . .) des Bq auf sick selbst, so dap zti jeder Folge von PunJcten e Bq 
[ n = 1,2,...) ein xe Bq mit (x) = a;„ (w = 1, 2, . . ,) gehort. 

In der Tat, man hat nur, wenn x die Folge ^ , I 2 » • • •, > • • • natiirlicher 

Zahlen ist, unter (x) zu verstehen die Folge k^, k^ , k^ , . . unter Pg (a;) 
die Folge Ajg , , ^lo > • • • , aUgemein unter P„ (a;) die Folge .gn-i , ^ 3 . 2 n-i , 

ifcg.gn-i , . . . Dann ist die Abbildung P„ (x) des Bq auf sich selbst stetig, 

denn nach der Abstandsdefinition § 9 (3*4) ist P„ (z)P„ (of) < ~ , wenn 

33*8*2. Ist E ein sejHzrabler Baum, so gibt es eine in E X Bq offene [bzw. 
abgeschlossene) Menge G, unter deren Schickten {as Bq) alle in E offenen 
(bzw. abgeschiossenen) Mengen vorkommen. 

Es gibt ein abzahlbares ausgezeichnetes System in E offener Mengen 
(§ 13, 1); wir fiigen ihm die leere Menge hinzu und bezeichnen das so 
entstehende System mit Hj, Pg * • • • • • Wir setzen • • • *„ 

= Pi X At j, i ; nach 20*2*11 ist ^ ... * offen in P X Po5 
auch die Mengen (t„ = und G = S offen in 

fcjji:,,. .. ,Ar^ « 

E X Bq. 1st nun a ein beliebiger Punlct des Bq, etwa a = ((kl)), so ist 
a e Ajg* i* . . . fiir jedes n, und fur jedes von (k\, k*o, . . . , Ar*) verschiedene 
Ti-tupel (1^ , feg , . . . , ist a ^ fi A^ •••*»» Schicht 0^^^ von 

G (§ 20, 4) gegeben durch: G^^^ = S Hi*; da es nach 18-1-1 zu jeder in E 

n 
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offenen Menge H eine Folge ((h])) natiirlicher Zahlen gibt, so dafi 
H = S Hi;*, ist die Behauptung fiir die offenen Mengen bewiesen; fiir die 

n 

abgeschlossenen Mengen folgt sie durch Komplementbildung. 

33*8*21. 1st ein separabler Baum, ein Youngscher Baum, 
dessen insichdichter Kern 3 A ist, so gibt es eine in E^^^ x qffene 
(bzw, abgeschlossene) Menge G, unter deren Schichten (6 e E^“^) alle in 
E^^^ offenen (bzw, abgeschlossenen) Mengen vorkommen, 

Nach 19*2*1 gibt es in E^^^ ein dyadisches Diskontinuum ; nach 24*2*41 
gibt es also eine Menge B g E^“\ die homoomorph dem B^ ist. Bei einer homoo- 
morphen Abbildung P des B^ anf B gehen nach 24*1*2 die Mengen 
des i?Q. liber in Mengen , die inB offen sind; dann ist B^^ 

= B, wo offen in E^-\ Sei wieder H^, , 

Hje , . . . ein Mengensystem, das aus einem abzahlbaren ausgezeichneten 
Systeme in E^^^ offener Mengen durch Hinzufiigung der leeren Menge 
entsteht; wir setzen: Gu . . . t = B* X = S Gk i- . . . * , 

G = SGJ^\ dann ist G offen in E^^\ und fiir jedes fteB ist, wenn 

n 

b bei der homoomorphen Abbildung P das Bild des Punktes a = ((^*)) des 
Bq ist: G^^'^ = S Ejc* . Nun folgt die Behauptung wie bei 88*8*2. 

n 

33*8*3. Ist E ein separabler Baum und ^ <coi, so gibt es eine ^^-Menge 
(bzw. eine SQ^-Menge\ G in E X Bq, unter deren Schichten (a e Bq) alle 
^d^-Mengen (bzw. alle ^^-Mengen) in E vorkommen. 

Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Nach 83-8*2 gilt die Be- 
hauptung fiir 1 = 1; wir nehmen an, sie gelte fiir alle rj und zeigen, 
dafi sie dann aueh fiir f gilt. Nach Annahme gibt es fiir jedes ?; < { eine 
Menge G^j 6 (B X Bq) Menge €f^e^,j(E X Bq), unter deren 

Schichten hzw. alle SS’^-Mengen, bzw. alle S,j-Mengen in B 

vorkommen. Da es nur abzaJblbar viele rj <,S gibt, konnen die Mengen 
(V <S) ^ ©kie Folge K^, K^, . . . , By , ... geordnet werden; 
bilden wir eine neue Folge , M^ , . . , . . . , indem wir setzen : 
Jfi = Afg = Mg = . . . = Bj , Jfg = Afg = Afig = . . . = Bg , allgemem 

Afi 2^-1 = Afgg*'-! = -Mg gv-i = = By, so kommt jede Menge G^ 

und jede Menge G'^ (>^ < f ) in der Folge ((MA) unendlich oft vor. Wir be- 
trachten nun die in 88-8-1 eingefiihrten Abbildungen P^ (n = 1, 2 . . .) 
des Bq auf sich selbst; ordnen wir dem Punkte (a;, y)eE X Bq (wo xeE , 
y e Bo) den Punkt {x, P„ (y)) zu, so entsteht eine stetige Abbildung von 

E X Bq auf sich selbst. Da Af„ e S (B X Bq) + (B X Bq)) , ist 

n<S 

nach 88*6*1 auch (Af„) e S (33*^ (B X Bo) + (B X Bq)) ; setzen wir 
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G = S Q~^ (M^), so ist demnach G (E y. B^) . Sei nun N eine beliebige 
S^-Menge in E, also N = S N^, wo N^s (E) + S8„. (E) {rj^ < f) . Zufolge 

i ‘ 

der Wahl der Mengen G^ und gibt es also in der Folge ((E^)) ein Glied 
und ein y^eB^, so dafi ; da die Menge E^, unendlich oft in der Folge 

((if„)) vorkommt, gibt es eine waolisende Indizesfolge ((nf)), so daB N^ 
= . Da e $8'' (E) (E) fiir jedes rf, kommt unter den Schichten 

jeder Menge und jeder Menge G' auch die leere Menge vor; zu jeder 
Menge gibt es also ein z^b B^y so daB es gibt also im B^ 

eine Punktfolge ((^n))* so daB fiir n = (i = 1, 2, . . .), und 

‘w 

= A fiir alle anderen n. Zufolge der Wahl der Abbildungen P„ gibt 
es aber ein aeBQ, so daB (a) (n = 1, 2, . . .); dann ist 

= Nj fiir n = (^ = 1, 2, . . .) und = A fiir alle anderen n; 

also ist G^^^= SNi = N, womit die Behauptung fiir die SS^-Mengen bewiesen 

i 

ist; fur die S9j-Mengen folgt sie dann nach 88-4*2 durch Komplementbildung. 

83 - 8 - 31 . Ist E^^^ ein separabler Baum, E^“^ ein Youngscher Baum, dessen 
insididichter Eern 3) A ist, so gibt es, wenn | < eine ^^-Menge {bzw. eine 
Sd^-Menge) G in E^^^ x E^“\ unter deren Schichten (6 e E^^^) alle 
Mengen (bzw. alle ^t-Mengen) in E^^^ vorkommen. 

Nach 38*8*21 gilt die Behauptung fiir f = 1 ; wir nehmen also f 2 an. 
Nach 19*2*1 gibt es in ein dyadisches Diskontinuum C, also auch ein 
reduziertes dyadisches Diskontinuum B (§ 24, 2) ; nach 24*2*4 ist B ein Gg, 
also BeSd^(E^)', nach 38*7*2 ist somit E^^'^ X Bs^^(E^^^ X Nach 

24*2*41 gibt es eine homoomorphe Abbildung P des Bq auf B \ ordnen wir 
jedem Punkte (x, y) s E^^'^ x Bq (wo x s E^^\ y e Bq) den Punkt (x,P {y}) zu, 
so entsteht eine homoomorphe Abbildung Q von E^^^ x Bq auf x B. 
Nach 33*8*8 gibt es eine Menge H (E^^^ X Bq) , unter deren Schichten 
aUe S8j-Mengen in E^^^ vorkommen; setzen wir G^Q (H) , so kommen 
unter den Schichten (beB) alle i8|-Mengen in E^^^ vor, und nach 
83*6*2 ist X B). Da BP^ X X ^ 

33*4*78 Gfi (E^^^ X Damit ist die Behauptung fiir die S8^-Mengen 

bewiesen, und fur die 58^-Mengen folgt sie durch Komplementbildung. 

33 * 84 . Es gibt keine ^yMenge Gin BqX Bq ^ 2) , unter deren Schick- 
ten G^^^ (a e Bq) alle ^dl-Mengen des Bq vorkommen. 

Sei G eine i8|-Menge in Pq X Pq* 1st P die Menge aller Punkte 
{x, y) s Po X Po (a:fi Po , yBBQ)mxt x = y, so ist P abgeschlossen, also eine 
■S9|-Menge in Pq X Pq ; also ist nach 33*4*32 auch P — Ge SS| (Bq X Bq) , also 
nach 83*4*72 auch P — G e §B| (P). Ordnen wir jedem Pjonkte (x, x)sF den 
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Punkt xsBq zu, so ist dies eine homoomorphe Abbildung P von F auf den 
Bq. Setzen wir P (F — 6?) = A, so ist also nach 33«6*2 A s SSf (Pq)* 
Definition von A sind die Anssagen aE A und (a, a) >^e(x aquivalent, die 
Aussage (a, d)^zG ist aber aquivalent mit a \ also ist A =t= 

d. b. A kommt nicht unter den Schichten von G vor. 

33*8*41. Fs gibt keine Borelsche Mervge G in Pq X Pq » deren Schichten 
G^J-^ (a £ Bq) alle BoreUchen Mengen dee Eq vorkommen. 

Dies folgt aus 33*8*4 fur f = coj. 

33*8*5. IstB ein se'parahler Baum, so gibt es, wenn ^ < coj, zwei ^ ^-Mengen 
Gi , G^ in F xBq vonfolgender Eigenschafi: zu je zwei ^d^-Mengen P^, B^ in E 
gibt es ein be Bq» so da^ die Schicht {Gj)f^ = B^ und die Schicht = P2 * 
Sei 2/e Po; ist y die Folge , A-g, . . . , . . . naturlicher Zablen, so ver- 

steben wir unter Pj (y) die Folge Ag , . . . , unter Pg (y) die Folge 

A2, A4 , Ag , . . . ; dann ist sowobl Pj ak Pg eine eindeutige stetige Abbildung. 
des Pq auf sicb selbst, und zu jedem Punktepaar £ Pq , 2^2 ^ -^0 ^ 

ysB^, so dafi y^ = P^ (y) , 2/2 == -1^2 M • Setzen wir fur alle (x, y) e 
FxBqI x! ^ X, y' = Pi (y) (bzw. xf = x, y'^ = P^ (y)} , so ist dadurcb 
eine eindeutige stetige Abbildung 0^ (bzw. von FxB^ auf sicb selbst 
gegeben. — Naob 38*8*3 gibt es eine S^-Menge (? in P X Pq , unter deren 
Scbichten alle iB^-Mengen in E vorkommen; wir setzen G^ = Ql^{G), 
G^^Ql^ {G) ; dann sind nacb 33*3*1 aucb G-^ und SB^-Mengen in P X Pq • 
Seien nun Pj, Pg 25^-Mengen in P; es gibt ein e Bq und ein h^eRQ, so 
daB Pi = G^y, Pg — femer gibt es ein ftsPo, so daB b^ — Pi{b)^ 
62 =; Pg (6) ; dann ist offenbar P^ = Pg = 

Sind Gi^O^dkt SB^-Mengen von 38*8*5, so gibt es nacb 33*4*62 zwei fremde 
8^-Mengen Aj , Ag in P X P^) , so daB ^2 £ Aj , <3^2 — C ^ . Setzen 
wir P = P^,, so befem die Mengen Aj, Ag ein Beispiel zweier fremder 
S^-Mengen, die nicbt iB|-trennbar sind. Angenommen nambcb, 
es gabe zwei fremde S|-Mengen Cl , Cgin PqXPq, so daB A^ gCj, Ag^Og: 
ist Pe 93| (Pq)> so ist aucb P0 — P e i8| (Po), also gibt es ein b s Bq, so daB 
W = W -=Fq^Bi w^en €, Cg ^2 

ist daim aucb = P; es kamen also alle SBf-Mengen des Po unter den 
Scbicbten von vor, was nacb 83*8*4 unmdglicb. 

9. ExistenzsStze. Wir sagen, die Menge A £ P sei genau eine 
Menge (bzw. 9B^-Menge) in P, wenn A g S3^ (P) und A ^^{F) (bzw. 
A £ \E) und A 9^ (P)) ; wir sagen, die Menge A £ P sei genau eine 

SB|-Menge in P, wenn A g SB| (P) und A g SB*^ (P) + 5B„ (P) fur alle 
< I . Wegen § 33 <4*4), (4*42) kann es eine Menge, die genau eine 
Oder i8|“, oder ^|*Meiige ist, nur fur ^ < tt>i geben. 
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33 * 9 * 1 . 1st ^ <. (Oi , 80 gibt es im Bq eine Menge, die genau eine ^^-Menge 
(hzw. ^^-Menge) ist. 

Nach 88*8-8 gibt es eine S5^-Menge <? in BqXBq , unter deren Schichten 
alle S5|-Mengen in Bq vorkommen. Sei F die Menge aller Punkte 
(x, y)eBQXBQ {xs Bq , yeB^) mit x = y\ dann ist FGs 33^ (Bq x Bq) , also 
auch FGe^^{F) , also F — GbS&^ (F) , Ordnen wir jedem Pnnkte (x, x)£F 
den Punkt xsBq zu, so ist dies eine homoomorphe Abbildung P von F auf 
den Bq; setzen wir P (J* — (?)== A, so ist also nach S8*6*2 A e 58^ (Bq), Urn 
zu zeigen, daB A genau eine SS^-Mengeim Bq, haben wir noch zu zeigen: 
A ^ (Bq). Nach Definition von A sind die Aussagen as A und 
(a, a) ^sG aqxdvalent ; die Aussage (a, a) >^£G ist aber Equivalent mit 
a'^sG^^^; es sind also die Aussagen aeA und a^eG^^^ Equivalent, es 
ist also fiir alle csBq, also A (Bq), w. z. b. w. 

Bezeichnen wir mit A^ die Menge aller Punkte des Bq , die dargestellt sind 
durch eine mit dem Gliede k^=^1c beginnende Folge ((h^)) naturHcher 
Zahlen, so kdnnen wir 88* 9-1 verscharfen zu: 

33 * 9 * 11 . Ist ^ < (Oi , so gibt es ein C Q Ajt , das gemu eine ^^-Menge 
(bzw. eine ^^-Mervge) im Bq ist, wdhrend A^-^ C genau eine "^^-Menge (bzw. 
eine ^^-Menge) im Bq ist. 

Ordnet man dem durch die Folge Jc^, Ic^, ... ,Jc^, ... dargestellten 
Punkte des Pq den durch die Folge h , k^, . . . , dargestellten 

Punkt des Bq zu, so erhalt man eine homoomorphe Abbildung P des Bq 
auf Afc. Nach 88*9*1 gibt es ein B ^Bq, das genau eine 33^-Menge im Bq 
ist; dann ist Pq — J? genau eine 33^-Menge im Bq . Setzen wir 0 = P (B), 
so ist Ajb — G = P (Bq — B) , also ist nach 88*6*2 C genau eine 58^-Menge 
in Ale, Ak-— C g^nau eine 3Sf*Menge in A* . Und da nach § 38 (8) : 
Aje £ (Bq), ist nach 88*4*78 C eine ®^-Menge im Bq , Aj;—C eine 33j- 

Menge im Pq- Ware nun C auch eine S^-Menge im Pq, so ware nach 
88-4*72 C auch eine 58^-Menge in A^. , was nicht der Fall ist ; also ist 0 
genau eine 99^-Menge im Bq, xmd ebenso A^. — O genau eine S^-Menge im Bq, 

33 - 9 * 2 . Ist ^ <coi, so gibt es im Bq eine Menge, die genau eine 33 |* 
Menge ist 

Die Behauptung ist trivial fxir f = 1, da z. B. der P^^ selbst eine 33i-Menge 
ist. Wir nehmen also f 2 an. Sei zunachst f eine isolierte Zahl, also 
4- 1. Nach 88*9*11 gibt es ein £ A^, das genau eine 98^ -Menge, 
und ein Ug S Ag , das genau eine i8|*«Menge im Pq ist, wahrend Aj — Ci 
genau eine 98^-Menge, Ag — genau eine 33^ -Menge im P^ ist. Setzen wir 
O = + Ujj , so ist Oe 33| (Po); ist f , also ^ f ♦, so kann nicht 

Us33,(Pi>) wegen AisSSilP^,) und C^^Aj^C 
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auch Cj € 58^ (i?o) » wahrend doch genau eine i8"*-Menge ist. Ebenso 
sieht man, daC C e W (Eq) fur?7<|. Sei sodann ^ eine Grenz- 
zahl, rjk<^ und lim 7]t; = Nach 89 * 9*11 gibt es ein Ci^Ajg, das genau 

eine S3''*-Menge im Eq ist, wahrend A^ — Cjc genau eine SB^^^-Menge ist. Wir 
setzen C — S C^; dann ist CsSd^ (Eq); wegen E^ — C = S (^;t — Q.) 

i k 

ist aber auch Eq-— {Eq), also Ce^8^ (Eq), also G e i8| (J?o). Ist ?; < f , 

so gibt es ein k, so daB rjk>rj; und da A^C ^0^, und G* ^ e (i?o) 
+ 58,, (Eq), ist auch G e 58*^ (Eq) 4- 58,, (i^o) ; also ist G genau eine 58|-Menge. 

33*9*3. 1st E ein Youngscher Eaum, dessen insichdickter Kem 3 A ist, 
und ist ^ <o>i, SO gibt es ein A QE , das genau eine 58^ (e^?^e 35^-, eine S8|-) 
Menge in E isL 

Die Behauptung ist richtig f iir | = 1 ; denn ist a ein Punkt des insich- 
dichten Kemes, so ist {a} genau eine 58i-Menge, E — {a} genau eine 58^- 
Menge in E, und E selbst ist genau eine SBj-Menge in E. Die Behauptung 
ist auch richtig fur f = 2; denn nach 19-2-1 gibt es ein dyadisches Diskon- 
tinuum C QE; da. nach 18*8*22 G separabel, gibt es einen abzahlbaren in G 
dichten Teil 31 ; nach 88*4:*5 ist ifcf g 58^ (E) und nach 19*2*2 ist 31 s S82(^), 
also ist 31 genau eine 58^-Menge, somit E — 31 genau eine SSg-Menge in 
E. Ist aeC — M und sind Oj, Ug, a„, ... abzahlbar viele Punkte 
aus 31 mit lim a,, = a, so ist die Menge K der Punkte genau eine 

^l-Menge in E\ denn als abzahlbare Menge ist Ke'^^{E)\ da ferner 
K^K^{E — {a}) und abgeschlossen, also nach 10*7*41 K^eS^A^), 
und da E — {a} of fen, ist Ks^^A^), also Ke^l{E)\ und da K weder 
abgeschlossen, noch offen ist und iL'--g58^(^). — Sei nun- 

mehr ^'^Z. Sei vie beim Beweise von 88*8*81 B ein reduziertes dyadisches 
Diskontinuum £ E und P eine homoomorphe Abbildung des Eq auf P. 
Nach 88*9*1, 88*9*2 gibt es ein if £ Pq , das genau eine 58^- (bz'w. 58|-, bzw. 
S3|-) Menge im Pq ist; nach 83*6*2 ist dann P{M) genau eine 58^- (bzw. 58^^-, 
bzw. »|-) Menge in B, und da Bs^A^), ist nach 88*4*78 und 38*4.72 P{M) 
auch genau eine (bzw. 58^-, bzw. ^|.) Menge in P. 

liiteratur: H. Lebesgue, Joum. de math- (6) 1 (1905) S. 208; C. Kuratowski, 
C. R. 176 (1923) S. 229; W. Sierpiiiski, Fund, math. 6 (1924) S.39; Fund, math, 14 
(1929) S. 82; C. R. Vars. 24 (1931) S. 57; O. Nikodym, Fund. math. 14 (1929) 
S. 145; F. Hausdorff, Mengenlehre S. 181; N. Lusin, Le^. s. 1. ensembles analy- 
tiques S. 129ff. 


§ 84. Die Bairesehen Funktionen. 

1. Die Bairesclien Funktionen uber (5. Sei wieder E beliebige 
Menge, B ein System von Funktionen auf E. In § 31, 2 haben wir die 
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Funktionensysteme und definiert; nun definieren wir fur jede Or- 
dinalzahl f > 1 durch Induktion die Funktionensysteme , S* vermoge 
der Formeln: 


( 1 ) 


e.* = ( s (S” + e„)Y , = ( s (3-> + s,))v 


Die Funktionen aus 3^ + 3s heiBen die Baireschen Funktionen 
f-ter Ordnung liber 3. Die Definition (1) besagt also: 1st 3: das System 
der Baireschen Funktionen iiber 3 von kleinerer als f-ter Ordnung (f > 1), 
so ist 3^ ~ 3:^, 3f = % • 

Fiir |< f' ist 3'" S , 3>‘ S 3^x , 3^- S 3^' , 3^ g 3^ . 

Dies folgt unmittelbar aus (1). 


34111- Ist f eine isolierte Zahl > I, so ist: 


(M) ($’ + s,) = sf-^ + Sf-x; 

ist f eine Grenzzahl, so ist: 

(Ml) s + s ©’>= s s,. 

»J<I f}<5 r!<$ 

Dies folgt unmittelbar aus 34*1*1, 

S4:-l-2. Ist 3 autark, so ist fiir jedes f ^ 1 auch 3^ und 3^ aiUark, 

Fiir f = 1 ist die Behauptung richtig nach Angenommen, sie sei 

richtig fur alle rj <^; wir haben zu zeigen, daB sie dann auch fiir | gilt. 
Sei zunlu^hst f isoliert. Wegen (1) und (1-1) ist dann = (S‘"^ + ; 

hierin ist nach (1) und 34*1*1 3^'^ =( S 4- 3,^))^ g 

31*2*3 ist also , da nach Annahme autark: 

(1-2) 3« = (3^'i 4- 3,.i)^ = , 

und nach 31*2*1 ist also auch 3^ autark. Sei sodann f Grenzzahl; um 
zu zeigen, daB 3^ und 3^ autark sind, geniigt es nach (1) und 31*2*1 nach- 
zuweisen, daB das System %= S (3’^4‘^r) autark ist; da nach An- 

n>$ * 

nahme 3^, 3,, fiir r] <.S autark sind, hat % offenbar die Eigenschaften 
la), 2a), 3a) eines autarken Systems (§ 30, 3); bleibt nur die Eigenschaft 4a) 
nachzuweisen. Sei also fie%, also 3*^' -f 3^^, 3*^ + 3,,, 

(^1 < f » ^2 < *» i Grenzzahl, gibt es ein so daB < i) < ^ , < ^ < f ; 

nach 34*1*1 ist /j e &, /2 e 3^ ; da nach Annahme 3^ autark, ist also auch 
Daax (/i,/ 2 )fi min (/j, /g) € also auch max {/j, f^)€%, min (/i, /gleS, 
w. z. b. w. 

34*1*21. Ist 3 autark und f GrmzzoM, so ist auch das System (1*1 1) 
avtarkn 

Der Beweis wurde soeben gefiihrt. 
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34*1*3* Bei azUarkem 0 ist fiir jedea f ^ 1^) : 

(gf-i = (0f + 8^)1 (0^)1; 0^.1 = (& + 

Dies ist gleichbedeutend mit (1*2). 

S4*l*31. Bei avtarkem 0 ist fiir jedes | > 1 : 

®f = ( S @,)1 . = ( S ©’)i . 

v<S 

Biea folgfc aus 84*1*1, 84*1-11, 34*1*8. 

344*32. Bei aviarkem 0 ist fur jedes f k 1 : 

1st I isoliert, also von der Gestalt f = 97 + 1 » folgt dies nach 81*2«21 aus 
84*l-8 und 34*1*2; ist | Grenzzahl, so folgt es nach 81* 2*21 aus (1) und 

84.1- 21. 

34*1*4. 1st 0 atUark, so ist fiir jedes | ^ 1 0^ unvd vollig aviark, 

Ist I isoliert, also von der Gestalt f + 1, folgt dies nach 81.2.6 aus 

84.1- 8 und 84-1.2; ist f Grenzzahl, so folgt es nach 81-2-6 aus (1) und 84-1-21. 
34*1*41* Isi 0 avtark und f QrermaMy so ist das System (1*11) additiv. 
Sei % das System (1-11), sei fsXyfzsX und +/2 definiert auf E; 

dann ist e 0*^S /2 e 0*^* {r}i< ^ , r} 2 < ist ^ die groBere der beiden 
Ordinalzahlen , 7/2 » ^ fi ^ /a - 84-1-4 

additiv : A 4-/2 s also wegen ^ f auch A + A « $• 

Wir setzen nun unter Beachtung von (1*11): 

(1-3) S (@’ + @,)= S ©”= S 

;7<a>i i7<«>i ’I<®i 

84*l-5. Bei heiiebigem 0 wf (6^)^ == ©5 , (©b)i = • 

Sei As 0 j 5, fn^fn^x, / = dann ist A8 0’'n + ©„^ (»?n<<Wi). 

n 

Nach 8-4.1 gibt es ein t; < , so daB aUe 7}n<.rj; nach 84-1-1 ist dann 
fnS + 0^ fiir aUe n, also fs (0’* + 0,^)^ = 0*^^^ ; w^en rj <(Oiisb auch 
ri + i <coi, also 0*^+^ Q 0^, also fe 0^. 

34*1*51. Furi^co^ ist 01 = 0^ = 0^. 

Nach 84-1-5 ist (0^)^ — (®j5)i = (1) (1'^) = ^a»i 

0j^> Von hier aus schlieBt man waiter durch transfinite Induktion. 
Es kommen also die Baireschen Funktionen aller Qrdnungen uber @ 
bereits unter den Baireschen Funktioi^n von kkinerer als cci-ter Qrdnung 
vor, d. h. 0^ ist das System aller Baireschen Funktionen uber @; wir 
nennen es: das Bairesche System uber ©. 

Hiezaas folgt msbesoikLere; 0* = (0^)^ ©a = (0^)i iu "Obereinstiiimiung 
mit S 81, 4. 
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34*1*52* 0^ ist das kleinste System % vber 0, fiir das gilt, 

Der Beweis ist analog dem von 88-1-52, 

Von einer Eigenschaft, die, wenn sie alien Funktionen {(/, )) einer konver- 
genten Funktionenfolge zukommt, auch deren Grenzfunktion zukommt, 
sagenwir:sie bleibt bei Grenzubergang erhalten. 

34*1*521. Kommt eine Eigenschaft alien Funktionen am 0 zu, und bleibt 
sie bei Grenzubergang erhalten, so kommt sie auch alien Funktionen aus 
zu. 

Denn ist % das System aller Funktionen, denen diese Eigenschaft zu- 
kommt, so ist = £; die Behauptung folgt also aus 84* 1-52. 

34*1*53. 1st 0 autark, so ist ©jg vbllig avtark. 

Dies folgt aus 84-1-51 und 84*1*4. 

34*1*6. Ist 0 symmetrisch, so ist fs gleichbedeutend mit — /« 0^* 

Dies ist naoh 81-2-7 richtig fiir f = 1, und folgt sodann fiir alle f durch 
transfinite Induktion. 

34*1*61. 1st 0 symmetrisch, so ist fiir jedes f ^ 1 auch & + 0^ sym- 
metrisch. 

Dies folgt unmittelbar aus 84-1-6. 

34*1*62. Ist © symmetrisch, so auch ©^ . 

Dies folgt unmittelbar aus 84*1*61. 

2. Ambige Bairesebe Funktionen. In Analogic zur Definition von ©J 
(§ 31, 3) setzen wir nun ©| = ©^ . ©I . Die Mengen aus ©| heifien die 
ambigen Baireschen Funktionen f-ter Ordnung fiber ©, oder, 
weim f eine isoiierte Zahl ^ 1 ist, auch die Baireschen Funktionen (f — l)-ter 
Klasse fiber @. 

34-2'l. Fur ^<£' ist & + ©{ S ©I £ ©f, ■ 

Dies folgt unmittelbar aus 84* 1*1. 

34*2*11. Ist i QrenzzaM, so ist S BE S {BP + ©«)• 

fi<e n<^ 

Dies folgt aus der Definition von ©J und 84*2* 1. 

34*2*12. Id i QrenzzaM, ao ist @1 = ( S ©2)];- 

n<^ 

Der Beweis ist analog dem von 88*2*18. 

34*2*2. 1st © autark, so ist fur jedes f 1 @| vdllig autark. 

Dies folgt aus 84*1*4. 

34*2*3. Ist © autark, so id fur jedes f ^ 1 : (0|)^ = 0^ > (S|)i == ©^. 

Wegen S {BP + 0,,) g ©| ist 0« = ( S (©^ -f 0^))^ £ (0|)^. Umge- 
kehrt ist w^en ©| g ©^ nach 84*1*32 (0|)^ g (@^)^ = . 
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34*2*31* 1st 3 aviark, so ist fiir jed^ | 1: (3|)* = 3|+i. 

Da nach 34-2*2 3| autark und additiv, ist nach 31-4-4 (0|)* == (3|)2(®|)^; 
hierin ist nach 34*2*3 und 84-l*8 (6|)2 = ((<S|)^)i = (3^)i == 6^+1 ; ebenso 
ist (S|)2= S'-'. 

34*2*4* 1st S symmeirisck, so ist fur jedes f ^ 1 auch S| symmetrisch. 


Dies folgt aus 84*1*0, 

Wir setzen nun = S* und definieren fiir f > 1 durch Induktion: 

= ( S da fur I < offenbar ^ , ist fur jedes isolierte 

n<^ 

f>l: = (3^^“'^)*. Wir setzen ferner: S^* = S 

n«oi 

34*2*5. S^ ist das kleinste System % uber 8, fiir das ist, 

Der Beweis ist analog dem von 88*2*8. 

34*2*31. Fiir ^ ist = Sjb*- 
Der Beweis ist analog dem von 88*2*81, 

34*2*6* 1st 8 autark und additiv, so ist = 8|tJ. 


Die Behauptung ist nach 31*4*4 richtig fiir f = 1. Angenommen, sie 
sei richtig fiir alle rj<^\ ist dann | isoliert, so ist 8^^“'^ = S|, also 
= (8|)* = S|+i nach 84*2*81; ist hingegen f Grenz- 
zahl, so ist 8^^^ = ( S 8^’^^)*; hierin ist nach 84*2*H: S 8^*^^= S 8Jt} 

ti<i *7<^ »i<^ * 

= S 8J= S (8’^ + 8„); dieses System ist nach 84*1*21, 84*1*41 autark 

rj<^ r]<i 

und additiv, also ist nach 81*4*5 und 84*2*12: 8^* = (( S ^ 

= (Si)*, also nach 84*2*81 wieder 8^^^ = ®|+i* 


34-2-61. Ist 8 autark und additiv, so ist Sjj* = Sjg . 
Deim nach 84*2*6 und 84*2*11 ist 85 * = S 8 ^’^^== 
= S (S'' + 8,) = 8^. 


n«oz. 


s ©’: j = s ^ 


n«oi 


Literature K. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899) S. 68. 


3. Bairesehe Funktionen und Borelsche Mengen. Sei ^ ein Funk- 
tionensystem auf E und seien ^|, Xjj, die in Nr. 1, 2 eingefiihrten 

Systeme Bairescher Funktionen iiber %, Wir setzen zur Abkurzung: 

(3) = @(3:5) = @5, 

dann gilt: 

34 * 3 * 1 . Ist % autark, so ist%^ ^ ^ ((^^, ♦) , == 8 (♦, * 

Nach 84*1*2 ist autark, nach 84*1*82 ist (3;^)^ , die Behauptung 

folgt also aus 81*2*512. 

34 * 3 * 11 * Ist $ autark, so == ds = (®i)i • 
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Nach 34*1*2 ist autark; nach 30*8*8 ist also ein Ring, und die Be- 
hauptung foigt aus 34*8*1 und 30*2*3, 

34-3-2. Ist % avtark und ^ {%) = 2R, @ {%) = § {%) = g (S) = G, 

50 ist fiir alle endlichen n: ~ ~ 

(3-1) gon-i 

{3-11) - r-", ©2« = = $2n.l> Sen - * 

Nach 31*2*0 ist also nach 84*3*11 §i = ^ 3^2 » 

ehenso = ^so ist (3’1) richtig fur n = 1. Nach 31*4*21 ist 
^2 ^ ^ £^2^ also nach 84*3*11 = $3, ^3== ^3*, also ist (3-il) 

richtig fiir n = 1, Aus fjg = ^3 erhalten wir durch Komplementbildung nach 
33*1*7: 05 (22) und da nach 34*1*2 autark, und %^=^{Xz)^» ist 

nach 31*2*0 05® = (9K®)^ — 30^®, also nach 34*3*11 5® — 3K4, und ebenso 
(5J3 = SP , ^3 = also ist (3-1) richtig fiir n = 2. Aus §3 =31^4 erhalten 

wir sodann durch Komplementbildung 05 (3^3) = , also nach 31*2*o 

@4 und nach 34*3*11 = $3, und ebenso: 054 = G^, 

1^4 = G5; also ist (3*11) richtig fiir n = 2. Indem man so weiter schheBt, 
beweist man die Behauptung. 

Aus 34*3*2 foigt wegen 34*1*1 : £ 9Ji® £ ^ . . . , ^ G® 

£ iJl® £ G^ S . . . ; also ist: 

(3*2) S = S2Jl"= S$“, S05„= SG". 

n n n n — n « 

34‘3'21. Ist 3 ; aviark und @ (S) = 2R . @ (S) = 9ii 3 (S) = ^ » 
(S) = Cl . fio ist fur allt f ^ m : 

@f = aR« = $«. @f = 9H = C:«. 

Nach (l)Tiiid (l-ll)ist3f = (Sa")^; nach 84«1>31 ist SS“ autark; nach 

n _ 

(3-2) ist ©(SS") = S2R" = S?g"; nach 81.2.5 ist also @" = (SaRY 

n n » __ n 

= (SaJV. also nach §33(1) und (Ml): @" = ar = a?“; ebenso ist 

It 

05o, = 3^" = G® ; die Behauptung ist also richtig fiir f = o) . Angenommen, sie 
gelte fiir alle der XJngleichung co ^ < | genugenden rj. Ist dann f iso- 

liert, so ist = 9^^"^ = G^“^, also nach 34*3*11 S^_i=9J^ = G^, 
also durch Komplementbildung und nach 81*2*5 

=sr (9^^)^ , und daher nach 33*1*2 05^ = = 2R* . Ist hingegen f 

Grenzzahl, so ist ( S XP)^‘t da nach Annahme fur 
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(0 <i,i8t zufolge (3*2) : ( S = S — S da nach 34*1-21 

_ n<^ 

S ^ autark, ist also nach 31*2*5 ( S 90^^)^ = ( S , also nach 

J7<f _ J?<l i7<‘f 

§ 33 (1) und (Ml): (3^ = 

31*3*22. I8t % autarky so ist (5)’"^ {bzw. das System der Komple- 
mente von (^^)i {bzu\ von bezuglich E. 

Dies folgt umuittelbar aus 84*3«2 und 34*3«21. 

31*3*23. Ist % autark und | Grenzzahl, so ist (^^ = { S , 

— »?<5 

Dies folgt bei Beachtung von (3-2) aus 84-3.21, 

31*3*3. Ist % autarky so ist Si:| = © , (3^^) . 

Setzen wir ® (2;) = 9^ , ^ (£) = 9^ , so ist nach 31*3*41 3:i = (S (90^^ , , 

und nach 31*2*5 ist 90^^ = <51 (3;^) = ebenso ; die Behauptung 

ist also richtig fiir | = 1 . Angenommen, sie sei richtig fur alle 7j<S • 1st 
dann f isoliert, so ist nach 34*2«31 nach 34.2-2 ist %lzl 

vollig autark; setzen wir also: = S, = S , so ist nach 

31-4*31: = 6 (5l^ S^}; nach Annahme ist %lZi = © , also 

<51 == , also ist S das System der Komplemente der Mengen von 

also das System der Komplemente der Mengen von , 

also nach 34-3-22 ebenso ist = (51^ , also = © ((51^, (51^). Ist f 

Grenzzahl, so ist nach 34-2*12 2;| = ( S nach 84-2-11 und 34*1*21 

T]<$ 

ist S autark; setzen wir also ® = <g(S = (3 { S SJ) , so ist 

V<S V<$ ^ — ij<± ^ 

nach 81*3*41 = ® (fti , S^) ; nach Annahme ist nun (51 (3;;^) = fur ?; < f , 
also S' = S also nach 84-8*28 = 01^, und ebenso = (51*; also 

i7<f_ 

ist 3:| = 0 m 

34-3-1. IstXautark und i {%) = 93l> (^ (3:) g (3:) = ^ , g (St) = £1, 
so 9K£ = 

Dies folgt wegen 88*1*51 aus 84*8*21 fiir | = coi. 

3^3*41- I^ X auUwrk, und® (X) = Wt,^(X)^n» so istX^^® 

Nach 84*1*51 ist Xb == 3^ = == , also nach 84*8-1 und 84*8-8: 

Xb= S ♦) (S (♦ , @ ((g®* ^ ^ und die Behauptung folgt 

aus 88*1*51 und 84*8*21. “ ” 
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Literatur: H. Lcbesgue, Journ. de math. (8) 1 (1905) S. 139; W. H. Young, 
Lend. Proc. (2) 12 (1912) S. 260; F. Hausdorff, Mengenlehre § 43. 

4. Einschiebung and Erweiterang. Sei wieder 3: ein Funktionen- 
system auf E. Fur die Baireschen Funktionen iiber % gilt folgender Ein- 
schiebungssatz : 

34*^1. Ist % aviark, g und g so gibt es ein fe%\» so daji 
g^f^h. 

Nach 84*2-2 ist £1 v611ig autark; nach 34*2>3 ist (3;|)^ = 3;*, (2|)i = 
die Behauptung folgt also aus 82*2-ll. 

Nehmen wir wieder die Bezeichnungsweise (3) auf, so gilt: 

34‘4*2- Ist % autark, so ist fiir jedes E'^E: {{E' I %)^) ~ F' 1 (Vj^ , 

(3{(E'l%);)^E'l(3t. 

Dies folgt aus 34*8*2, 84«8«21 und 88*8‘2. 

34*4*21. Ist % autark und E'QE, so ist {E' 1%)^ =: E' 1%^ , 
{E'l%)^ = E'l%^. 

Nach 84-8-1 und 84-4*2 ist {E' 1 %)- ^ (E' I ♦) , 2:^ = S ((h^, *) . 

Da nach 84*8*2, 84*8*21 und 88*1*2 ein o-System, ist also nach 82*4*11 
(E'l^)^ = E'l^^, 

34*4*211. Ist X autark und E' ^E, so ist E' 1 2;! £ (E' i 2l)| . 

Dies folgt aus 84*4*21. 

34*4*22. Ist X autark und so ist (£?' 12:}| = E' IX\ . 

Nach 84*8*8 und 84*4*2 ist {E^ 1 2:)| ==Q{E'1&,E' I (3^) , = S {©« , . 
Nach 84*2*2 ist 2^| voUig autark; also ist nach 82*4*18: E' 12:^1 = (i?'12l)|. 

34*4*23. 1st X autark und E' , so ist {E^ I X)s ^ E'lXjs- 

Dies folgt unmittelbar aus 84*4*21. 

34*4*3. IstX autark, so gibtes inX^ {bzw, inXt) zujedemfeX^ {bztc.feX^) 
eine gleichmaliig gegen f konvergierende Folge von Tre'ppenfunktionen, 

Nach 84*1*82 i^X^ ^ (2^)^; nach 84*1*2 ist X^ autark; die Behauptung 
folgt also aus 82*5*2. 

34*4*31. 1st X autark und ^>l,sogiMts in 2:| zujedemfeXl eine gleich- 
mdpig gegen f konvergierende Edge von Treppenfunktionen, 

Ist f isoliert, also f ^ + 1, so ist nach 84*2*81: 2| = nach 

84*2*2 ist X^ autark und additiv; die Behauptung folgt also aus 82*5*81. Ist 
f Grenzzahl, so ist nach 84*8*8 und 84*8*21 @ (^|) 5s= , @ (S|) = also 

duroh Komplementbildung (2^) = hierin ist ^ "1“ » 
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( S {W + , und da nach 34-2*2 vollig autark, folgt die 

* 7 < > 

Behauptung aus 82* 5* 3. 

34 . 4 . 4 . J$t % autark und symmetrisch, so gibt es zu jeder Treppenfunktion 
fs 2 |l| ein gsZ^ und ein ke%^, so dafi f ^ g + A . 

N^h 34.2.31 ist %lZ\ = i^)*; nach 34.2.3 ist {%\)^ = {%% = . 

Nach 84.2.2 und 34.2.4 ist 3:1 autark, additiv und symmetrisch. Die Be- 
hauptung folgt also aus 32.5.4. 

§ «35. Die Baireschen Funktionen eines metrischen Baumes. 

1 . Die Baireschen Funktionen eines metrischen Baumes. Sei E ein 
metrischer Baum, S das System der stetigen Funktionen in E. Wir be- 
zeichnen dann die Baireschen Funktionen iiber d als die Baireschen 
Funktionen in E, die Funktionen aus und als die Baireschen 
Funktionen f-ter Ordnung in E, die Funktionen aus ®| als die am- 
bigen Baireschen Funktionen f-ter Ordnung in JB7, oder, wenn f 
eine isolierte Zahl ^ 1 ist, auch als die Funktionen (| — l)-ter Klasse 
in jE?. Die Funktionen aus (bzw.(E^, (S|) bezeichnen wir auch als (£^-Funk- 
tionen (bzw. ^^-Funktionen, 6^|-Funktionen). 

SS-l*!. Fiir jedes f ^ 1 gelten die Fonneln : 

((£«)! = 

= (d^ + = (d^ + d,)^ = 

Dies folgt, da das System (S! der stetigen Funktionen autark ist, aus 
34.1.32 und 84.1.3. 

354-11. Fur jedes f > 1 ist: 

d^^{Sd,)K ds^{Sd\, 

»?<i n<S 

Dies folgt aus 34.1.31. 

334«2. Fur jedes i I ist d^ und d^ vdlUg autark. 

Dies folgt aus 84.1.4. 

3S*1^21. 1st ^QrenzzaMi so ist das System S S d^= S E,, 

autark und additiv. 

Dies folgt aus 34.1.21 und 34.1.41. 

33*1.3« Es ist fs d^ gleichbedeutend mit — fed^. 

Dies folgt, da d symmetrisch, aus 34*1.6. 

35*1*31- Fur jedes S I ist d^ +d^ symmetrisch. 

Da E Yollig autark, ist nach 31.3.23: 

d\^d. 
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3544. Fiir jedes ^ ^ 1 ist vdUig atUark und symmetrisch. 

Dies folgt aus 84*2.2, 84*2*4. 

351-5. Fiir jedes f ^ 1 gelten die Formelni 

Dies folgt aus 84*2.8, 84*2.81. 

35.1*6. Das System avtark und symmetriach. 

Dies folgt aus 84*1*58, 84*1*62. 

35*1-61. kleinste alle stetigenFunktiomn in E enthaltende System 

fiir das ^ — %i = % gilt. 

Dies folgt aus 84*1*52. 

35-1-62. (Ij3 ist das kleinste alle stetigen Funktionen in E erUkaltende Sy- 
stem %, fiir das gilt. 

Dies folgt aus 84*2.5, 84.2*61. 

35-1-7. Eine Eigenschaft, die alien stdigen Funktionen in E zukommt und 
bei GrenzUhergang erJialten bleibt, kommt auch alien JBaireschen Funktionen 
in E zu. 

Dies folgt aus 84*1*521. 

2. Bairesche Funktionen und Borelsche Mengen eines metrischen 
Raumes. Sei @ das System der offenen, das System der abgeschlossenen 
des metrischen Raumes E. Fiir das System G der stetigen Punk- 
tionen in E gilt dann naoh 25*8*1, 25*8"11, 25*8-14: 

(2) @ (G) = ® (G) = © . § (G) = g (G) = S . 

(2-1) G = © {©, 0) . 

Maohen wir Gebrauoh von der in § 33 (4) eingefuhrten Bezeiohnungs- 
weise, so gilt: 

35-2-1. Fiir alle I istid^ , ♦), 5^ = S (♦ , m • 

Dies folgt wegen (2) aus 84*8*1, 84*8*2, 84*8*21* 88*4*1, 88*4*11. 

35-2-11. Fiir alle ^ 1 ist: & ^ 

% {d>^) = Sf+i • 

Dies folgt aus 85*2* 1 und 84*8*11. 

33-2-2. Fur oiie | ^ 1 wt: G| = © (»«. 39«) . 

Dies folgt aus 84*8*8, 85*2*11. ^ 

35'2-21. Fiir aUe ^-^1 ia:® (G|) =0 (G|) = S3«. 5 (G|) = g (G|) = Sj . 
Dies folgt aus 85*2*2 und 38.4*2. 



286 IV* Kapitel, Borelscha Mengen und Bairesche Funktionen. 


35«2-3* System (S j aller Baireschen Funktionen in E ist gegeben dutch 

, ♦) = e (* , ®^) = © ©5) • 

Dies folgt wegen § 33 (4-41) aus 34*3*41. 

33*2*31. 1st f eine Bairesche Funktion in E und B eine Borelsche Menge 
im , so ist die Menge [f (x) s B] aller xeE mit f (x)s B eine Borelsche 
Menge in E, 

Nach § 2 (1*9) und 2-D8 gilt: 

[/ (X) sSB^^SU (X) e BA, {f(^)eD BA ^D[f(x)e BA. 

(2*2) " " _ .V 

[f{x)eE,^B] = E^lf{^}eB], 

Ist B eine offene Halbgerade y> a (bzw. y<b) des , so ist [f(£) s J5] 
= [f(£) > a] (bzw. = [/ {x) < 6]); dann ist nach a5*2«3 also [f(£) s B\ 
eine Borelsche Menge in E ; da das Intervall (a, b) des der Durchschnitt 
der Haibgeraden ^ > a und 2/ < 6 ist, gilt dies nach der zweitenFormel (2*2) 
auch, wenn B ein Intervall (a, b) ist ; da jede offene Menge des Summe 
abzahlbar vieler offener Intervalle und hochstens zweier offener Haibgeraden 
des ^ ist, gilt es nach der ersten Formel (2*2) auch, wenn B eine offene 
Menge des B^ ist, und wegen der dritten Formel (2*2) gilt es auch, wenn B 
eine abgeschlossene Menge des B^ ist; die Behauptung ist also richtig fur 
alle B e $8^ + SBi- Sei nun |< und es gelte die Behauptung fiir alle 
B € (tj < 1) ; wegen der ersten und zweiten Formel (2*2) gilt sie 

dann auch fur alle B £ 33^ + , sie gilt also fiir alle B £ . 

Fiir die charakteristischen Funktionen (§ 1, 5) der Borelschen Mengen 
des Raumes E gelten die Satze: 

35*2*4* Ist M QE, so ist, damii die charakteristische Funktion f von M 
zu {bzw. zu(lt) gehore, notwendig und hinreichend, dafi JIf e ©^ (bzw. M s ©|) 
sei. 

Die Mengen [/ (i) > y] sind : A, M, E, gehdren also zu ©^ dann und nur 
dann, wenn if e ©^; die Mengen [/ (x) < y\ sind: B — if, B, gehoren 

also nach 3$«4«2 zu ©* dann und nur dann, wenn if e ©^ . Die Behauptung 
folgt also aus 3d*2*l. 

35«2*41« Ist M ^E, so ist, damit die charakteristische Funktion von if 
zu (S| gehore, notwendig und hinreichend, dafi if s ©| sei. 

Dies folgt aus S5-2-4. 

35*2*42« Ist M ^E, so ist, damit die charakteristische Funktion von M 
zu gehore, notwendig und hinreichend, dafi if e ©^ sei. 

Dies folgt aus 3o«2*4. 



§ 35. Die Baireschen Funktionen eines metrischen Baumes. 287 


35*2* 3. 1st / dne, Treppenfunktion axis (li, so ist fur alh y : [f {£) = e S3| . 

Seien < Cg < • • • < endlich vielen Werte von /. Da [/ (i) = c^] 
= [/(i) c,\ . [/(£} ^ cj, ist nach S3-2-21 und 88*4*81: [/ {£) = cj e 

da fiir hinlanglich kleines A > 0: [/ (x) = c^] = {/ (x) > c, — ^] • [/ (^) < 
+ 3], ist nach 35*2*21 und 83*4*01: [/ (it) = c^] £ Also ist [f (x) = c^\ 
£58*SS^-58|. 

33*2*6. 1st i ( 62 ti;. /e , /e ^|) , ao auchfur jede Funldion g 

auf E, die sick von f nur in abzdhlbar vielen Punkten unterscheidet: ged^ 
(bzw. g€(^^, gedl)^ 

Nach 85*2*11 ist [f{x)> y] £ also nach 88«4*51 auch [g(t)> y]€^S 
also g€ & nach 85*2*1. 

Ist es erforderlich, den bei Bildung der Systeme (S|, (j|, <5^^? zugrunde 
gelegten Baum in Evidenz zu setzen, so schreiben wir ausfuhrlicher (E ) , 
(5i(E),(£|(E),a:^(E). 

35-2*7. 1st f eine Funlction auf E, ist E == S Ej, mit E, e und ist 

E,lfe 6^ (E,) (bzw. £ (5^ (E ,) , £ (S| (E,)) , -so ist /£ (E) (bzw. s (E ) , 

b^(E)). 

Setzen wir E^ 1/ = /^, so ist [f{z) > y] =r= S [f, (i) > p]; hierin ist 

nach a5«2*ll [/^ (t ) > y] £ (E,), also nach 38«4-78 auch [/, («) > y ] £ 33^ (E), 
und da (E) nach § 33 (4*3) ein o-System, ist auch [/ (z) > y] £ (E) ; 

also ist f s & (E) nach 85*2*1. 

35*2*71. 1st f eine Funlction auf E, ist E = E-^ E^ + ...+ E^ mit 
E, £ Sj (V = 1, 2, . . .. n). und ist E, Ifs (£« {E,), (bzw. s K. (E,), ee|(i?,)) 

fur V = 1, 2, n , so ist f e (£) (ftzw. s (E) , e®| (E)) . 

n 

Setzen wir E, If = fy, so ist [/ (z) ^ y] = S [/^ (d) ^ y] ; da nach 

j-ssl 

So'S'll [/„ (x) > 2 ^] £ (E,), ist hierin [/, (£) ^ y] e S3{ (E,), also nach 

38*4>73: [/, (£} j/] £ SSj (E); da nach SS-^i^Sl S| (E) ein Eing, ist also 

auch [/ (£) ^ y] £ S3f (E), mithin {/ (£) > y] £ S3* {E); also ist /e S* (E) 
nach 83*2*1. 

33-2*72. 1st f eine FunUion auf E, ist E — S E^ mit E^eSb^* ist 
E,lfe^^(E,), so istfs(^^{E}. 

Die ist fiir ^ = o>i enthalten in 35*2*7. 

3. Einsehiebung und Erweitenmg. Wir bezeichnen wieder mit 
Kf, die Systeme Bairescher Funktionen in E. 

33 * 3 * 1 . IstgeQ^, h€& und g so gibt es einfs^, so dap g^f^h. 
Dies folgt aus 84*4*1. 
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35«3«2. Fur jedes ist (^') == (-2^' 1 <5)^ == 1 (£« , 

_Nach 84.4.2 ist ® {{E' 1 6).') = also naoh 85.2.11 und 83.4.7 

&{{E'l(i)‘) — E'l‘S^='^^E'); nach 34 . 3.1 ist also (£'1E)« = S(Sf (!&'),♦), 
somit nach 35.2.1 {E' 16).' = 6' (E'}. Und nach 84.4.21 ist {E' 1 6)* = i?' 1 6^ . 

33 . 3 . 3 . Fiir jedes E' QE ist 6| {E') = {E' 1 6)| 3 il' 1 6! . 

Dies folgt aus 85.8.2 und 34.4.211. 

33 . 3 . 31 . Ist E' so ist 6| {E') = (E' 1 6)| = ^' 1 6| . 

Ist £' £ S{. so ist i? — e S*' , also nach 85.2.11 :E — E's& {&) . ® (6«) . 
Nach 34 . 4.23 ist also (£1' 1 6)^ = i7' 1 6! , und nach 85.8.8 ist auch 6f(£') 
= {^'16)1. 

33 . 3 . 4 . Mr jedes E'QE ist (E') = (E' 1 6)^ = E'1Q.^. 

Dies folgt aus 85.8.2. 

Literatur: G. v. Alexits, Fund. math. 13 (1930) S. 51. W. Sierpihski, Fund 
math. 16 (1930) S. 81. 

4. Zusammeusetzung. Fiir die Zusammensetzung Baiiescher Funk- 
tionen gelten folgende Satze: 

33 . 4 * 1 . Ist <f (z) eine stetige Funktion im und fs<S,\ {E) , so ist auch 
9'(/)s6|{J5). 

Nach 85.1.4 ist 6|{F) sjunmelrisch und rSllig autark; nach 81.8.28 ist 
also (6| (F))} = 6| {E); die Behauptung folgt also aus 81.8.6. 

334 . 2 . Ist I endlidi, 95(3)£6.(.^) {bm. 90 ( 2 ) e 6. (Bi)) and /£6*(F), 
so id If if) e 6®*^"^ (F) (6zw. <p {/) s 6|.^ ._i (E )) . 

Die Behauptung ist richtig fiir f = l; denn ist ^ ( 2 ) e 6^ (Fi). so ist 
q ; = Urn <p„ , wo stetig im Bi und f>n ^ 1 ! dann gilt auch q>{f)=: lim ( f 

9%(f) if), «nd da nach 85.4.1 ?>«(/)£ 6; (F), ist <p also 

nach 85*1.5 f (f)sil,t (j)) . Angenommen, die Behauptui^ gelte ftir ? ; wir 
haben zu zeigen, daB sie dann auch fur f -f 1 gilt ; sei also 9 ) e 6 ‘ {!^) ; dann 
ist y = lim y,, wo 95 „£ 6 ( (Fj) und dann gilt auch f (/) = lim <p„ (f ) , 

?« if) ^ 9’a+i if) > und da naph Annahme <p- (f) e 6. , , , (F) . ist 
Vnif)s&*UE). 

334*21. Ist 9 !(s)e 6 '(.^) [bzta. 9 ? (z) e (Fj)) und f s ^ (E). SO ist 
{/Sr alle C) : 99 (/) e 6 *** (F) {bm. q>{f)s (F)). 

Nach S 3 . 4.2 ist die Behauptung richtig fiir f < to. Angenommen, sie sei 
richtig fiir alle 97 < ist dann q!s& so ist nach 85.1.11 91 = lim 9 >„, 
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wo (Ri) (J 7 „<C) und f„ ^ ; da 9 P (/) == lim ?)„(/) , f„[f) ^ (/). 

und da nach Annahme ^^if) ^ (f + ’?n < f + C) » 

93 {/)£( S E„ (-67))^ d. h. nach 35«M1 (p (E) . 

35*4*3. 1st <p (z) £ E: (i^) wrzd / e E| (j&), so ist q? (J) e (^) f 

endlich, auch <p (/) e (j&) . 

Dies folgt aus 85*4*21 und 85*4*2. 

35*4;«31« Ist <p eine Bairesche Funktion im iJj, und f eine Bairesche Funk- 
lion in E, so ist auch q? (/) eine Bairesche Funktion in E. 

Dies folgt aus 85*4*8. 

5. Stetigkeitseigeusehaften der Baireschen Funktionen. Sei E ein 
metrischer Raum, und seien/ und/, Funktionen auf E; dann gilt: 

35*5*1. Ist f = lim/,, und ist stetig bis auf eine Menge ere^r Kategorie, 

V 

so ist atich f stetig bis auf eine Menge erster Kategorie, 

Nach Annahme gibt es eine Menge ei^ter Kategorie C,, so daB {E — €,) 1/, 
stetig. Setzen wir C = S 0,, so ist nach 19*4*2 auch C von erster Kategorie, 

V 

und es ist auch (E — 0) 1 /, stetig. Nach 28*8*11 ist die Menge B aller 
Punkte ungleichmaBiger Konvergenz von {{E — C I f^)) von erster liate- 
gorie in .S — <7 , also nach 19*4*8 auch in E. Nach 28*8*2 ist{E—(B+ C)) If 
stetig, und nach 19*4*2 ist B -\-C von erster Kategorie. 

35*5*2* Jede Bairesche Funktion in E ist stetig bis auf eine Menge erster 
Kategorie. 

Dies folgt aus 85*5*1 und 85*1*7. 

35-5*21. Ist f eine Bairesche FunJcthn in E und A E , so ist A If stetig 
bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Nach 85*8*4 ist A 1 /eine Bairesche Funktion in A ; die Behauptung folgt 
also aus 85*5*2. 

35*5*22* Ist E eine Youngsche Menge, A ein in E und f eine Bairesche 
Funktion in E, so ist Alf qnmktweise unstetig bei Vemachldssigung von 
Mengen erster Kategorie^ 

Nach 85*5*21 ist A 1 / stetig bis auf eine Menge erster Kategorie. Nach 
19*1*2 ist A eine Youngsche Menge, so daB in 27*4*9 unter den 3R-Mengen 
die Mengen erster Kategorie in A verstanden werden konnen; die Behaup- 
tung folgt also aus 27*4*9. 

Wir werden in § 41, 1 sehen, daB die Umkehnuig von 85*5*21 und 85*5*22 
nicht gilt. 
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35*5*3* Damitf = Iim/„ sei, wo die Umtetigkeitspunkte vonf^ eine Menge 

n 

ersier Kalegorie bilden, ist notwendig %nd hinreicherd, dap f stetig aei bis avf 
eine Menge erster Kategorie, 

Notwendig: Bilden die Unstetigkeitspunkte von eine Menge erster 
Kategorie, so ist /„ stetig bis auf eine Menge erster Kategorie, und die Be- 
hauptung folgt aus 85*5*1. Hinreicbend: Nach Annahme gibt es eine 
Menge B erster Kategorie, so daB (E — B) If stetig; da B von erster ICate- 
gorie, ist J5 = S wo nirgends dicht; indem wir ersetzen durch 

n 

Bj + Bg + . . . + konnen wir noch annehmen: B^ ^ B„^i . Nach 
11*2«12 ist auch Bj nirgends dicht ; setzen wir 0 = S B®, so ist also auch C 

n 

von erster Kategorie. Wir zerlegen nun nach § 19, 5 : B = -f- (B — Bj^ .) ; 

dann ist B = (Eji ^ — €) + Bjj ^ {C — Bj) + ^ — ^iid • Hierin 

ist Em — C dicht in Bjj^; denn anderenfalls gabe es nach 11-1-8 eine (in 
Bjj,., also auch in B) offene Menge O, so dafi ^ = 

= A] dann aber ware AQG , also ware G von erster Kategorie, im 
Widerspruche mit 19-5-2. Wir setzen nun (Ejji~- C) lf = g; dann ist g 
stetig; da Ejj^ — C dicht in Bjjp also nach 11*3*1 Bjj^ £ Of* ist 

die obere Schrankenfunktion (§ 26, 2) g von g definiert in alien Punkten 
von Ejj^, Wir definieren nun eine Funktion /„ auf B durch: /„=/ auf 
(Eji j — 0) + Eljj £ Bj -f — ^iii ) » ^ i iP — *^) ' Isi asE y 

so ist, wegen (7==SBj, fur fast alle n: ar^sC — Bj, also 

H 

gilt /„ (a) = / (a) fiir fast alle n; also gilt auf ganz B: lim =/. Es ist also 

n 

nur mehr zu zeigen, dafi die Unstet^keitspunkte von /„ eine Menge erster 
Kategorie bilden. Da C von erster Kategorie und nach 19*d*88 B — Ejj^ 
von erster ICategorie, geniigt es, zu zeigen: ist stetig in jedem Punkte von 
Ejji—€, Sei a fi Bjj^ — C; da Ejn — Bj offen und g = (B^^^ — C) If 
stetig, gibt es zu jedem e>0 eine Umgebung UaZEjj.--B^, so daB: 

(5) !!?(*) — 9(a) II <« fur alle *£ V^; 

dann ist, da Ejji-’O dicht in B 2 ji, also 0)0^ nach 11*8*8 dicht 

in U^: 

(5*1) II? (a?) — g (a) II ^ a fur alle xs U^; 

nach Definition von f^ ist f„(x) =/{a?} = g (x) fur alle xe Va — 0, ins- 
besondere also /„ (o) = g (a), und wegen £ Bjj^ — Bj ist (a:) = ? {x) 
fur alle xeUaO; aus (5) und (o*l) folgt also: ll/n(a;) —fn{<^) H ^ e fiir 
alle xtXJ^, d. h. ist stetig in a, w. z. b. w. 

35*5*31* Ist f eine Bairesche Funktion in E, so isi f = Hm^, wo die Un-- 

ii 

MigkeitspunkU von f„ eine Menge erster Kategorie in E bilden. 



§ 35. Die Baireschen Funktionen eines xnetrischen Kaumes. 291 


Dies folgt aus 35*5-2 und 

35*5*32. Istf eine Bairesche Funktion hi der Youwjschen Menge E, so isi 
/ = lim fn , u'o fn punJctweise unsteiig, 

n 

Dies folgt aus 35*5*31 und 26-5*23. 

JLiiteratur: R, Baire, Acta math. 30(1906)8.27; C. Kuratowski, Fund. math. 
.> (1924) 8. 75. 

6. Naheniiigseigenschaften. Sei E ein metrischer Raum, A f eine 
Funktion auf A, und q eine positive Zahl: dann sagen wir:/ ist mit der 
Annaherung g eine S|-Funktion, wenn es eine Funktion ^eCEi(*4) 
gibt, so daB \\f (x) -- g {x) j| ^ g fur alle x a A. 1st dann A^ ^ A, so ist 
nach 35*3-3 auch A' 1 / mit der Annaherung o eine (S;-Funktion. 

35*6*1. Istf eine Funktion auf E, und ist f fiir jedes o > 0 mit der Anndke- 
rung o eine Funktion, so ist fa (ii {E), 

Xach Annahme gibt es ein {^)> so daB || gn (x) —f{x) |i ^ ^ fiir 

alle X a E. Da (E) nach 35*1-4 geschlossen (§ 30, 4), ist auch/e S| {E) . 
35*6*2. Ist f eine Funktion aiif E, ist = S -4^ , wo A^ a (E), und ist 

-4^ 1/ (v = 1, 2, . , .) mit der Annaherung o eine (lyFunktion, so ist auch f 
mit der Annaherung g eine (il-Funkti<m. 

Da nach 33-4-32 !i8| (E) ein Korper, konnen wir wegen 3-3-11 ohne weiteres 
annehmen, die A^ seien disjunkt. Nach Annahme gibt es eine Funktion 
gy a 6^1 (Ay) , so daB \\gy(x)~- f (x) \\ ^ g fiir alle x a Ay. Definieren wir 
eine Funktion g auf E durch: g = g^ auf so ist j] (ar) — /(ar) ^ o 

fiir alle xaE, und da Aya^\{E) ^^-(E), ist nach 35-2-7 ge&^(E). 

35*6*21. Ist f eine Funktion auf E und gibt es fur jedes o > 0 eine DarsieU 
lung E =^S Ay mit Ay a ‘S! (£?), so dafi A^lf mit der Annaherung g eine 

p 

(i}-Funktion, so ist /e Si (E). 

Dies folgt aus 35-6-2 und 35*6*1. 

35*6*3- Ist I, so ist, damit f ed^ (E) sei, iwtwendig und hinreichend, 
dap es fiir jedes g'>0 endlich viele JJengen £ S| (E) (p = 1, 2, . . n^) 

u}id endlich viele endliche ZaMen c, = 1, 2, . . ., nf) gebe, so dap 
und '\f(x) — Cy\\ ^ g fur alle xe A^y. 

Xot wendig: Istf a Sl (E), so gibt es nach 34*4*81 eine I^ppenfunktion 
gg a S; (E), so daB \\f (xj ^ g^ (x) jj ^ g fiir alle x a E; seien Cj, c^, , . 
die endlich vielen Werte, die g^ annimmt, und sei 

dann ist nach 35-2*5: (jET) , Agy , |1/ (a:) — jj ^ ^ fiir 
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alle Hinreichend: Da jede Konstante eine (Sf-Funktion ist, folgt 

dies aus 35*6*21. 

85*64. IsA ^ 80 ist, damit /6®|(i^) «ei, mtwendig und hinreichend. 

dafi 68 fur jedea ^>0 eim Folge von Mengen [E) (v = l,2, ...) 

und eine Folge von Zahlen (r = 1,2 , . . .) gebe, so daP E = S A^^ und 
\\f{x) —c^\\<g fur alle xeA ^^ . 

Notwendig: Man wahle die c, so, daS es zu jedem ein mit 

II y — c, II < p gibt ; da, wenn 8 die Schrankungstransfonnation bedeutet, 
nach 35*1'4 auch 8 (f) e ®| (E), ist nach 36*2-2 [8 (fix)) < 8 (cj +p] e SB‘(i27) , 
[S{f{£)) > S (c,) — e]s S8^(j2?) , also, wenn [8{f{iB)) < 8 (c,) +e\.[8 (/(i)) 
>8(c^) —g}=Aff, gesetzt wird, auch S8^(^7). Diese Mengen -4^^ 

leisten das Verlangte. Hinreichend: Setzen wir p = i, so ©rhalten wii* 

n 

nach Voraussetzung eine Folge von Mengen Aj^ ^ e §8^ (E), so daB E=:S .41 ^ 

n t n 

und l|/{*) — /(a^) II aKsudi,. Sei xs[f{£)> y\, d.h. 

2 

f{x) >j/; wir wahlen n so, daB - < ll/(a:) — y H ; es gibt ein v*, so dafi 

n 

2 

®«^i,p*>«ndda||/(a;)— /(a;')|j<~furallea/e.4l,,, ist f(x')>y fur 

n n n 

alle afsA]^^, also 41 1^* £[/(i^)>y]. Zu jedem x€[f(£)>y] gibt es 

% n 

also eine Menge 4Ll^, die g [fi^) >3^] ist. Also ist [f{dl)>y] Summe 

91 

abzahlbar vieler Mengen Al,, und wegenAl,s58^(^f) ist auch [f{d)>y] 

n n 

8^^{E). Ebenso sieht man, daB [f(£) <y'\BS8^(E); also ist /a ®| (If) 
nach 35*2*2. 

7. Yerlialten in einem Ponkte. Sei E ein metrischer Baum, A^E, 
f eine Funktion auf A, und q eine positive 2!ahl; dann sagen wir: fiat 
im Punkte aeA mit der Annaherung p eine ®|-Funktion, wenn 
es eine Umgebung gibt, so daB A 1/mit der AnnSherung g eine 
®|-Funktion ist. Wir sagen: / ist im Punkte aeA eine ®|-Funktion, 
wenn / fur jedes p > 0 im Punkte a mit der Annaherung g eine ®|-FuDk- 
tion ist. 

35*7*1. Damit die Funktion f auf E im Punkte a eine (^\‘Funktion sei, ist 
notwendig Und hinreichend, dap sie atetig in a sei. 

Notwendig: Nach Annahme gibt es zu jedem p> 0 eine Umgebung 
and eine Funktion ge^ (Ua) (d. h. eine stetige Funktion auf CT^), so 
daB 11/ (a?) — (a:) 1| g fur alle xe da g stetig, gibt es eine Um- 
gebung U' g so daB II g{x)--g (a) [| < p fur alle xe fur alle 
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x£ ist dann auch: i|/(a:) —/(a) H ^ '^[/(x) — g (x) ;| -f 'J 9 {x) — g(a) 1| 
-f |] g (a) — /(o) II < 3^, d. h. / ist stetig in a. Hinreichend: Ist / 
stetig in a, so gibt es eine IJmgebung 17^, so dafi \\f{x)^f{a) || <^ 
fiir xeUa', setzen wir ^ (ar) = / (a) fur alle xeU^^ so ist (x) eS} (U^) und 
|i/(a;) — ^ (a;) || < ^ fur alle xa l\- 
Ist /e 6i (E), so ist offenbar / eine E|-Funktion in jedem Punkte von E. 
Umgekehrt gilt: 

35'7*2. /sf f > 1 , ist f eine Funktum ini separabhn Raume E und id f 
in jedem Punlde von E mit der Annaherung g eine ^yFunktion, so isi f mit 
der AnTwherumg g eine &i-Funktion^). 

Nach Annahme gibt es zu jedem o > 0 und jedem a e - eine Umgebung 
l\ und eine Funktion so daB 11 xeU^; 

nach 13-8-1 gibt es unter diesen abzahlbar viele: Ua^ (v — 1,2, . . .), 
so daB F = S ; weil offen, ist U^a 58^ {E) , also wegen f > 1 auch 

V *’ 

Ua € ©I (E) ; nun folgt die Behauptung aus 85*6-2. 

35* 7*21. Ist f eine Funktion im se'parahlen Raume E, und isi f eine (S|- 
Fnnktion in jedem Punkte von E, so ist f e E| {E), 

Dies folgt fiir I = 1 aus 85-7*l, fiir f > 1 aus 35*.7-2 und 3.*>*6*1* 

35- 7-3. 1st f eine Funktion auf E, so ist die Menge Gq aMer a e E, in denenf 
mit der Annaherung g eine il^-Funktion ist, offen in E. 

Ist a 6 Gg, so gibt es eine Umgebung (7^ und eine Funktion ge^^^iUf), 
so daB ||/(a:) — g (x) [j ^ ^ fur xa U^; da C7» fiir jedes xsUa auch eine 
Umgebung Uj ist, ist / auch in jedem Punkte x a mit der Annaherung g 
eine (£|-Funktion, also ist , d, h. Gg ist offen. 

Sei / eine Funktion auf E und Pg die Menge aller aa E ,m denen/ nicht 
mit der Annaherung g eine E|-Funktion ist. Dann gelten die Satze®) : 

33*7«31* lst^'> \,istE separabel uTid Pg~^ A, so ist die Funktion Pglf 
in keinem Punkte von Pg mit der Annahearung g eine ^i-FunMwn, 
Angenommen, 1 / sei im Punkte b a Pg mit der Annaherung g eine 
(£|-Funktion; dann gibt es eine Umgebung Uj, so daB (U* P^) 1/ mit der 
Annaherung g eine ®|-Funktion. Da / in jedem Punkte xaUi,^ Pg mit .der 
Annaherung g eine S^|-Funktion ist, ist nach 3o»7-2 (U^—Pc)!/ mit 
der Annaherung g eine E|-Funktion, Nach 35*7»8 ist Pg=^E-~Gg ab- 
geschlossen, also Pg ebenso wie Uj, offen; w^n f>l ist 

also Ui, — Pg a {E) , und w^n Uj a 9| {E) , Pg a (E) ist auch 

1) Dot Satz ist auch fur | = 1 rkhtig, wie aus folgt. 

*) 3Fiir I = 1 gelten die S&tze 85*7«$1, 35*7*82, 8a«7*4 nicht. 
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Ui pQS^i{E)\ nach 35-^2 ist also Ui,lf mit der Aimaherung g eine 
(Ji-Funktion, d. h. / ist im Punkte bs Pq mit der Annaherung g eine 
C£|-Funktion. Das aber widerspricht der Definition von P ^ . 

35*7«32* I uni ist E se^parabel, so ist Pg perfekt. 

Nach 8o*7*8 ist Pg abgeschlossen. In einem isolierten Punkte von Pg 
ware Pg If stetig, also nach 85*7-l eine Sj-Funktion, also auch eine (5;|- 
Funktion, entgegen 35*7«31. 

35-7-4. 1st f Funktion im separablen Raume E, so ist, 

damit f a (E) sei, nc^weniig uni kinreichend, da^ es injeder in E perfekten 
Menge P'^ A einen Punkt gebe, in dem Plf eine d^^-Funktion ist, 

Notwendig: Ist f€(l\(E), so ist nach 3d*3*8 P1/£(S;|(P), mithin 
ist PI/ in jedem Punkte von P eine (S|-Funktion. Hinreichend: Ist 
/ ^ e S| (E), so gibt es nach 85*3*1 ein g> 0, so daB / nicht mit der 
Annaherung g eine (5;|-Funktion ist; nach 8o*7*2 ist dann Pg ^ A; nach 
85<7«32 ist Pg perfekt, und nach 85*7*31 ist Pglf in keinem Punkte 
von Pg eine (S|-Funktion. 

Fiir f = 2 wild 3o*7*4 erganzt durch 37*1*2. 

Literatur zu Nr. 6 und 7 : H. Lebesgue, Joum, de math. (6) 1 (1905) S. 170ff. 

8. Existenzsatz. Wir sagen, die Funktion / auf E sei genau eine 

S^-Funktion (bzw. (£|-Funktion), wenn fa^^iE) und f^e&^{E) 
(bzw. wenn fa {E) und f^e &(E)) ; wir sagen, / sei genau eine (E|- 
Funktion, wenn /e(£|(P) und / ^ e (F' (P) + (P) fur alle < f . 

Wegen 34*1*51 und § 84 (1-3) kann es eine Funktion, die genau eine 6!^- oder 

Oder (£|-Funktion ist, nur fur f < ojj geben. 

35*8-l. Ist E ein Youngscher Baum, dessen insichdichter Kem 3 A ist, 
und ist $<, coi, so gibt es eine Funktion f auf E, die genau eine & {eine ©i-, 
eine 6|*) Funktion ist. 

Dies folgt aus 38*0*3 und 85*2*4, 85*2*41. 

Literatur; H. Lebesgue, Joum. de math. (6) 1 (1905) S. 205ff. Ch. J. d© la 
Vailed- Poussin, Intdgirales Lebesgue, Fonctions d’ensemble. Classes de Baire 
S. 145ff, E. Szpilrajn, Fund. math. 15 (1930) S. 212; G. Poprougdnko, 
FuAd. math. 15 (1930) S. 284. 

9. Die eine Funktion darstellende Menge. Sei E ein metrischer 
Raum, f{x) eine Funktion auf P. Wir betrachten den Produktraum P X Pi 
der Punkte (x, y),'woxe E,yB Wir bezeichnen mit [/ (tB) > die Menge 
aller (x,y)eExRij die/(fl;)> y ist; analog ist die Bedeutung von 
[/(=«)< ^]. = ^ 
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Menge [f(£) = y] nennen \vir die die Funktion / darbtellende 
Menge. Wir wollen nun die die Baireschen Funktionen darstellenden 
Mengen betrachten. Wir schicken folgenden Hilfssatz voraus: 

35*9*1. 1st h (jr) e H* (E) {bziv. h (a:)£ 6s (E), bzii\ h (x)£(£i(E)) und ist 
Ji {x, y) diejenige Funktion in E>:Fi, die jedem P%mkte (jr, y)e E A den 
Funktionswert h{x) zuordnet, so ist k(x, y)e&'(Ex Bi) (bzu\ k(x,i/)t 

6. (E X i?i) , bzw. k (X, y) s ^ (E A E^)) . 

Ist h (ar) stetig, so offenbar auch k [x, y): von hier aus beweist man die 
Behauptimg ohne Schwierigkeit diirch transfinite Induktion. 

35*9-2. Ist f ebie Funktion auf E, so ist, damitfe&{E) (bzw, 
f€(is{E)) sei, notwendig und hinreichend, dafi [/ (i) > 2?] r A) 

(bziv, [f(x) < yU 'SB' {E V i?i)) sei. 

Notwendig: Bedeutet ^die Schrankungstransformation, so ist [f(x)> y\ 
= (/ (^)} > ^ id)] • Setzen wir S (f {x)) — S {y) = g {x, y) , so ist 

daher auch [/ (i) > y] — [g (x, y) > 0} . Fassen wir S (/ (a:)) und — S (y) 
auf als diejenigen Funktionen in E X E^ , die dem Punkte {x, y) e E X E^ 
den Funktionswert S (f (a:)) bzw. — S (y) zuordnen, so ist nach S5*l*2 und 
3o*9'l S (/ (x)) £ 6- (E X jRj) und — S (y) ist eine stetige Funktion mExEi, 
also ebenfalls — 6' (y) e 6M^X ^i)- ist also auch S{f(x)) 

— S (y)€ 6" (E X i?i) , somit nach 85*2‘1 {g (x, y) > 0] e W (E x E{) , d, h. 
[f{^)>y]£'^HElxEj). Hinreichend: Sei [f{x)>y] = M; nach 
Annahrae ist M e S'* {Ex i?i) . Fiir jedes ze Ei besteht die Schicht 
von M (§ 20, 4) aus alien x£ E mitf (x)'> z, d. h. es ist == [/ (i) > s]; 
nach 33- 74 ist e iB* (E)\ also ist [/(i) > z]£ "B* (E) fiir alle ze E^; 
nach 35*24 ist somit /e 6^ (E ) . 

35*9*21. Ist f eine Funktion auf E, so dximitfefi\ {E) sei, notwendig 
und hinreichend, dap [f (f ) >y]eW>HEx E^) und [f (sf) < y ] e E^] 

sei. 

Dies folgt unmittelbar aus 35*9*2, 

35*9*3. 1st fe 6| (E) , so ist [/ (i) = ^] £ (Ex Ej) . 

Denn lf(x) = = [f(x) ^ y] . [/(x) y ] , und aus 35.9*21 folgt durch 

Komplementbildung nach 38.4.2: 

[/ {£) ^ y J 6' (E X i?i) . 1/ (x) ^ y\ a (EXE,). 

Um zu bewelsen, daB fur f == 1 hiervon auch die Umkehrung gilt, zeigen 
wir zunachst: 

35*04. Ist P eine eindeutige Abbiidung von E auf eine Punktmenge 
des metrischen Eaumes E\ so damii P stetig sei, noiutendig und, 
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wenn E' in aich kompakt iat, auch hinreichend, dap die Menge M alter 
Punhte («, P(x)) (xsE) von ExE^ abgeacUoaaen aei in ExE\ 

Notwendig: Sei(a:, y)£ Jf® ; wirhabenzuzeigen: Jf. Nach 17*3*6 

gibt es in Jlf eine Folge von Punkten (x ^ , t/n)> so daB (Xn , y„) {x, y ) ; wegen 

(a;„, e Jfef ist = P(a:„), und nach 20*1*1 gilt somit : x , P{Xn) ^y; 

wdl P stetig, gilt aber nach 28*1*21 : P(Xn) -*P{x), also ist y = P {x), mithin 
(x^y)BM. Hinreichend: Seia;e£?,a:„fiPunda;„“*a:;setzenwiry„ = P(a:„), 
so ist {x^, yn) e M. Sei y ein Haufm^punkt von ((t/J) inP'; nach 17*8*58 
gibt es in ((y„)) eine Teilfolge ({ynj) mit Nach 20*1*1 gilt dann 

lim (a?^, y„^) = {x, y); und da M abgeschlossen und {x „^ , y„J e M, ist 

auch {x, y) e M,d.h. es ist y = P(a;) . Die Folge ((y„)) hat also den ein- 
zigen Haufungspunkt P(a:), nach 17*8*4 gilt also y„~*P(a:), d. h. P(a;„) 

P (a;) , also ist P stetig nach 28*1*21. 

Fiir E' = erhalten wir aus 85*9*4, folgenden Satz, der die Um- 
kehrung von 86*9*8 fiir | = 1 enthalt: 

35*9*41* 1st f eine FunktUm auf E, so iat, damit f stetig sei, notwendig und 
hinreichend, dap die Menge [f{d) — abgeacUoaaen in Ex Rx aei, 

Wir kommen auf die eine Funktion / darsteUende Menge [/ (iB) = in 
§ 43, 2 zuriick; dort werden w auch sehen, daB fiir f > 1 die Umkehrung 
von 85*9*8 nicht gilt. 

Literatur: W. Sierpiziski, Fund. math. 2 (1921) S. 74. A. Lindenbaum, 
Aim. 800 . Pol. 10 (1931). 


§ 36* Hdbstetige Fimktionen. 

1. Halbstetigkeit in einem Ponkte* Sei E ein metrischer Baum, 
A QE und / eine Funktion auf A. AnschlieBend an 25*6*1 definieren wir: 
/ heifit oberhalb (bzw. unterhalb) stetig^) im Punkte aeA, wenn fiir 
jede Folge ((aj) aus a mit a gilt: Iim/(er„) :^f(a) (bzw. lim/(aj 

^ n 

^ / (a)). Ist / oberhalb (bzw. unterhalb) stetig in a , so auch 8{f), wo 3 
die Schr&nkungstransformation (§ 25, 2) bedeutet. 


^) Bie Aussage: „die Funktion / ist oberhalb (unterhalb) stetig im Punkte a** 
besagt demnaoh keineswegs, daB die eindeutige Abbildung, die jedem Punkte xeA 
den Punkt f{x) e zuordnet, oberhalb (unterhalb) stetig ist im Sinne von § 21. 
Vielmehr ist nach 28*1*1 diese Abbildung dann nnd nur dann oberhalb (unter- 
halb) stetig im Punkte a, wenn die Funktion / stetig ist im Punkte a. 



§ 36. Halbstetige Fuxiktionen. 


297 


Damit f oberhalb (bzw, unterhalb) sUtig set im Punkte ae A ^ ist 
notweiidig vmd hinreichend, dap es zu jedem y> f (a) {bzw. zu jedem y<f (a)) 
tine Umgebumg gebe, so dap f(x)<.y {bzw. f(x)> y) fur alle xe A 

Notwendig: 1st y eine Zahl>/(a), zu der es keine solche Umgebung 
gibt, so gibt es eia a^e A K^l. mit/(a„) y\ dann ist — a, lim/(a„) 

n n 

^ 3^ > / («) ; ftlso ist / nicht oberhalb stetig in a. Hinreichend; Ist ((<t„)) 
eine Folge aus A mit — a, so gilt fiir fast alle n, also/(a„)<y 

fiir fast alle n, also lim / (a„) ^ y. Da dies fiir jedes y >f(a) gilt, ist lim / (a*) 

Als Analogon zu 23*2«4 erhalten wir: 

36*1«2« DamU f oberhalb (bzw, urUerhalb) steiig sei im Punkie a e A, 
notwendig und hinreichend, dap / (a) = / (a) (bzw. / (a) = / (a)) sei, 

Notwendig: Ist / (a) <f{a), so gibt es ein y, so dafi/(a) < ^ </(«); 
nach 26*2*11 gibt es dann in jeder Umgebung ©in ze A, bo dafi f(z)'>y, 
also ist / nach 86«1*1 nicht oberhalb stetig in a. Hinreichend: Dies folgt 
unmittelbar aus 86*1-1 und 28«2<*11. 

36-1-21. DamU f oberhalb (bzw, unterhcUb) stetig sei im Punkte as Aj,, ist 
notwendig und hinreichend, dap f (a) ^ f^ (a) (bzw, f (a) ^ p (a)) sei. 

Dies folgt aus 86*1*1 und 27-2-11. 

36*1«3« DamU f stetig sei im Punkte as A, ist notwendig und hinreichend, 
dap f sowohl oberhalb als unterhalb stetig sei in a. 

Dies folgt aus 26*2*4 und 86*1*2. 

36*1*4« Die Aussage „f ist oberhalb stetig in a** ist gleichbedevtend mU 
unterhalb stetig in a“. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition oder aus 86*1*1. 

S6*l*5. Sind f, g Funktkmm auf A, die oberhalb (bzw, unterhalb) stetig 
sind im Punkte as A, so sind auch die Funktionen max (f{z), g(z)), 
min {/ (x), g (x)) oberhalb (bzw, unterhcdb) stetig in a. 

Dies folgt unmittelbar aus 86*1*1. 

33*1*S1* Sindf, g Funktionen auf A, ist B der Bereidh vonf + g, und sind 
f, g oberhalb (bzw. unterhalb) stetig im Punkte as B, so ist ouch / + o6er- 
halb (bzw, unterhalb) stetig in a, 

y>fip) Zahlen y', y^\ so dafi tf > f (a), 

y'^> g (a)? if + y"^ ^ yi I»ach 86*1*1 gibt es ein U^, so daB f{z)<y^, 
g (x) < fur alle xsAU^; dann ist/(a:) + g (x) < y' + ^ y fUr alle 

xs B Ua, also ist/ + oberhalb stetig in a nach 86*1*1. 
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36*1*52. Sind f, g F%niktiomn auf A, ist B der Bereich von fg, Bind g 
oberhalb {bzu\ nnterhalb) stetig im Punkte ae B, und gibt es eine Umgebung 
, so daP f(x) ^ 0> g (z) ^ 0 fiir alle zs Bl\, so ist f g oberhalb (bzw. 
unterkalb) stetig in a. 

Der Beweis ist analog dem von S6-1-51, 

Sei 3)^ eine Menge von Fiinictionen auf A, Dann gilt in Erganzung zu 
29*2.3: 

36*1*6. Sind alle unterkalb {bzvc. oberhalb) stetig im Punkte at A, 
so ist aitch sup f (z) unterkalb {bzw. inf f (z) oberhalb) stetig in a. 

Sei g(x) sup/ (a-): ist y <g («), so gibt es ein so daB auch 

tm 

y <f (a); nach 36* M gibt es ein so daB/(j;) > y fiir alle xs A 
dann ist auch g (z)> y fiir alle xe A L\. also ist g unterhalb stetig in a 
nach 86.1*!. 

36-l*61. Sind allefe^ stetig im Punkte as A, so ist sup/{.r) unterhalb, 

inf / (a:) oberhalb stetig in a. 
fern 

Dies folgt aus 36-1*3 und 36.1*6. 

36-l*7. Ist ((/„)) eine monoton wachsende {bzw. abjiehmende) Funktionen- 
folge auf A, und sind allef^ unterhalb (hzw. oberhalb) stetig im Punkte ae A, 
so ist auch lim /„ unterhalb (bziv. oberhalb) stetig in a, 

n 

Dies folgt unmittelbar aus 36- 1-6. 

2. Halbstetige Funktionen. Die Funktion / auf A heiBt oberhalb 
(bzw. unterhalb) stetig, wenn sie oberhalb (bzw. unterhalb) stetig ist 
in jedem Punkte as A. Satz 23*8*1 ist enthalten in: 

36 * 2 . 1 . Ist f eine oberhalb (bzw, unterhalb) stetige Funktion auf A, so ist 
fur jedes y die Menge [/ (x) < y\ (bzw. [f(z) > y\j offen in A, und die Menge 
[/(^) ^ y] [f{z) ^ 2^]) abgeschlossen in A. 

Sei M ==5 [/(i) < y] und ae Mt d, h* y>fia); nach 36.1*1 gibt es ein 
Ua, so dafi f{x) < y fiir alle xs A 11^] also ist AU^^M, also ist M offen 
in A, und somit A — if = [/ (:c) k abgeschlossen in A. 

Bezeichnet wie in § 35 (£ (A) das System der stetigen Funktionen auf 
A, so gilt: 

36 * 2 * 2 . Damit die Funktion f auf A oberhalb (bzw. unterhalb) stetig sei, ist 
notwendig und hinreichend, dap fs Sj (^) (bzw. fs & (^d)) sei. 

Notwendig: Sei /oberhalb stetig. Nach 36*2.1 ist [f(d) < offen in 
A, d. h. lf(:B) < y] e (A); nach 3d*2«l ist also/eSj (.4). Hinreichend: 
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Jst fe^ (A), 80 ist/= lim/, , wo/„^i ^/n und f„ stetig; nach 86-1-7 ist 
dann / oberhalb stetig. ” 

Aus 36*2*2 folgt vermdge 3o*2*l die Umkehrung von 36*2*1 : 

36«2-21. Ist feine Funkiion auf A, und ist [/(i) < y] {bzw, [/(;£) > y]) 
offen in A fur alls ye Ex, so ist f oberhalb {bzw. unterkalb) stetig, 

Satz 25* 7*21 ist enthalten in: 

36*2*3. A in sick kompakt und f tine oberhalb [bzw, unterkalb) stetige 
Funktion auf A, so gibt es einen PunH as A, in dem f[a) ein absolutes 
Maximum (bzw. Minimum) ist. 

Sei z = sup /(a:); dann gibt es in A eine Folge «a„)) mit/ (a„) z. Nach 

xeA 

17-2-31 hat ((a„)) einen Haufungspunkt aeA, und nach 17*3*53 gibt es in 
((aj) eine Teilfolge ((a„^)), so daB da und / oberhalb 

stetig, ist dann f{a) ^ z, also, da z — sup/(a;) war: /(a) = z, d. h.f(a) ist 
absolutes Maximum von /. 

36*2*31« 1st A in sick Jcompakt, so ist jede oberhalb (bzw. unierhalb) stetige, 
endlicke Funktion auf A nach oben (bzw. unten) beschrdnkt. 

Dies ist enthalten in 36*2*3, 

36*2*4< 1st A in sick komyakt, ist f eine nach oben besckrdnUe oberhalb 
stetige, g eine nach unten beschrdnkle urderhalb stetige Funkiion auf A, und ist 
f ^g, so gibt es zu jedem d>0 eina> 0, so dafi fur je zwei Punkte as A, 
a' e A mit aaf <a gilt: f(a)<g (a') 5. 

Anderenfalls gabe es ein d> 0 und fur jedes n zwei Punkte A, 

a'^ e A mit o„ und /(a„) p(a^) +6. Da .4 in sich kompakt, hat 

((a„)) einen Haufungspunkt as A, und dutch tJbergang zu einer Teilfolge 

j 

kdnnen wir annehmen: a„ a ; wegen a' < —gilt dann auch a'-*a. Weil/ 

% 

oberhalb stetig, ist /(a) k lim /(«*), wegen f(a^ ^g{a„) also auch 

n 

/(a) ^lim ^(a^) +6; weil g unterhalb stetig, ist g(a) ^Hm gr(a') ^lim 

n *t » 

es ware also /(a) g (a) da naoh Annahme/(a) < + oo, — oo, 

miissen hierin / (a) und g (o) endUch sein, so daB daraus f(a)'!>g (a) 
folgen wurde, entg^en der Annahme f ^g • 

Setzen wir in 86*2*4 f=^g, so ist / stetig, und die Aussage von 33*2*4 
geht iiber in die Aussage, daB / gleichmaSig stetig ist (vgl. 25*7*31). 

3S-2*Se Isi A eim Youngadke Menge, und ist f et»e oberhalb (bzw. unkr^ 
hcdb) stetig FunJdum auf A, so ist f punk^mae uiMtetig. 

Dies folgt wegen 33*2*2 aus 2S*8*2. 
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36‘2*6. ht g eine oberhcdb, h eirie unterhalb stetige Funktion auf A und 
g so gibt es eine stetige Funktion f auf A, so dafi g ^ h. 

Dies foigt wegen 86*2*2 und § 35 (1) aus 35«3*1. 

36*2«7. 1st A und q) eine oberhalb (bzw, unterhalb) stetige Funktion 
auf A, so gibt es eine oberhalb (bzw, unterhalb) stetige Funktion f auf E, 
so dap (p^ Alf, 

Dies foigt wegeu 86-2*2 aus 85*8*2. 

Literatur: Die Grundziige derTheorie der halbstetigen Funktionen, insbcsondere 
auch Satz 86*2*2, stammen von R. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 6; Bull. soc. 
math. 32(1904)8. 125. Satz86*2*48tammt von W. Sierpiiiski, Fund. math. 9 (1927) 
S. 1, Satz 86-2*6 von H. Hahn, Wien Ber. 126 (1917) S. 103. 

3, Beispiele halbstetiger Funktionen. Sei wieder E ein metrischer 
Raum und A^E. 

36«34« 1st f eine Funktion auf A, so ist ihre obere (bzw. untere) Schrankerir 
funktion f (bzw. f) eine oberhalb (bzw. unterhalb) stetige Funktion auf A^. 

Aus 26-l*5 foigt: ist y>f(a), (bzw. y<f(a)), so gibt es eine Um- 
gebung so daB f(x)<y (bzw. f(x)> y) fiir alle xsA^Ua- Die Be- 
hauptung foigt nun aus 86*1*1. 

36*3*11- Istf eine Funktion auf A, so ist ihre Schwankung co eine oberhalb 
stetige Funktion auf A^. 

Nach § 26, 3 ist u) (x) == 1|/ (x) -/ (a?) 1| = (f(x )) - (/ (x )) , wo >Sf die 

Schrankungstransformation bedeutet, Nach 86*8*1 ist /(a?) oberhalb, f(x) 
unterhalb stetig; also ist auch S {f(x)) oberhalb, S (/(a?)) unterhalb stetig; 
nach 86*1*4 ist (/(«)) oberhalb stetig, also nach 86*1*51 auch 
S{h^))-S{f{x)). 

36*3«12* Ist f eine Funktion auf A, so ist ihre reduzierte obere (bzw. untere) 
8<krankenfunktion f"^ (bzw. f^) eine oberhalb (bzw. unterhalb) stetige Funktion 

auf A^f und ihre reduzierte Schtoarikwng oP- eine oberhalb stetige Funktion 
auf A^. 

Dies foigt aus 27*1«5« 

36*S«13* Istf eine Funktion auf A, so ist ihre obere (bzw. untere) Scbranken^ 
funktion bet Vernachldssigun^ von M-Mengen (bzw. f^^) eine oberhalb 
{bzw. unterhalb) Mi^e Funktion auf A^, und ihre Sckwankurig bei Vemach^ 
Idasigung von ^-Mengen eine oberhcdb stetige Funktion auf 

Dies foigt aus 27«4*8« 
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36*3*2. 1st f eim oberhalb (bztc, unterhalb) atetige FunJdion auf A, ist 
B dicht in A und f {x) {bzw,f{x) ^ y)f'dT alls xe B, so ist die Menge 
[f{x) > y] (bzw, die Menge [f(£) < y]) von erster Kategorie in A, 

Seiy = lim yn^Vn > V'y nach 80*1*2 ist dann [/ {x) > y]^ S [f (z) ^ y^]; 

n ** 

es geniigt also, zu zeigen: die Mei^e [f{£) ^ yn] nirgends dicht in A; 
und da sie nach 86*2*1 abgeschlossen in A ist, geniigt es nach 11*2‘H1 zu 
zeigen, daB [f{£) ^ yn] keinen in.4 offenen Teil 3-^ kat. Ware ^einnicht 
leerer, in A offener Teil von [/ (£) ^ y„], so gabe es nach ein a e jB G 
und, weil 0 offen in A, ein 17», so daB ^ £ (7, also f{x) ^ y„ fur alle 

xeAU^; dann waxe nach 26-2-11 f(a)^yn>yy entgegen der Voraus- 
setzung. 

36*3*3* 1st f eine Funktion auf A , so ist, damii ihre Schioankung o){x)^k 
set fur cdleze A, notw&ndig und hinreichend, dafi es eine stetige Funktion 

k 

f* auf A gibe, so dafi H/* (a:) — /(*) \\ alk xs A. 

Notwendig: Naoh 8«-8-l ist / oberhalb, / unterhalb stetig, also auoh 
S (f) oberhalb, S (/) unterhalb stetig. Wegen m = 3 (f) — S (f) ^ kist 

3 if) — ^ ^ 3 if) + ^ . Da hierin <S {/) — |^ oberhalb, 3 (f) + ^ unter- 
halb stetig, gibt es nach 8«-2.e eine stetige Funktion /**. so daU S if) 

^ ^f**^ |S(/) + ^> indsDi 'wir nach § 30 (3-1) /*• ersetzen durch 

kSnnen wir annehmen: — 1 ^ /** ^ 1. Setzen wir 8~^ if**) =/*> 
so ist f* stetig uad 3 if) — ~ ^ 3 if*) ^ 3 if) + ^, undda, 3 (f) ^8 (f) 

^8if), ist 8 if) -I ^8 if*) ^8 if) d.h. Hin- 

reichend: Sei 2:e.4unda>ifc: wirwah]en8> OsokIem,daB fc + e<a; 

vegen der Stetigkeit von/* gibt es ein 17,, so daB ] 5(/* (a^)) S(/*{®)) ! 

k 

< I fiir aUe D,; nach Annahme ist 1| /* (a^ — /(*0 11 ^ g’ 

^ k s k 

lS(/*(aO)-S(/(»0)l^ also ist 1 S (/(*') --S(/* (a:)) ( ^ fur 

alle a/ e ^ U,, also auoh [ 3 (f(x ")) - S (/*(*)) 1 < | -f | ffir alle *" e 17„ 

also 1 S(/(a;0)- -S' (/(*")) |<e+i<2 fOr alle afsAV^, n/'sAVy 
d.h. ll/{*') — /{*") 11<* far alle i^sAU,, af'sAUf-, naoh 2«*8.U ist 
demnaoh <o{z)^z, also auoh tt>{a;) s»i. 

Literatur: E. Baire, Ann. di saat, <3) 8 (1899) S. 6. Zu Sets 88.8^! 
H. Hahn. WUso. Ber. 12ft (1917) S. 91. 
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4. Bairesche Funktionen und halbstetige Funktionen. Sei E ein 
metrischer Raum, / eiiie Funktion auf E. Dann gilt: 

1st f stetig bis auf eiue ^-Menge^ so gibt es eine oberhalb {Jbzw. sine 
unierhalb) stetige Funktion auf E, die sick von f nur in den Punkten einer 
SK-i/ewf/e unterscheidet. 

Sei M eine 9JZ-Menge und {E— M) 1/ stetig; da nach Eigenschaft 1.) und 
3.) der SJl-Mengen (§ 27, 4): (E M)OZ^A fur jede in E offene Menge 
G’^A, ist nach 11-1-3 j& — if dicht, also nach: (jE7 — M)^ = E, 

Setzen wir (E — if ) 1 / — so ist also nach 36-8*l die obere (bzw. untere) 
Schrankenfunktion J (bzw. g) von g eine oberhalb (bzw. unterhalb) stetige 
Funktion auf E, Da nach Annahme g stetig, ist nach 26-2-4 5 (a:) = gr (n:) 
^ g{x) ^f {x) fiir alle xeE -- M, also ist [g (x) 4= / (:^)] £ if , somit nach 
Eigenschaft 1.) der 2)^-Mengen eine SR -Menge, ebenso [g (x) =t=/(ic)]. Also 
leistet g (bzw. g) das Verlangte. 

36*4*2. 1st f eine Bairesche Funktion im Youngschen Raume E, so gibt es 
eine oberhalb (bzw. unierhalb) stetige Funktion auf E, die mit f in alien Punkten 
einer Residualmenge iibereinstimmL 

Xach 35*5«2 ist / stetig bis auf eine Menge erster Kategorie ; die Behaup- 
tung folgt also aus 36-4*1, indem man dort unter den SR-Mengen die Mengen 
erster Kategorie versteht. 

§ 37. Funktionen erster, zweiter und dritter Klasse. 

1. Funktionen erster Klasse. 1st .S ein metrischer Raum, so sind nach 
§ 35 (1) Oder nach 36*2*2 und 36*1*3 die (£} -Funktionen in E nichts anderes 
als die stetigen Funktionen. Wir betrachten nun die (Sii-Funktionen in E, 
die wir wie in § 3o, 1 auch als die Funktionen erster Klasse in E be- 
zeichnen. 

37*1*1. 1st f eine Funktion erster Klasse hn Youngschen Raume E und ist A 
ein in E, so ist Alf punktweise unsteiig, 

Kach 19*1*2 ist A eine Youngsche Menge; nach 35*3*3 ist A 1 / eine Funk- 
tion erster Klasse in A, d. h. A 1/e (£H (A), also nach 35*1*5 A 1 / e (S* (A); 
die Behauptung folgt also aus 28*8*2- 

37*1*2. 1st f eine Funktion im separablen Youngschen Raume E, so ist, 
damit f von erster Klasse sei, natwendig und hinreichend, da^ es in jeder 
in E perfekten Menge P 3 A einen Stetigkeitspunkt von Plf gebe. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 37*1*1. Hinreichend: Xach An- 
nahme gibt es in jeder perfekten Menge P 3 A einen Punkt, in dem Plf 
stetig, also nach 35*7*1 eine £{ -Funktion, mithin auch eine (£|-Funktion 
ist; nach 35*7*4 ist also / eine S^-Funktion, d. h. von erster Klasse in E. 
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Aus 35- 7*4 folgt nur, dafi, wenn / von erster Klasse in E, d.h, fe Si (E) 
ist, es in jeder perfekten Menge P A einen Punkt gibt, in dem P If 
eine (So-Funktion ist, wahrend es nach 37- 1*2 in P sogar einen Punkt gibt, 
in dem P 1/ stetig, d. h. eine E}-Funktion ist. Fur ^>2 gilt eine solche 
Verscharfung von 85*7*4 nicht; denn ist Ktj <mi und gibt es in 
jeder perfekten Menge P 3 ^ einen Punkt, in dem PI/ eine S^-Funktion 
ist, so ist nach 35* 7*4 feQ,^ (P), wahrend es nach 35*8*1 (S|-Funktionen 
gibt, die nicht E^-Funktionen sind. Diese Sonderstellung des Falles f = 2 
beruht darauf, dafi 85-7*4 nur fiir | > 1 gilt. 

37 - 1 - 21 . let f eine Funktion im aepirablen Youngachen Baume E, die nur 
abzdhlbar vide UnatetigkeUapuvJcte hat, ao iat f von erster Klasse, 

Nach 19-3-1 hat jede in E perfekte Menge P 3 -4 die Machtigkeit X, ent- 
halt also gewiB einen Stetigkeitspunkt von P If; die Behauptung folgt 
also aus 37-1-2. 

37 - 1 - 3 - In eirvem abzahlharen Baume E ist jede Funktion von erder Klasse. 

Jeder Teil A von E ist abzahlbar, also ein F^j , also A ^ ^35® (P) ; insbesondere 
ist also [/ {£) > 2/1 « 35^ (P), [/ (£) < s (P), also nach 35-2-2/e Si (E). 

37 - 1 - 4 . Ist E ein separabUr Youngscher Baum und M ^E , ao ist, damit 
(P) sei, notwendig und hinreichend, dap fur jede in E 'perfekte Menge 
P 3 ^ Begrenzung C von M P in P nirgends dicht in P sei. 

Notwendig: Ist / die charakteristische Funktion von M, so sind die 
Aussagen: JbT c (P) und fe Si (E) nach Bo-2-41 gleichbedeutend. Offen- 
bar ist C identisch mit der Menge der Unstetigkeitspunkte von PI/. 
Nach 10-6-4 ist C abgeschlossen in P; ware C nicht nirgends dicht in P, gabe 
es also nach 11-2-111 eine nicht leere, in P offene Menge (? S 0; da P ein 
in P, steht dies im Widerspruche mit 87-1-1. Hinreichend : Ist C nirgends 
dicht in P, so gibt es einen Punkt ae P—C;da,a Stetigkeitspunkt von PI/, 
folgt die Behauptung aus 87-1-2. 

37-1-41- 1st E ein separabler Youngscher Baum und A eine ahzdhlbare 
Menge £ P, so ist, damit A e S| (P) sei, Tu^vxndig und hinreichend, dap A 
separiert sei. 

Notwendig: Sei B ein mcht leerer insichdichter Teil von A ; nach 12-5-8 
ist P® perfekt; nach 11-8-12 ist B dicht in P®, also auch A P® dicht in P®; 
und da A P® abzahlbar, also nach 19-4-5 von erster Kategorie in P®, und da 
P® nach 19-1-2 eine Youngsche Menge, ist nach 19-7*51 auch P® — A 
dicht in P®; also ist jeder Punkt be P® B^enzungspunkt von A P® in P®, 
also ist nach 87-1-4 A e S| (P), Hinreichend: Sei P eine perfekte 
Menge 3 • Ist A separiert, so ist nach 12-6-2 auch A P separiert, und 

nach 12-6-4 ist A P nirgends dicht in P; also ist nach 11-2-12 auch (A P)® 
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nirgends dicht in P, und da (/I P)® die Begrenzung von -.4 P in P ist, 
folgt die Behauptung aus 87*1*4. 

Litt'ratur: Satz 37*1*2 stammt von R. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 10; 
Bull. soc. math. 2S (1900) S. 173. Xaheres fiber 18 |-Mengen; F. Hausdorf f , Mengen- 
ichre S. 170. 


± Funktionen erster Klasse und halbstetigo Funktionen. Wegen 
£ So , El £ So sind nach 36- 2*2 die halbstetigen Funktionen auch 
So-Funktionen, d. h. Funktionen erster Klasse. Nach 35-1-4 ist demnach 
auch die Summe einer oberhalb und einer unterhalb stetigen Funktion, 
oder, was nach 36* 1*4 dasselbe heiBt, die Differenz zweier oberhalb stetiger 
Funktionen eine Funktion erster Klasse: umgekehrt ist nach 84*4-4 jede 
Treppenfunktion erst^^ Klasse eine solche Differenz, also ist nach S4*4*31 
jede Funktion erster Klasse durch Funktionen, die Differenz zweier ober- 
halb stetiger Funktionen sind. gleichmafiig approximierbar. Hingegen ist, 
wie wir nun an eineni Beispiel im Pj zeigen wollen, nicht jede Funktion 
erster Klasse Differenz zweier oberhalb stetiger Funktionen. 

Nach 12-9-8 gibt es im Intervalle [a, h\ des dine abzahlbare, abge- 
schlossene Punktmenge , so daB fiir t ^ = A- 

Nach § 12 (8*2) ist, da nach § 12, 9 fiir abgeschlossene Mengen die t-te Ab- 

leitung mit der i-ten Koharenz iibereinstimmt : = S ({^„)‘ — . 

Da nach 12-8-21 der insichdichte Kem von leer ist, ist A^ separiert. 
also nach 12.0-2 wegen (A^)^ * nach 12.7-2 ist also die 

Menge (-4„)* — isolierten Punkte von dicht in (A[„)* ; ist 

ae(.4„)*’^\ d. h. ist a Haufungspunkt von (-4„)^ so gibt es also in jeder 
Umgebung Ua einen Punkt 

Wir definieren nun, wenn k eine positive Zahl bedeutet, eine Funktion 
auf A„ dutch: 


( 2 ) 


f {Xf k , Ajx) 


0 auf (A„r^^ 

k auf ^ 


37*24. 1st f (x, k, {x) — g 2 i^)> w--o oberhalb stetige Funk- 

tionen auf bedenten, so gibt es ztcei Punkte e A^, z/' sA^, so da^ 
9i (^) — 9i > (» —l)k. 

Sei dann gibt es, wie eben bemerkt, in jeder Umgebung 

von Xo^ein xe (*4^)-", und da gi.g^ oberhalb stetig, gibt es 

somit ein - (4,)®*, so daB g; Qj ^ 

(i= 1,2): ebenso gibt es ein so daB g; 

1. 2) usf.; es gibt also ein k, e (4„)* — , 
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h 

80 daB gj (sTj.j) < j, (»,) + ^^ {» = 1 , 2 , . . 2 «). Wegen g^ {x) — gr* (*) 

jg 

= f(x. k. A„) ist dann: ft = ft (ar^i-g) < ^ =9i 

k k k 

— * + 2 -<?i(* 2 i) — *+-. also ft (aJaj.gX ft (* 2 ^)—* + -(»•= 1, 

2, . . n); durch Addition dieser n Ungleichungen erhalt man (aro) 
< (a?2n) — ^ Oder, indem man = a:' , a;^ = a/' setzt: (a/) 

— {ocf')>(n^l)k. 

37«2*2. eine FuTiHim erster Klaaae tm , die nicht Differenz 

zweier oberhcdb sfetiger Funktionen ist. 

Seien , r 2 , . . . , r„ , . . . die samtlichen rationalen Punkte des JUi , und 

sei eine abzahlbare abgeschlossene Punktmenge in 4- , 

so daB 3 .4 fur t 2» , =A. Da die nii^gends dicht sind, 

konnen sie ohne weiteres als disjunkt angenommen werden. Wir setzen 
SA„ = B, und definieren, indem wir von (2) Gebrauch machen, eine Funk- 

n 

tion / (a?) im durch : 

/(«)=/ |«, fur a?€ /(a?) = 0 fiir are — B. 

Dann ist / stetig in alien Punkten von — B, imd da B abzahlbar, ist / 
von erster Kiasse nach 87*1*21. Wir zeigen nun, daB /nicht Differenz zweier 
oberhalb stetiger Funktionen ist. Angenommen, es ware / = /^ — /^ , wo 
fi » /a oberhalb stetig ; dann sind A„lfi,A^l oberhalb stetige Funktionen 

auf A ^ , und wegen 1/^ — 1/g = / |x, i, A,j gibt es nach 87*2*1 

71 — 1 

zwei Punkte a;' e A„ , a;" e A„ , so dafi /^ (a;') — (a/') > — — . Und da es 

jedem noch so kleinen Intervall [a, 6] unendlich viele n gibt, so daB 
An S [a, 5], kaim in keinem Punkte des stetig aein; w^n 86*2*5 aber 
ist dies ein Widerspruch g^en die Annahme, sei oberhalb stetig. 

Literature W. Sierpihski, Fund. math. 2 (1921) S. 15; St. Hazurkiawicz, 
Fund. math. 2 (1921) S. 28. 

3. Fanktioiien zweiter Kiasse. Lst E ein metrischer Raum, so haben 
wir die Funktionen aus (B) als Funktionen zweiter Kiasse in E bezeichnet. 
W^n^^ (E) ^ @3 (B), (B) sind insbesondere die ^-Funktionen 

und die zweiter Kiasse. 

S7*$*l. 1st {{fn)) eineFdge ^eMger Fufiktumen auf E, so ist lim/»£6i(B), 
5mAe6*(B). 
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Setzen wir/„ = sup/„, so ist nach 86-l*6 /„ unterhalb stetig, also nacb 

v'^H 

3«*2.2 /„ e E* (£) ; da lim /„ = lim , und /„^ j ^ ^ , ist also lim /„e Eg (E) . 

n n n 

37*3*11* 1st f{x, t) fur jedes t aus (a, h) eine stetige FunJction von xauf 

E,soist lim f(x,t)s(£ 2 {E), lim f(x,t)e(l^{E),ebenso lim f 
t^a-o l^a^o t-^b-0 

lim /(a*, t) (E). 

Sei ((bn)} eine abnehmende Folge aus {a, b) mit -*■ a, und sei (ar) 
= sup nach 86- 1*6 i8tf„(x) unterhalb stetig, also fned^(E); 

t e {a. bf^) 

da lim / (x, t) = lim /„ (x), und (x) ^ /, {x), ist lim / {x , «) £ S, (E ) . 

*rf+0 n t^a^Q 

37*3*2. UrUerscheidet sich g von einer Fmktionf erster Klasse in E nur in 
abzdhlbar vielen Punkten, so ist g von zweiter Klasse in E. 

Denn ist fe so ist auch f e ^3, also nach 85*2*6 auch g a Ef. 

Z. B. ist nach 87*8*2 die Funktion g («), die — 0 ist fur alle irrationalen 
X und =: 1 fiir alle rationalen x des , von zweiter Klabsse im E^; und zwar 
ist sie, da die Menge der rationalen Punkte nach 88*4*o eine ^^-Menge 
und nach 19*2*2 keine 85*2*4 genau eine S^-Funktion. 

Sind , . . . , r„ , . . . die samtlichen rationalen Punkte des E^ , so ist 

g (x) = lim lim 2^ 

Sei E ein Youngscher Raum, dessen insichdichter Kem ist; nach 
19*2*1 gibt es ein in E nirgends dichtes reduziertes (§ 24, 2) dyadisches Dis* 
kontinuum B; nach 24*2*4 ist B eine B2-Menge in E ; hingegen ist B nicht 
^“-Menge in E ; denn dann ware, wenn A das dyadische Diskontinuum 
bezeichnet, aus dem B durch Weglassen abzahlbar vieler Punkte ent- 
standen ist, nach 88*4*i2 auch Be ©^(.4), also A BeSSziA); es ware 
also die abzahlbare, insichdichte Menge A — B eine Youngsche Menge, 
im Widerspruche zu 19*2*2. Ba somit ® genau eine 232-Menge in ist 
die charakteristische Funktion g von B nach 85*2*4 genau eine E2*Funktion 
in E, also von zweiter, aber nicht von erster Klasse; und weil B nirgends 
dicht, ist sie punktweise unstetig in E. 

37*3*3* A Iff jedem separabknp insickdichten Youngscken Eaume E gibt es 
Funktiomn zureiter Klasse, die nicht aus einer Funktion erster Klasse durch 
Abdnderung der Funktionsiverte in abzahlbar vielen Punkten evtstehen. 

Sei , Bg , . . . , . ein ausgezeichnetes System in E offener Mengen 

(§ 13, 1): nach 19*1*2 und 12*4*21 ist eine insichdichte Youngsche Menge ; 
nach 19*2*1 gibt es also ein in B^ nu^ends dichtes dyadisches Biskonti- 
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nuum Bn] wir setzen S = 5 und bezeichnen mit /die charakteristische 

n 

Funktion von B, Da nach 18-3-8 B^ abgeschlossen, ist J? e S* {E), also ist 
nach 85*2*4 /£ (P {E), mithin ist / von zweiter Klasse. Entstehe nun g aus / 
durch Abanderung der Werte von /in den Punkten der abzahlbaren Menge 
A; wir haben zu zeigen, di^B g nicht von erster Klasse sein kann; nach 
37*1*1 geniigt es, zu zeigen, daB g keinen Stetigkeitspunkt besitzt; und da 
^ (a;) = 1 fiir a; £ J? — A, gr (ar) = 0 fur a; £ (j® — 5) — A, geniigt es weiter 
zu zeigen, daB J5 — A und {E — B) — A dicht in E sind. Sei GZ)A eine 
in E offene Menge; es gibt ein also auch ein B^^G; da nach 

Bn die M^htigkeit X hat, ist j5„ — A 3 G (B~— A) A, 

also ist B — A dicht in E nach Da B^ nirgends dicht, ist B von 

erster Kategorie, also auch A -f ^ von erster Kategorie, also E — (A + jB) 
= (jE? — jB) — A nach 19* 7*51 dicht in E. 

Literatur: Fine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB /aus einer 
Funktion erster Klasse durch Abanderung der Funktionswerte in abz&hlbar vielen 
Punkten entstehe, findet man bei K. Baire, Ann. di mat. (3) 3 (1899) S. 75 und 
H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen (Berlin 1921) S. 368. 

4. Fanktionen dritter Klasse. Sei E ein separabler, insichdichter 
Youngscher Raum. Wir geben ein Beispiel einer Menge JB ^ jE?, die genau 
eine S3 -Menge in E ist; ihre charakteristische Funktion/ ist dann nach 
85*2*4 genau eine (Sj-Funktion in E, also von dritter, aber nicht 
von zweiter Klasse. 

Da nach 24*4*8 jeder Youngsche Raum homoomorph einem voUstandigen 
Raume ist, konnen wir nach 88*8*2 E als vollstandig voraussetzen. Sei 
Hi , .^2 , . . . , . . . ein ausgezeichnet^ System in E offener Mengen 

(§ 13, 1); nach 19*2*1 gibt es ein in Hj nirgends dichtes dyadiaches Dis- 

kontinuum Aj , und da — (Aj + A2 -j + A^, j) offen in E, also nach 

12*4*21 eine insichdichte Youngsche Menge, gibt es ebenso ein in 

^ 4- . . . + A,„j) nirgends dichtes dyadisches Diskontinuum 

Ai; dann sind die A^ disjunkt; da es zu jeder in E offenen Menge G^A 

ein B^QG gibt, gibt es auch ein A^ ^ und weil A^ nirgends dicht, so ist 

A* ^SAi von erster Kategorie in E. Da A^ nach 18*9*8 und 18*5*11 insich- 
% 

dicht und vollstandig, erhalt man genau so eine Folge A^j, A,^, . . 
Ajjfc , ... disjunkter, in Ai nirgends dichter dyadischer Diskontinua, so 
daB es zu jeder in Ai offenen Menge 03 A ein A^^C ^ 

At = 5 Aiir von erster Kategorie in A*. Ebenso gibt es eine Folge A,.^i, 

Jt 

Ajjt2 , . . . , A, 1 . 1 , ... disjunkter, in A^j^ nirgends dichtar dyadischer Dis- 
kontinua, so daB es zu jeder inA^^ offei»n Menge 03A ein Am^G 
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gibt ; dann ist = S von erster Kategorie in usf . — Wir setzen nun 


=s= ^( 2 ) = 5 j ^(3) — 5 ^*^ xmd setzen weiter B = D A ^^^ . 

i ik n 

Da B C ist B von erster Kategorie in B; Aa B A^QA^ , ist B A^ von 
erster Kategorie in-^i usf. Da die Mengen Ai^Ans^Aij^i,,., abgeschlossen, 
also SBi-Mengen in E sind, sind die Mengen A*, A], A*j^, . . . S5--Mengen, 
also sind auch die Mengen A^^\ A^^\ A^^\ , . . S^.j^^ngen, und somit ist 
Be (E ) . Es ist noch zu zeigen, daB B r^e 93® (B) , d. h. nach § 33 (4-32), 
daB nicht 


(4) B = Lim B, mit B^s (B) 

¥ 

sein kann. — Angenommen, es gelte (4), und sei die charakteristische 
Funktion von B^, / die charakteristisciie Funktion von B; nach 85«2*41 
ist dann /, £ Eg (B), und (4) ist gleichbedeutend mit: 


(4-1) /-lim/,. 

V 

Mengen A^ und die Menge der Unstetigkeitspunkte von 
iw^h 87*1*1 und 26»5*11 ist Cy von erster Kat^orie in Ai , und da 
auch B Ai^ von erster Kategorie in Ai^ , so ist auch O = B + S von 

erster Kat^orie in ^ ist nach ie*7-511 ~ (7 2 ) /I . Sei Oje — ( 7 ; 

dann ist Oj e B , al^ nach (4) auch u^^e B^ fur fast alle v ; sei so ge- 
wahlt, daB a^^e B^^\ dann ist (oi) = 0, und da a^^eO ^^ , also % Stetig- 

keitspunkt vonAi^ gibt esein positives ^ ^ so dafi (a;) = 0 f iir 

alle X B Ai^ . — Nun gibt es unter den Mengen A^^^ eine C ^ ; 
ersetzt man in der ehen durchgefuhrten tJherlegung Ai durch Ai ^ , 
so sieht man: es gibt ein a^e Ai^j^^, einen Index V 2 und ein positives 

aoda 3 a 2 ^eBundf,Jx )^0 fur aUe x e Ai^jt^ , Ebenso 
gibt es ein ein einen Index V 3 3 und ein 

positives ^ ^ , so daB c^^sB und (a:) = 0 fur alle a? s 


Tiaf. Wir gelaDgen so zu einer Punktfo^ ((a,)), die wegen «„ a,+i < ^ - 

eine Cauchysche Folge ist; da F voUstandig, gibt es also ein a e F, so daB 
a„-a. D&»„eAi^turn^ l.a^eAi^tJvxn^2.a„eAi^i^[J^n^3xiBt.. 
und da die Mengen Ai^. ... abgeschlo^n, ist as 

• • •• fur alle M, also oe B,mithin/<a) = i . 

An<fererseits foigt aus .... daB , 

nun war 4(*)=0 fur zsAi^E^^^, f,(x)=0 fur 
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dies aber steht wegen / (a) = 1 und v^'^n in Widerspruch mit (4‘1). 
Also kann (4) nicht bestehen, w. z. b. w. 

Literatur: R. Baire, Acta math. 30 (1906) S. 30; N. Lusin, Le^. s. 1. ensem- 
bles analytiques S. 92ff. 

§ 38. Folgen B^reseber Funktionen. 

1. Konyergente Folgen Bairescher Funktionen. Sei E ein metrischer 
Baum, ((/„}) eine konvergente Folge von g|-Funktionen inE, und lim/„ = / ; 

dann ist nacb 86*l*5/£(£|;jj; wenn aber ((/«)) gleichmaBig konvergiert, ist 
nach 85*l*4/e®|; gleichmafiige Konvergenz ist also eine hinreiohende, 
keineswegs aber notwendige Bedingung dafur, daB / e ®| sei. Wir geben 
eine Bedingung an, die notwendig und hinreichend ist. Wir setzen 
S (fn) — ^ (/) = iS die Schrankungstransfonnation bedeutet; dann 

sagen wir: die Folge ((/J) ist im Punkte asE ®|-konvergent gegen /, 
wenn es zu jedem ^ > 0 eine Umgebung , einen Index n und ein 
(E) gibt, so daB [ r„ (x) — g {«) | < ^ fiir alle z s . 

38*1*1. Ist ((fn)) eine konvergerUe Folge von %\~Fun1diomn (| > 1) im 
eeparablen Raume E, und f = lim/„ , so ist, damU auck /e E| (E) sei, nc€- 

wendig und hinreichend, dafi es in jeder in E perfekten Menge FZ) A einen 
Punkt gebe, in dem ((P 1/^)) &^~konv€rgent gegen PI f ist. 

Notwendig: Ist s ®| (E), /eS| (E), so ist nach 85*1«4 auch S (/«) 

— ^(/)e®| (E), also nach 35*S«S auch P 1 (P); somit ist ((P !/„)) 

in jedem Punkte von P (£|-konvergent g^en PI/. Hinreichend: 
Ist ((P 1/n)) im Punkte ae P (£|-konvergent gegen P If, so gibt es zu 
jedem q> 0 eine Umgebung , einen Index n und ein s (£| (P) , 
so daB I r„ (x) — g (z) | < ^ fur aJle xe PU^, d. h. | (P 1 (f^) — g) 

— P 1 j 8^(/) 1 < g fiir alle zePU^; da PljSf(/tt) — gs®| (P), besagt das: 
P 1 iS^ (/) ist im Punkte a eine €^|-Punktion (§ 35, 7); nach t5»7»4 ist sdso 
S (f) 6 (51 (E), also auch /e(5| (E ) . 

Wie 85-7-4 fur f = 2 ergSnzt wird duroh 37*1.2, wird 38*14 fur { = 2 
erganzt durch; 

38*1*2. Ist ((fn)) eine konvergente Folge von Funktionen ersiUst Klasse tm 
sepcmMen Toungsehen Raume E, undf= Hm/^, so ist, damit aveh f mi 

fi 

erster Klasse sei, notwendig und hinreickend, da§ es in jeder in E perjekien 
Menge P 3 .d einen Punkt gebe, in dem ((P 1/,)} uniform ^en Plf fem- 
vergiert. 

Notwendig: Nach 37*1*1 sind Pl/» und Plf punktweiae unstetig; 
ist also bzw. A die Menge der UnstetigkeitBpunkfce von Pl/» bzw. Plf, 
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so sind nach 26*5*11 A„ und A von erster Kategorie in P, also auch 
B = S A„ -i- A : also ist nach 19-7-511 P — B A ; in jedem Punkte 

n 

be P — B sind aber alle Plfn und PI/ stetig, also ist naoh 28*1*1 die 
Konvergenz von ((P l/„)) gegen P 1/ uniform in 6, Hinreichend: Kon- 
vergiert die Folge ((P l/„)) im Punkte beP uniform gegen PI/, so ist sie 
in 6 auch (^S-konvergent gegen /; die Behauptung folgt also aus 88* 1*1 fur 
f = 2. 

38*1*8. let ((/»)) eine konvergent^ Folge von i§,YFunktionen im melri- 
schen Baume E, und / = Hm/„, so ist, damit auch f (E) sei, not- 

n '* 

wendig und hinreichend, dafi es zu jedem ^ > 0 eine Folge von Mengen 
E^e^^{E) und eine Jndizesfolge {{?^,)) gebe, eo dap E = S E,, und 

II fiir alle xeE^, 

Not wendig: Ist /fi(S|(P), so ist auch 6’ (/^) — (/) e (P), also 

nach 80-5*l auch l|/>— /H s(S|(P); setzenwir [|l/,.(i^) — /(:^) 1| <^] = P,, 
so ist also nach 8e»2*3 P,eS^(P), und wegen/ = lim/, ist P = SP^. 

V V 

Hinreichend: Nach 8o*6*4 gibt es eine Folge von Mengen A^^sSd^(E) 
(i = 1, 2, . . .) und von Zahlen (i = 1, 2, . . .), so dafi P ==:SA„f und 

ll/« — «,i 11 auf Dann ist H/ — c,_.. H ^ ||/„^ —f\\ + l|/„, - || 

< 2d auf . Und da P =SP, = S.4^^Py und A^^E^eSb^ (E) , 

ist/e(5|(P) nach 8o*6*4. 

Im Falle f = 1 sind die Mengen E„ von Satz 88-1-8 als S3^-Mengen 
offen in E; ist P in sich kompakt, so gibt es also nach unter 

den P^ endlich viele, die P uberdecken ; beachtet man noch, dafi, wenn 
/ und die /« stetig sind, die Mengen { \\fn {^) — -/(i^) || < 3] nach 2o*$«l 
offen in P sind, so erkennt man, dafi sich 88*l-8 fur f = 1 auf 28*2*2 
reduziert. 

Literatur zu Satz 88*1*1: H. Fried, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931) 
S. 301; zu Satz 88*1*2: C. Burst in, Monatsh. f. Math* u. Phys. 27 (1916) S. 292; 
zu Satz 88*1*8: B, Gagaeff, Fund, math. 18 (1932) S, 182, 

2. Kompakte Mengen von S|-Fanktionen. Gebrauchen wir den Be- 
griff der kompakten Funktionenmenge in dem in § 29, 4 eingefuhrten 
Slone, so gilt: 

38*2*1« DaTnit die Menge 311 von (^^-FirnkUonen in E (S> 1) kompakt 
eei, ietnotiwendig und hinreichend, dafi es zu jedem Q> 0 endlich vide Mengen 
®| (P) (v =» 1, 2, . . . , n) und zu jedem fe'Skn Zahlen Cj , Cg , . . . , 

gUd, so dafi E ^ S A,, und [[/(a;) — c, [j < p filr (die xeA, (r = 1, 
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Notwendig: Sei 3R kompakt; nach und 15*1*4 gibt es endlich 
viele Funktionen e 3R (i = 1, 2, . . . , k), die ein ^ -Netz in bilden. 
Nach 8o*6*3 gibt es endlich viele Mengen .dj, e S| (E) (y = 1 , 2, . , . , nj 

und Zahlen c., (v = l,2, . . . so dafi S und [j — r H 

*>=1 

<-|-fur alle xeA^^, Wir bilden die samtlichen (endlich vielen) Durch- 

JU 

schnitte -^ 2 ,^ . . . 2, , . I, 2, . . . , ; 

= 1, 2, . . . , und bezeichnen die nicht leeren unter ihnen mit , 

n 

A^, . * -4^; dann ist e 85| (E) (v I, 2, , » , , n) und E ^ ^S^A^. Da 
» 3^2 » * ' • » A -Netz in 2R bilden, gehort zu jedem /e 3R ein pf* , so daB 
||/(*) _ jr, (x) II < q flip alle zsJS; nach Definition der Mengen A, gibt 
es eine Zahl c,, so daS |j (a:) — c, Ij < | fur alle xsA,; also ist 

ll/(*)-c,ll^ ll/(*) -?.(») 11 + 11 ?.(*)- Cr II <e 

Hinreichend: Urn zu zeigen, daB 9K kompakt, genugt es nach 17>S481 
zu ze^en: in jeder Folge ((/,)) aus SR gibt es eine gleichmSBig konvergente 
Teilfolge. Nach Annahme gibt es fur jede naturliohe Zahl i endlich viele 
Mengen A^, (v = 1, 2, . . . . n*) und Konstanten c„, (» = 1, 2, . . . , 

■* 1 

80 dafi E = S Ai, und [!/,(*) — Cjt,||<v fur (»= 1,2,. ...n,). 

»«! ^ 

Jeder Funktion fi unserer Folge ist so fur jedea h ein System von 
Zahlen < 5 ^* 2 , augeordnet. Nun gibt es in der Folge ((/J) 
eine Teilfolge /f, fl, ... * ^ ^ zugeordneten Zahlen 

einen Grenzwert Cjj im konveigieren, die zugeordneten 
Zahlen Cn^ gegen einen Grenzwert e\^, . . die zugeordneten Zahlen 
g^en einen Grenzw^ in {{fj)) gibt eswieder eine Teilfolge 
so daB die zugehorigen Zahlen Gremiw^ft bn 

konveigieren, die zugehikigen Zahlen €^23 g^en einen Grenzwert 
<^2 , . . . , die zugeh^igen Zahlen 0 * 2 ^, g^n einen Grenzwert 4*^ usf. 
Dilden wir aus den so erhaltenenFo^en Hf}))r {{ff))* • • * dielhagouai- 

folge f},^> •••*/!» ... > so ist dies em& T^ol^ aus ((/<)) von fdgend^ 
Eig^Eischaft; ist Funktion zugeocdnete Zahl so gilt 

jij^5^^^^^;;^fai,aliehundi^=l,2, Esgibfcafeo so daB 

!!«/*. — 11 <i' ^ J>Jt' f >?*> r=h2....,nt. Zufo^ dec 
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Bedeutung der Zahlen gelten aber in jedem Punkte zeE iiir min- 
destens ein v (v = 1 , 2, . . . , n*) die beiden Ungleichungen : Wfj (x) — 

< ^. !14' {*) — <p ^ j>jk.3'>jk und alle xeE ist also 

3 

ist also nfj)) eine gleiolim&Big konvergente 

Teilfolge aus ((/,)). 

Literatur: P. Yeress, Fond. math. 7 (1925) S. 244. 

3. Folgen Borelscher Mengen. Ist ((BJ) eine Folge von S^-Mengen, 
so ist 5 B, e In Erganzung hierzu gilt: 

r 

38*3*1* 1st ((By)) eine Folge disjunMer "B^-Mengen (| > 1) und B ==S B,, 

V 

so ist damU B e S8|+ J sei, Tiotwendig und htnreichend, dup es Mengen e 93| 
gehe, so dafi B,^ und Lim A^:==A. 

r 

Notwendig: Ist B£S3|+J, so ist nacb 88*4«21 auch E — Be85|^i, 
also E — B ^ S Bl mit e 83^ . B, freznd zu (Bj + Bj) 

(By„i+B'_i), gibt es naoh 88*4*61 ein j4ye83|, so daB B^^A^, 
(B| + BJ[) + (By_j + B^_i) S E — A^, Da B = S (B, -f B^), 

V 

gibt es zn jedem aeE ein so daB a e B« + B^; da B^ + B' £ B — 
fiir V > », ist O'^eA^ fur fast alle v, d. hi. Lira A^^A. Hinreicbend^): 

V 

Da B,8 83^, ist auch ByeS3|Ji, (4*32) in 83| 

eine Folge B^^, B^j, - - • , B^x» — » ^ — Lim B^j^, Wir setzen: 

Gx = Bxx Ax + B 2 X -^2 + • • • + BxxAx\ dann ist 83|. Um zu zeigen, daB 
B8 83|+i, ^ stfthh §33 (4*32) zu zeigen, daB B — Lim(7;i; 

d. h. wir haben zu zeigen: ist as B, so auch aeCx fur fast alle A; ist 
a^sBf BO auch a^^eCx fur fast alle X. Sei also asB; dann gibt es 
ein n, so daB asB^; dann ist auch asA^, und es gibt ein X*, so daB 
^eB,x fvoc A > A*; also ist aeCx, sobald A > A* und A > n. Sei sodann 
a^e B; wegen Lim A^=A gibt es ein n, so daB a^^sA^ fiir v > »; 

w^n a^eB ist auch a^eB, fiir alle v; mithin gibt es ein X*, so daB 
a^8By;i fur = 1, 2 , . . n und A> A^; dann aber ist auch a^eCx fiir 
X>X*k 

38*3*2« Ist Be 83|+i (f > 1), so gibt es eine Fdge disgunkfer Mengen 

By e 83^, so ddfi B = S B^, 

— ** 

^) Bei diesem Teil des Beweises kann die Voraussetzung B^e 83^ auch durch die 
weiiere B^s S3|+i eirsetzt werdeu, und die Voraussetzung, die By seien disjunkt, 
kann weggelassen werden. 
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Nach § 33 (4*32) ist B = Lim mit C;^b SS|, also ist auch B = Um 

^ JL 

und mithin nach § 3 (7*1), wenn D gesetzt wird: B ^ S Dx 

A A 

“ I>i -{- (Z>2— Di) -J- (2>3 — 2)2) hierin sind die Mengen , i)*— D^, 
D3 — Dg, ... disjunkt. Wegen ist nach § 33 (4*31): DxS^^, 

und da D;_ 1 — 2>ji = ^})> 38«4«2i auch JS? — C;i e 9| , 

so ist auch Dx^ 1 — ^ • 

38*3*21. Ist B € (f > 1) , 50 gibt es eirie Fclge disjunkter Mengen 
jBy 5 8^, so dap B == S B,, 

V 

Nach § 33 (4'31) ist ^ == S mit e ^|; \ , und wegen 38*4*32 kann nach 

8*8*11 angenommen werden, daB die Summanden 0^ disjunkt sind; also 
folgt die Behauptung aus 38*8*2. 

Fur f = 1 gilt nur: 

38*3*211. Ist Be S8^, so gibt es eine Fdge von Mengen B^e^, so dap 
jB = S jB, und der Durchschnitt je dreter Mengen B^ leer ist. 

V 

Die Menge B ist einF^,.also B = SF^, wo F, abgeschlossen; dabei kann 

9 

Fy Q F^.i angenommen werden; dann ist J? = F2 + (Fg — Fj) -f . . • S® 
ist also nur zu zeigen : sind F' und F'^ abgeschlossen, so ist F' — F" = S , 

9 

wo abgeschlossen und der Durchschnitt je dreier leer ist. Zu dem 
Zwecke bezeichnen wir mit Oj die Menge aller Punkte xeF\ fiir die 

xF'* ^ 1, mit {v> 1) die Menge aller Punkte xsF\ fur die — ^ ^ a:F" 
1 

^ dann ist abgeschlossen, der Durchschnitt je dreier C, ist leer und 

V 

F'-F" = SG,. 

P 

38*3*212. Ist Be (f QremxaU), so gibt es eine Folge disjunkter Mengen 
(V9<S)> so dap B^ SB,. 

Da nach § 33 (4*21) = ( S , isb B== S A,, wo J,s (i, <i); 

n<( * 

dabei kann angenommen werden: Sp<S,^i ^nd 

jB = S (A — A,^j) (wo Aq — A); wegen A,^^ e ist F— A,^^ ^ > 

also wegen auch E — A,^^ e setzen wir — A,,^ * so 

ist also B, e setzen wir noch Sp + l so ist < I » s 

jB = S jB, und die B, sind disjunkt. 

p 

Sei nun E wie in § 31, 1 eine g€fcnz beliebige Menge, W. ein System von 

Teilen von E. Dann gilt: 

38*8*8. Furj^Mengenf(dge{(MA)ausmistl^M,,€^,'UmM^em^. 

* H 
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Dies folgt aus § 3 (7-1). 

Sei insbesondere E ein metrischer Raum. Dann gelten fiir die Borelschen 
Mengen in E folgende Satze: 

38*3*31. ((^rt)) Mengtnjclge aua (bzw, aus $o ist 

Lim e , Lim A^ e 18^'^ {bzw. Lim A^ e , Lim A„ e g) . 

« n n ” 

Nach § 33 (4-3) ist (S3'‘)i = SSf« , (93«)‘ = also 
{S9*)j= die Behauptung folgt also aus 88>8*3. 

38*3*32. let {(j1„)) dne Mengenfdge o«« 95|, so *«< Lim ul„ s , 

n 

Di^ folgt wegen S| £ S 5 | £ S 3 ^ aus 88 * 8 -Sl. 

38*3-4. 1st As ,1 {bzw. A s9d^^) *{^ > 1) , so gibt es eine Folge ((4„)), 
so dafi Aft $ (bzw. A^s < ?) und lim A^^A (bzw. Lim A^ = A). 

n ft ^ ' 

Da ist .4 = D 8 ^» 8 * 2*11 kann noch 

angenommen werden: nach 88 * 8 * 21 , 88 * 8 * 211 , 8 S« 8*212 ist 

Bft^S Bft^,wo Bft^s ( 17 ^, < f ), und der Durchschnitt je zweier, bzw. je 

dreier Summanden = A ist. Ist as A, so as B^^ fiir alle n, also a a fiir 
unendKeh viele Indizespaare (n, v) ; gilt umgekebrt a sB^t^ fiix unendlich viele 
Indizespaare, so miissen, da je zwei, bzw. drei von gleichem Index n 
leeiren Durchschnitt haben, in diesen Indizespaaren unendlich viele ver« 
schiedene n vorkommen; also ist asB^t fur unendlich viele n, und well 
{(B„)) monoton abnJmmt^ asB^ fiir alle n, d. h. as A. Ordnen wir die 
(»>y = 1, 2, . . .) in eine Folge ((^ii)), so ist demnach TJm Ai^A.^ 

Die den Lim betreffende Behauptung agibt sich hieraus nach 88 - 4*2 und 
§ 3 (7-21) durch Komplementbildung. 

38-3-M. Id As (fewp. A s 8«+i) (i > 1), so gOt sa in »| eine Folge 
{(-^ii))* ^ Aft^ A Ibzw. lim A^^ ^ A). 

» n 

Dies folgt, da £ S| f iir ?7 < § , aus 88*8«4. 

88-»5a IstAe^df.i, As^d^^^ {bzw.Asm^s Is%at) undA^A, 
so gibt €8 in S9^ (bzw. in S5^) et »€ Mengenfdlge ({.4^)), so dafi Lim 41^ ==« .4, 
Lim Aft^ A. * 

N 

Dn As $ 1 ^ 1 , giM es in 23^ elx^ monotcm abnehm^Kb Mengenfolge 
({j4j,)) mit D -4J, =s j 4; dann fet auch lim .4^=* .4. Ka(4i 8M*4 gibt es in 

n n 
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S9* eine Mengenfolge {(’A")) mit UmA'' = A. Setzen wir —A'^, 

n 

SO ist «= lim ~ und nach § 3 (7*4): 

Lim-42- = A, LimA 2 f^ ^A, also Lim.d„ = A, Lim = A. 

38*3*51* ht A € , A s {| > 1) urid AQA,sogildes in «»e 

Mengenfolge ((-dn)), so dafi Lim A^^ A, Lim A^ = A. 

^ H 

Nach 88-8*41 gibt es in Mei^enfolgen ((^4'^")), so daB Lim A'^==^A, 

T,im A'' ^ A, Da, As 95|n , A s gibt es in 33^ eine monoton ab- 

»t” __ 

nehmende Mengenfolge ((-^b)), in eine monoton vachsende Mengenfc^ 
((4,)>, so daB D = 2 , S ^ , also auch Lim A^ — A, lim A,^A; 

^ n n — — 

wegen A ^ A ist auch .4„ S -4„ , also gibt es nach 83*4*8 ein e Sj , so 
daB X„g2„S2a; dann ist ^ SjUmiagLimiaS^. Setzen wir 

— ^ n 

■4*b-i = 2, + A', , -dga = 2„ A", SO ist nach § 3 (7-3), (7-4): A g Um A, 

"* n ^ 

GIim.42„>i==-d; ^ “ lim ^ 2 * SLim A^^A; 

K n ** ^ ^ 

also ist Lim = A , lim Af^ = A, 

n ” * 

Literatur: W. Sierpiiiski, Fund. math. 6 (1824) S. 21; V4st. kr4l. dee. apol. 
nauk Tt. %, to6- 1931; N. Lnsin, Le^. s. 1. ensembles analytiques S. 74 ff. 

4. Supremum nnd Inlimum einer Folge Bairescher Fniiktioaeiie Sei 
E wie in § 30f 1 eine gana beliebige Menge; aile im folgemirai auftretenden 
Funktionen sind Funktionen auf JS?; ® bedeutet ein System Ton Funktionen 
auf E, Bann gilt: 

384*1. Isl ® voUig atdark, und istf^f, so ist, <kmU es in S c*«6 Funk^ 
tummfdge ((/„)) mii sup/* =/, mf/» = / pcbe. nciwendig und Mwreichemd, 

n n ' 

dafi fe&,fe ^ sei. 

Notwendig: Diea fo%t ans 31.S>2. Hinreichend: W^n fe ©*, 
Je gibt es in @ eine monottm wachaende Folge ((/')) nnd eine monoton 
Ibnehmotde Folge » daB lim^ =/. =/. Femer pht es 

naohta-Ml ein/s®, sodsB/ s:/ s:/- Setzen wir / jb.i = max 0;,/), 
/j, — min {/:'./). Boisfc 

n a " 
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38'4*2. Ist © atUark, und ist f ^f, so ist, damit es in 0^ {bzw. in 8^) 
eine Funktionmfolge ((/„)) mit sup/„=/, gebe, notwendig und 

n n " 

Mnreichend, dafi fe &, fe {bzw, fe 0| , fs seL 
Nach 84-l*4 ist & voUig autark; nach 84«l-82 ist (S^)^ = & und nach 
84*1*8 (S^)i = 0^,1 . Die Behauptung folgt also aus 88*4*1. 

38^3. 1st © autark, und istf ^f,so ist, damit es in 0| evm Funktionen- 
fdge ((/n)) mit sup/„ = /, inf /„ = / g^e, noiwendig und Unreichend, da^ 

^ » n ■" 

fe & yfe 0f sei, 

Hack 84*2*2 ist 0| voHig autark; nach 84*2*8 ist (0|)^ = 0^, {0|)i = 0^; 
die Behauptung folgt also aus 88*4*1. 

5. Limes superior und inferior einer Folge Bairescher Funktionen. 

Sei wieder M eine heliebige Menge, © ein Funktionensystem auf E, 

38*5*1* Ist 0 autark, ((j^)) eine Funktionenfolge aus 0, so ist lim /nfi ©a, 

^fnS &. 

n 

Setzen w sup/^ = , so ist {(§r^» monoton abnehmend und lim ^ lim ; 

da nach 81*2*2 g^e ©^ ist lim/„6 

n 

Um hiervon die Umkehrung zu beweisen, schicken wir einige Hilfs* 
betrachtimgen voraus. 

Sei © ein autarkes Funktionensystem auf E\ wir setzen (5i (©) = (bzw. 
@ (0) — 9i) . Ist dann AsW- (bzw. c eine beliebige Zahl, und bezeich- 

net/ die Funktion, die == c ist auf A und = — «? (bzw. = + ©c) auf E — A, 
so ist nach 81*2*51; fa ©^ (bzw. /e ©J; es gibt also nach 88*4*1 in © 
eine Funktionenfolge ((/»)) mit (bzw. inf /„=/). Wir woUen 

n n 

© ein y^-System (bzw, yi-System) nennen, wenn sich die Folge ((/„)) 
insbesondere so wahlen laJBt, daB fur jedes xeE hdchstens endlich viele 
Funktionswerte /«(«) =# — oo (bzw, ={= + oo) sind. Ist das System © so- 
wohl ein y^-System als auch ein yj-System, so nennen wir es ein yj- 
System. 

1st insbesondere E ein metrischer Baum, so gilt: 

38*5*2. Das System E d&r stetigm Funktionen auf E ist ein yl-System, 

. Setzen wir ® (E) = 9K, so ist nach §35(2) SK— somit auch 
Sei also Ae^S^ xmd f^c auf A, = — ©o auf E — A, Bezeichnet q{x) 
den Abstand des Punktes z von der Menge E--- A, und Aj die Menge 
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A„{n>l) die Menge j i ^ o(f) ^ —i— 1 , so sind die 
Ln 71 — IJ 

Mengen A„ (n= I, 2 , , , .) nach 10-2-8 und 10-2*4 abgeschlossen, der Durch- 
schnitt je dreier A^ ist leer, und well A often, also — ^4 abgeschlossen 

in E,ist A^ SAyf. Da A„, sowie JS ^A, ==|^$(x) ^ ~ ^- jund(jg— A) 4- 
S = I e {^) ^ -4-7 1 abgeschlossen, gibt es nach 32«4*181 ein Le 6, 

ySn+2 L » 

SO daB /n = c auf == — ©o auf E— A und auf A^ fiir v « — 2 und 
r ^ 7t-l-2; indem man nach § 30 (3) /« durch ersetzt, kann man 
annehmen: c. Dann ist sup/„=/, und in einem Punkte x sind 

n 

hochstens drei /n(a^) =1= — <» . Also ist (5 ein y^-System, und analog zeigt 
man, daB S ein yj-System. 

38*5«21. Fiir jedes $ ist das System (6zu7. ein y\‘8y6iem. 

Setzen wir @ (®^) = 2R, so ist nach 35*2«11 SK = , somit auch 

= Sei also .4a S8^ und/“<; auf Al, = — oo auf nach 

d5*2-l ist /e . Setzen wir =/, /„ = — cx> fiir 7i> 1 , so ist demnach 
({/„)) eine Funktionenfolge aus es ist sup/»=/, und fhr jedes x ist 

n 

hdchstens ein /n(i») 4= — ©«>; somit ist ein y^-System. — Sex sodann 
@ (g^) = ; da nach 85*2*11 , ist durch Komplementbildung 

5IJ = $8^-*’^, somit auch 9^^ = Sei also und"/ — c auf A , 

= + oo auf E — A\ nach 88*8»21, 88*8*211 gibt es in 95^ eine Mengen- 
folge ((-4„)), so daB A =54[n Durchschnitt je dreier A^ leer ist; 

n 

setzen wir fn = c auf = +oo auf JS? — .4„, so ist w^n 

nach 8o-2*l es ist inf/„=/, und fur Jedes x sind hochstens zwei 

n 

fni^) ^ + somit ist ein y^-System. 

38*S*22* Fur jedes £ ^ 1 das^System ®| ein yl^Sysiem, 

Da nach § 35 (1) =: ®, ist die Behauptung nach 38*&*2 richtig fur 

f = 1. Sei also ^>1. Setzen wir @(®|) = 9K, so ist nach 8»«2»21 
SOI = 99^ somit auch SD^^ = 99^- Sei idsp 41 a 8^ und /= e auf 4L , =s — oa 
auf Jr — A; nach 38«8*21^ 38^211, 88^212 gibt es eine Mengenfolge 
((41,)), so daB 4L,a8^^(77,<f), 4 = 541,, und der Durchschnitt Je 

dreier 41, leer ist; setzen wir /, = c auf 41,, = — ©o auf E — 4,, so ist 
w^n — 4,a8’*» nach i5»2*l wegeai Vn<S also /,e6|; es 

ist sup/,=/ und fiir jedes x sind hochstens zwei /»(«)#= — «>; also 

n 

ist dn y^-System, und analog zeigt man, daB S| ein y^-System. 
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Nun beweisen wir als Umkehrung von 88*5-l; 

38 * 5 * 3 * Ist ® ein autarhea y^-Syatem {hzw, y ^-System), ao gibt ea in 
B zu jedm feB^ (bzw. fe&) eim Folge ((/„)) mit ^im (bzw. 

Hm /«-/)• 

» _ 

Sei /fi 82 • Setzen wir & (B) = 2)?, ^ (8) = £l, so ist nach 31*4*21 : 
&(B 2 ) ^€ 1 ^, also dutch Komplementbildung: 3 f(@ 2 )~^^ 2 ' Seien r^, 
r 2 » . • • » * die samtlichen rationalen Zahlen ; wir setzen : [/(£) ^ r,] «= 
und zeigen, daB es Mengen B^^a gibt, so daB B, = DB„. 

und Bj^i wenn . Wegen B^ e^^iat B^ = D (7,| mit <7^^ e , 

und da nach 30*$*8 SK ein Ring, also nach 3-5-1 auch ein Ring, kann 
angenommen wetden: nun definieren wir die gesuchten B^^ 

durch Induktion: wir setzen (i = 1, 2, , . und nehmen an, fiir 

» = 1, 2, . . V — 1 seien die schon definiert; bedeutet dann Z' 
(bzw. K") die Menge derjenigen Indizes x = 1, 2, , , . , v — 1 , fur die 
r^>rj) ist, so setzen wir^): SB^u 

xeK' xeK'^ 

da ein Ring, ist dann auch B^^e , und es ist S B^^; wegen 
Lim(7,| = Ry, lim B^i^B^ und B^^B^ fhr xsK^, B^ g R, fur xeK'^ 

ist dann: D B,. = lim R^^ = R^ D R^ + S B^^ und w^en 

i i xeJS' 

5 DB^, ist B„^B,, mvxeZ'. B„^B^,i^ xeK"; die 

msK'* xeK* 

B^i leisten also das Verlangte. — Nun ordnen wir die R,^ mit 1 in eine 
einfache Folge: B\, R^, R*, ist R*=s=Ry^., so setzen wir 

f*s=:ry. fn die Funktion, die —r* ist auf R* und 5 = — 00 auf 
E — R*; weil 8 ein -System, gibt es in © eine Funktionenfolge , 
/„2> » fnp • • • » so daB sup/^^ =/„ und in jedem Punkte x nur end- 

lich viele Funktionswerte f^j{x) =f= — 00 (7 = 1 , 2 , . . .). Nun ordnen wir 
die in eine einfache Folge f^, f 2 » und zeigen, daB 

lim/|=/. Sei lim/^ = Sr; nach 30*1*31 genugt es, zu zeigen, daB 

\g[£) ^ fy] = lf{^) ^ fr] ^ B, fur alle y. Sei xe B, ; dann ist xa R,^ fur 
ajle i; nach Definition der Folge ((Bl)) kommt, sobald t^y, R,^ in 
dieser Folge vor, etwa ^ B^,; dann ist = w^n xa ist 

sup (*) = r, , und da dies fur alle t k v gilt, ist offenbar : lim// (a?) ^ r, , 

d.h. g{x) ^ aus xa B^ folgt also xa[g{dt) ^ r^J. Wir haben noch zu 

Ist K* ^ A, so ist hieria D zu setzen; istjSr''=sd, so ist , 

S Bits ^ A zu setzen. 
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zeigen, daB auch umgekehrt aus x-^€B,iolgt X'^e[ff(x) r^J. Sei also 
x^sBp, d.h, f{x)<r,; daim gibt es ein r;i, so daB / (ar)< r;i < r, , 
und somit ist auch x^eB^/, daher gibt es ein so daB 
i ^ to ; sei K die Menge derjenigen Indizes x , fiir die f; ; da B^^ g Bj^^ 
fur xsK, ist auch x^eB^^ fur xeK und t ^ t^. Wir betracbten nun 
wieder die Mengenfolge ((^;)); ist so folgt aus’der Definition 

der Funktionen ist heK und t;s:to, so ist (wegen x-^eB^^i 
?? ist hingegen h^^eK, also r^<r;^, so ist 
fjtf{x) fiir alle j; da nun die Mengen B* nichts anderes als die 
Mengen B^^ mit t ^ x waren, also unter ihnen nur endlich viele mit 
t < to vorkommen, gibt es hochstens endlich viele n derart, daB in der 
Folge fnf{x) 0'“1, 2, . . .) Funktionswerte >r;, vorkommen; und da 
fiir jedes einzelne n in der Folge {j =: 1, 2, . . .) hochstens endlich 

viele Funktionswerte 4= — oo vorkommen, gibt es unter den Funktions- 
werten ^ (ar) (», 7 — 1, 2 , . . .) hochstens endlich viele, die > sind ; also 
ist limfi{x) ^ r;^<ry, d. h. X'^slgi^) ^ r„], w. z. b. w. 

38*5»31. Ist 3 volUg aviark, ist ge &, A e Sg g ^ h, so gibt es in Q 

etne Funktionenfdge ((/»)), so dap g ^ Urn f„ ^ Urn ^ h, 

— « 

Db, ge A e Sg’ monoton wachsende Folge (fei,)), in 

eine monoton abnehmende Folge ((&„)), so daB lim g^ — g, lim = A. 

H it 

Wegen g ^ hist auch A#; nach S2-2-11 gibt es also ein /» e S, so daB 
gn^fn^ A„. Dann ist = lim g* s: lim/ , ^ lim/, ^ lim A„ = A. 

It H M 

38*5*32. 3 ein vdllig autarkes yl-System und g^k, so ist, damit es in 

3 eineFunktionenfolge ((/„)) mit lim /„ = g, lim ~ A gebe, notteendig und 

H * 

hinrekhend, dafi fir e 3*, A s Sj act. 

Notwendig: Dies folgt aus S8*a*l* Hinreichend: Nach 38«A*3 gibt 
es in S Folgen so daB lim/ ^ == g, limf' = A; nach 38-5«31 

H ^ 

gibt es in 3 eine Folge ((/»)), so daB fir lim /„ ^ A. Setzen wir 

~ ** 

ft»-i = (/«• f*)’ /g. = ^ ifn>f,)’ SO ist. da 3 antark, /,e 6, and 

offenbar ist lim /„ = g, lim/„ =5 A. 

M * 

Sei nun insbesond^ E ein mehrisch^ Baum; dann gelten die Satze: 

38*34* Ist g ^ h, so ist, damit es in £| etne FufJdiomenfcige {(/«)) mit 
Km/, g,hmf^^ hgeibe^notwemdig tmd hinrekhend, daPge&'*‘^phs(&^^i- 
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Nach 85*1*4 ist 6| vollig autark und na<5h 88*5*22 ein yi-SyBtem; 
nach 86.1.& ist (S|)* == (®|)i = ®f. also naoh 88.1.1 ((5|)g = , 

(g;|)2 die Behauptung folgt ato aus 88*5*82. 

38-541a Ist g 90 ist, damU es in {bzw, in (^^) eine Funkticmenfolge 
((/n)) ^ fn^ 9 > /n — ^ 9^* ^^oendig und hinreichend, dap gre 

n *• 

set, 

Naoh 85*1*2 ist GT^ vdllig autark und nach 88*5*21 ein yj- System; nach 
85*1*1 ist (®^)i (G;^)i = 6^, also {S^)^ = {®^)2 = die Be- 

hauptung folgt also aus 88*5*82. 

Literatur: W.Stepanoff, Fund, math. II (1928) S.264; O.Ooldowsky, Fund, 
math. 11 (1928) S. 275. 

6. Konvergenz- und DiTergenzmenge. Sei -wieder W eine beliebige 
Menge, ({/„)) eine Folge von Funktionen auf E, Die Menge A aller Non- 
vergenzpunkte (§ 28, 1) von {(/j)) heiBt daim die Konvergenzmenge, 
die Menge J? — .4 die Divergenzmenge von ((/«)). Bedeutet <B ein 
Funktiohensystem auf E, so gilt: 

88*6*1* Ist <S aviarh und symmetrisch, fjf (©) = S (@) = ¥ , ist ((/„)) 
eine FunMiorunfolge aus (B und A die Konvergensmenge von ((/n))> so ist 
As^^. 

Setzen wir g = lim /«, h = so ist nach 88*5*1 ge &, he 

n * 

bedeutet 8 die Schr&nkungstraiisforination, und setzen wir g* =: 8 (g) , 
h* = 8{h), so ist nach 84*1*2 auch g*e&, h*s^; nach 84*1*6 
ist dann — p* e <B 2 » 84*1*4 (Bj ^dditiv, ist h* — g* e 02 • 

Die Konveigenzmei^ ist g^eben dutch A — [i^* (i6) — g* (i) == 0] 
= {h* (x) — g* (x) ^ 0]; da nach 84*8*2 = $3, ist also ^ a 

38 * 6 * 11 * Ist 0 vcUig autark und symmetrisch, % (0) = % (0) = $ , 
^ ((A)) eine Furdctionenfolge aus © und A die Konvergenzmenge von ((fn))> 
so ist A e^. 

Da 0 vdllig autark, ist nach 80*4*1 ^ , also ==: also 

und die Behauptuxig folgt aus 88*6*1. 

Umgekehrt gilt: 

38*6*2* I^ @ ein voUig awtarkes y\-8yst€m, ( 0 ) = ^ {oder 5 (©) = $) 
und -4 a $2, so gibt es in ^ ^ne Folge ((A)), deren Konvergenzmenge 
A ist 

Da naoh 80*4*1 ^ » $2, ist nach 84*8*2 gf (©g) = ^ 

es also nach 80*8*2 eine Fonktion^ a ©g.so daB [5 ^ 0] ~ il, undxtach 
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80«8*1 kann A ^ 0 angenommen werden; daxm ist .4 = [A (i) = OJ . Nach 
88«5«82 gibt es nun in (S eineFunktioi^nfolge ((/«)) mit /„ = 0 , lim/„ = A; 
oHenbar ist ^ die Konyer^nzmenge von ((/,)). * 

1st E ein metrischer Baum, so gOt: 

88*6*3. Damit A Kmvergenzmenge einer Folge ((/„)) aits £| sei, isl TWt- 
wendig und hinreichend, dafi A e 

Nach 85«1*4 ist <£| voUig autark und symmetrisch, und nach 88*5»S2 ein 
yJ-System, Nach 85*2*21 ist ^ (^j) == 0 (S|) = 93^, und da == 95^^* , 
folgt die Behauptung aus 88*8*11 und 88^2. 

38*64. Damit A KonvergeTtammge einer J'dlge {(/„)) aus {bzw, aus (5^) 
sei, ist nciwendig und hinreichend^ da^ A seu 

Notwendig: Ist ((/„)) eine Fo^e aus und g = Hm/,,, h = lim/,, 

n * 

80 ist nach 88*6.41 g e h e j , alsoauch^ e ; setzen wir g* ^ S (g ) , 
A* = ^(A), so ist auch — g^s^^^^undh* — 

Du A = [h* {:6) — g* (:6)] 0, ist s 93^+3 nach 85«2*1L Hinreichend: 

Nach 85-1.2 und 88*3*21 ist (E^ ein vdllig autarkes y{-System; nach 
85«2*11 ist fj = 93^^.! ; wegen {Sf 4 .i )2 = S^+s folgt die Behauptung 
aus 88*6-2. ~ 

Literatur: H.Hahn, Arch.d.Math, u.Phys. (3) 28(1919) S.34; W. Sierpiiiski, 
Fund. math. 2 (1921) S. 41. 

7. UnvoUsiSndige Grenzfunktioneii* Sei wieder E eine beliebige 
Menge, ((/„)) eine Funktionenfolge auf E, deren Konvergenzmenge j 4 ^ .4 ist. 
Durch f (x) = lim/„ (x) ist eine Funktion auf A definiert, die wir (weil sie 

n 

auf E — A nicht definiert ist) als die unvollstandige Orenzf unktion 
von ((/„)) bezeichnen. Um die unvolistandigen Grenzfunktionen nSher zu 
imtersuchen, benotigen wir zwei Hil&satze. 

Wir bezeichnen mit G ein symmetrisches Funktionensystem auf E und 
setzen: 

{7) i ((B) = (@) = m; § (®) = 5 (®) = ? . 

38«7*1. 1st (Bsgmmetrisch und autark, AC. A^E^ undsind JBj , 
disjunkte Mengen aus (A 1 so gibt es di^nJcte Mengen , Cj , * . . , C* 
aus so dafi Bi ^ A Ci (t = 1, 2, . . . , k) . 

Ist die Behauptung richtig fur k ( ^ 2) Mengen, so gilt sie auch fur k + 1 
Mengen Bj , JBg , . . , , Bj^^i; denn nach Annahme gibt es disjunkte Mengen 
2, 1?), sodaB (t 1 ,2, k); da nach 

80*8*8 also auch ^ 1 somit nach S-S-l auch (.4 1 ein Ring, kt audi 
^ 4 - . , . + JBfjfefi (il 1 also pbt es nach Annahme zwei disjunkte 
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Mengen € und aus so daB + jBg H- . . . -B* — .4 <7 , 

~ j ; setzen wir nun Ci = C (t = 1, 2, . . h), so ist, da ein Bing, 
die Mengen Ci , C 2 , . • . * Cj^+i ™d disjunkt und = .4 0^ (i = 1 , 
2 , . . . , jfc -f 1). — Bs genxigt also, die Behauptung fur jfc = 2 nachzuweisen. 
Seien also B, B' zwei disjunkte Mengen aus (A 1 es gibt dann Mengen 
P„, P; aus so daB B = S4[P„ = ^SP«, B'-S4iP;-=.4SP;, 

ft f% H Pfi 

und nach 8-2-1 kann angenommen warden P„ sp„,,. K&K.1-. wir 
setzen nun Qn^ ^ ® » ist B — P' « 3Jl , 

also nach 30»2*1 E also ist auch e und ebenso 

setzen wir C—SQ^, C'^SQ'^, so ist demnach C « O' a Berner 

ist B=iASPn^A SQn + AS (P„— da aber = P»— • P« , ist 
al8^-^S(pA««)-^5P„P;S^SPnSP;-BB' 

M H n n 

= /l, d. h. 41 S(P„ — mithin B = SG„ = 41 0, und ebenso 
R^AC\ -*EndHch ist C (T ^ SQnSQ^^ S da 

Prn-K>Qn--K- K , ist «« c P^ " g B ~ pj da ((PJ) monoton 
wachst, ist also somit A^t m ^ n;m genau 

derselben Weiae ist aber auoh ^J,£P^ fur Q^QE — P'^, also 

Q^Ql^ sszAfm n ^ m; also ist = -4 fur alle n, m, also auch CC^ ^ A. 

Ist © symmetrisch und vdllig autark, so ist nach 30*3*8 und 30*4*1, 
wenn wir wieder von der Bezeichnungsweise (7) Gebrauch machen, HR 
und $ ein die Mengen A imd E enthaltender cr- bzw. d-Bing; 1 st A ^E , 
so gilt dann dasselbe von .4 1 HR und Al^. Da @ (41 1 8) = ® (^4 1 ©) 
==-4 IHR, existiert nach 30*2*22 das System: 

(7-1) ©^ = 8(4[1HR, 411HR), 

und nach 30*4*31 und 30*5*3 ist es voUig autark und symmetrisch. 

$8*7*2* Jst © symmeiriach und voUig uviark, A'^A^Ae^, und f e (@^)*> 
so giU es ein ge ©* und ein hs ©£, so dafi ^ 1 ^ = 4. 1 ^ =/ und 
g{x) ah (a?) fur xeE — 4 . 

Nach 32*5*31 gibt es in (8^)'*^ eine gleichmIUlig gegen / kon- 
vergierende Folge ((^,)) von Treppenfunktionen. Ist /♦ eine Tteppen- 
funktion aus und c ein©r der endlich vielen Werte von /♦, 

so ist, wenn f/ <cay'^ und ff, y" hinlanglich nahe an c gewShlt 
sind: [f* {£) =: c] = [jf^ (a;) > if] . {/* (a:) < $/"], und da nach (7-1): 
S (©J == g (©J == 4 1 ist nach 31*4.81: [/• i^) == cjs (41$)^ 
Seien ({| = 1, 2, . . . , 1;) die eiHilidi viden Werte von , / und sei 
Ifi (iB) = CiJ = Bi^; .dann ist also B<^ e (4 1 Sden Ci^ die endhch 
vie^ W^te, die auf B^^ annimmt, und Bi^. [/^ («6) s= Ci^^] s= Bi^i ^ ; 
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dann ist auch i, « (-4 1 und g . Sind sodann C(^ 
die endlich yielen Werte von /j auf Bi^ , und ist , L/s {^) = ij 
= so isfc ebenso e (4 1 ?)! und urf. 

Da das System der Mengen Bi ^ mit n Iodizes disjunkt ist, gibt 
es nach 88*7*1 in disjiinkte Mengen t, . . . <^ » so da6 
= A Ci^i^ . . . indem man Ci^i^ • • • *„ dureh Ci^i ^ . . . 

kannmanannehmen: Dn 

gibt es in eine monoton abnehmende Mengenfolge ((^m)} D A \ 


setzen wir Ci^i ^ . . . . w4, — so sind die Mengen . . . 

mit n Indizes disjnnkt, es ist anch 




und Bi 


^i*i • • • *1 




Wir bezeichnen nun mit 


bzw. Ci 


%i,‘ 




h^H> 




‘das Infimum bzw. Supremum aller Zaiilen 
(k ~ 0, 1, 2, . . .) , deren erste n Indizes die festen Werte 
haben; dann ist: 








• *m-hJ 


Offenbar gibt es Zahlen so daB: 




Hit- 


> C. 




^ ... i,' i, < 


'hi,- 




1 

^n’ 




. -C 


“V+I ^ ®«1<I •••<!.’ •••*«+ I ^ <■•••<» ■ 

Wir definieien nun die Funktionen und A, auf E duroh: ft, = — oo> 

Aj, = + oo auf E — S Ai^ , g% = <'{^t — -^4, ?»'“®4,h’ 

a-uf ■^4,4....4,_, — 5-^4,<....4„»9» = «4,4...4»» K — 

Dann ist {(g„)) monoton tradisend, ((A^)) numoton a hnehme nd; offint- 
bar ist jede Menge [fti(^)>yl und jede Mm«b IAi,{i)<yl Summe 
endlich vieler Mengen also eine Menge aus naoh 

M>S>1 und Sl-4>28 ist also ft,e@*, A„e^; setsen wir ft = lmft,, 
A = limA„, so irt also auoh ge&. AsS*. — Sei nun aeA und e>0 

beliebig gegeben; da ((4)) ^eic hm&B i g g^en / bmu^^ext, gibt es «n 
a, , so daB jj^+s — /, j] si e fur *StMii>A=sO,l>2, .... Sa » ^ 
wegenil = .S ,S giWi es eine Memge 

Ai^i^...i mit » Xm&es, so daS ««.d4.4,...4j,; wegen 
= .Bi^i,... 4 , «1““ /»(*) = «4,4....4, for «lte abo 
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(») - C.,., . . . 11 ^ e fur alle a: e 5^, , also ist H . . . t„+|. 

— Cl, 1 , ... t tl ^ deren erste n Indizes die festen Werte 

h > , • - • > itaben, also ist auch: 

II t, . . . ^ i* . . . II ^ ^ > 11 ^ti ““ t, . . . II ^ ^ * 

mithin: 

•• 'n 11 ^ ^ - • •• 11 ^ ® 

d. h.: 

11 ?n (a) -/»(«) 11 +^. llfen(a)— /»(«) 11 ^e + ^furn^«,. 


also ^ («) = A (a) =/(a) fur jedes afi*4, d. h. *4 1 = ^4 1 A =/. 

— Sei endlich as E A; wegen .4 = D .4„ gibt es dann einen kleinsten 

n 

Index n, so daB as E — A^, mithin wegen A^^ auch einen 

kleinsten Index n, so daB asE — S ,,i ; ist dieser kleinste 

Index ~1, so ist aeE--SAi^, also gn{ci)== — oo, A„(a)=+oo 

fur alle n, also (a) = — oo , A (a) == -h oo , also g (a) <h (a) ; ist 
dieser kleinste Index >1, so gibt es ein » so daB 

dann iat (a) = <«... . 

Kh («) = <*«. . . . fur alle i, also g (a) ==0^ • i,-i’ *(®) = <*<.-• •<„_! > 

also wieder g (a) <h (a). Also ist g{a) <h (a) fiir aUe asE — A. 

Machen wir wieder Gebrauch von der Bezeichnungsweise (7), (7-1), so gilt : 
38-7*3. Ist S ein syrrmetrisches und voUig auUxrkea yX-System und 
A(ZA^E, so i^t damit die FunMion f auf A unvollst&Tidige Grenz- 
funktion einer Edge (ifn)) @ sei, notwendig und hinreichend, da^ A 
undfs (©^)* sei, 

Notwendig: Dafi 88^11; da /e (A 1 <5)*, und 

A 1 '>5 £ , also (A 1 0)* g (^^)*» ist fe (^^)** Hinreichend: 

Sei Ae^, feiSj)*; dann gibt es nach 88»7*2 ein gs& und 
ein he^, so daB AlgF = AlA=/ und g <h auf jE? — A. Nach 
S8«5*88 gibt es in © eine Funktionenfolge ((/„)) mit Im fn^g* 

n 

ii^/»==A; also ist A die Konvergenzmenge von ((/^)) und lim/„(a?) 

M n 

s=/(a:) fur alle a;eA. 


Ist E insbesondere ein metrischer Baum, so gilt; 

38*7*4« Ist A (2 A ^E,sois^, damit die Funktion f auf A urwoUstandige 
Chremfmiiion einer Edge ({fn)) ous S| {E) sei, notwendig und hinreichend, 
dafi AeS^+jj (E) und (A) sei. 
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Schreiben wir kurz fur 6| {E), so ist nach 85*l-4 6| symmetrisck und 
voUig autark, imd nach B8*5*22 ein yj-System; nach 85*2*21 ist $ = (<S|) 

= 5 {©1) = 53* (^) , also ^ = Sf,* (JS) ; nach 85-2.21 ist 3R = @ (®|) 
= @((5|) = S«(£), also nach 88.4-7 .4 1 SK = SB* (^) , also nach (7-1) 
vmd 85.8.2: = © (4 1 SK, ^ 1 SR) = ®| (A) . Nach 85-1-5 ist (e| (4))* 

= {A). Somit folgt die Behauptung aus 88-7-8. 

Literatur: H. Fried, Monatsh. f. Math. n. Phys. 38 (1931) S. 306. 


§ 39. Funktionen in Produktranmen. 


1. Hiltsbetrachtongen. Seien IP‘\ . . . , metrische Ranme 
und sei X X ... X ihr Broduktraum (§ 20), d. h. die Menge 
aller ^-tupel (x^, x^, . . . , Xt) mit t EP^ (i = 1, 2, . . . , 1;). Sei 
A g E^^^ X EP'^ X ... X und / eine Funktion auf A ; w bezeichnen 
sie mit / (x) o6sxf{x^ , x^, ^ xj^), Dem nSheren Studium solcher Funk- 
tionen schicken wir einige Hilfsbetrachtungen voraus. 

Sei E ein metrischer Raum und seien a, (r = 1, 2, . . . , n) w verschiedene 
Punkte von E ; wir definieren die Funktionen g (u), («) (v = 1, 2, . . . , n) 

f iir alle us E durch : 

(1) g (u) == min {ua^, u<i^, , , . , ««„), g^ (u) == max (2 g (u) — ua , , 0); 
dann ist fiir ua^ min a, a,: 

(M) = g^(u)^ua,; 

f emer fiir ua^^^—axCt^: 

(Ml) 9x(n)^0 (A + r); 

denn dann ist uax^axti^ — ua^^2ua^, also nach (1): ^ 2^(tf), 

d. h. 2g{u)-^uax^0 . 

Seien mm . . . » eudliche reelle Zahlen; da in jedem von den 

verschiedenen Punkte us E mindestens eine der n Funktionen g^ (a) > 0 
ist, kdimen wir eine Funktion h{u; ai, . , „ a^; , , . . , i„) von u auf E 

definieren durch: 


h (ui €tx f ...» n*; ^ » • • - » ^n) — 

/.ox h 9x («) + <,{?,(«)+••■ + <»?»(«) fg_ „ . _ y,. _ 1 o 

A . . . . , a,; ^ , . . . , o — (j' = 1. 2. . . . . 

dann gilt fiir alle usE: 

min ^ S; A (w; ^ W 

:£max ft , t, Q' 


(1-3) 
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S9*14. Ea gibt 6in o > 0 , so dafi: («; ...» 

fur ue ^ (v === I, 2 , , , . , n) , 

' i 

Dies folgt aus (Dll) fiir ^ « mm . 

39*1*2* Die FuiUction h (u; f ^ » . . . , t^) von u (bei fasten 

Oi , . . . * •• •, in) ^ ^ usE. 

Dies folgt aus der Stetigkeit von (u), wenn u von alien {v = 
1, 2, , . . , n) verschieden, und aus 89*1*1 fur tt = . 

39*1*3. 1st lim # = (r = 1, 2, . . n), so konvergiert h(u; a^; 

ft 

ghichmd^ig auf E gegen h{u; . . . , a„; , . . . , . 

Dies folgt w^en h(u\ , a„; , . . ., — A («; , . . . , a^; 

, . . . , y = A («; Oj , . . . , , . . . , aus (1-3). 

Sei nun auch E' ein metrischer Baum. Dann gilt : 

89*1*4. Sind ti(v) , , . . , {v) enMiche stetige Funktionen auf E\ so ist 

h{u, v)^h{u; % , . . . , a„; ii(v) , - . - , in W) sieitge Funktion auf 
E X E\ 

Wir haben zn zeigen: gilt (tt< , Vi ) -* {u, t?) , d. h. naoh 20*1-1 : gilt u^-^u, 
Vi^v, so gilt h (tti , Vi)~^h (tt, o). Nun ist j] A , Vi) — A («, v) [j 
^ j| A (u^ , Ui) •— A {Ui , t;) II + Ij A {Ui , t?) — A (u, v) jj . Aus der Stetig- 
keit der % (t?) folgt: lim ^ (t?i) = t, (v) (if = 1, 2, . . . , nach 39*1*8 gibt es 

also 2 u jedem e > 0 ein , so dafi || A {u, Vi) — A {u, v) || < e fur i ^ i^ 
und alle ueE; dann ist insbesondere Jj A (Ui , Vi) — • A (Ui , v) 1| < e fur 
• ^ f, . W^en 89.1*2 gilt A (tt^ , v) -♦ A (tt, t;), also |j A (w^ , v) — A (u, v) [| 
< e fur fast alle i. Also ist |j A (u^,Vi) — A («, v) [| < 2 e fur fast alle i, d. b. 
A («* » A (tt * v), w- z. b, w. 

39*1*41. Sind txM* — » ^ sndUche &*FvnkUonm (bzw. %^-Funlc- 

iwnen, bzw, S^l-^FunHionen) ctuf W, so ist h {u, v) ^ h {u; a^, a^i 

^ (i?) , , . . , in (t»)) ^-Funktion (too. eine ^^-FtmkHon, bzm. eine 
Funktion) auf E X E\ 

Sind die »Funktionenf<dgen (v),i^i{v) , . . . , (v), . . . (t' = 1, 2,. . . , n) 

monoton wachsend (l^w. abnehmend), so gilt nach (1*2) dasselbe von der 
Funktionenfolge A(u; Un^ ^^ (») . .... *,^(e)) ift = 1,2, . . .); 

abo folgt die Behauptung aus 89*1*8 und 89*1*4 fur | 1. Von da aus 

schlieBt man auf Grund vcm 89*1^ welter durch trai^ifiinite loduktion. 

39*1*S. Ist dieaJbzdMbm^Mm^der Punkteoi^aj^, . . , ,a ,, . . . 
und ist f(u) eine endficke und stetige Funktum at^ E, so ist: 

/(»t) = lim *(*; <» 1 . /(Oi), ..../(a,)). 


dicktinE 
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Ist ttfi JS?, sogibt eszu jedem e> Oem^> 0, so daB !/(«') — /{») | 
u' u Q. Weil die Menge der a, dickt in E, gibt es fiir fast alle n unter 
den Punkten , , ,, a„ einen Ptuokt a, , so daB a,u<g; dann ist 

in (1): g(u)<g; fur diejenigen A(== 1, 2, . . . , fur die <^^>2^, 
somit aJ^u> 2g(u) , ist also nach (1): wir konnen also die 

von diesen ^ bernibrenden Glieder in 

i:fiax)gx(u) 

h{u-,ai »„;/ (%) / {a,)) - 

Z ?i(«) 

X»1 

wi^lassen; da fiir die ubrigen gilt: /(») — « <f(Ox) </(«) + e, ist somit 
nach (1*3): /(«) — €<h{u; , . . . , f {a ^) , . ..,/(««))</ W +s 

fur fast alle n; d. h. es gilt/(«) =lim A(tt; Oj, «„;/{<%), .-.,/(«,))- 

2. PartieU stetige Funktionen. Sei -4 £ E^^^ X E^^^ X ... X E^^^ und 
^ • f ^k) Funktion auf A; ist dann » Os » . . . > Oj.} e ^ , so 

bezeicimen wir mit A^*^ die Menge aller , arg , . . . , a?*) ^ id > fur die 
a:^ = Oy (/ 4= ♦)> ^3ait fi (a;^) die Funktion A^^ 1/ ( 3 :^ , a:^ * • • • » ^ 

dann/i stetig im Punkte , so heiBt / im Punkte (Oi , , . . . , a*) partiell 

stetignacha;i;ist/imPunkte(a 2 ,a 2 ’-*-’^ik) psrtiell stetig nach ar^fur 
♦ = 1, 2, . . ifc , so heiBt / partiell stetig in (o^ , Og , . . Ujt) . Ist die 
Funktion / partiell stetig nach a:* (bzw. partiell stetig) in jedem Punkte 
Ton At so heiBt sie partiell stetig nach ar^ (bzw. partiell stetig). 
Die Funktion / kann partieU stetig sein, ohne stetig zu sein; Beispiel im 

dnrch/(*i , a^) = fur (a^.a*)+(0. 0),/(0. 0)=0 

*1 " 1 “ *2 

ist eine Funktion im defini^, die partieU stetig> im Punkte (0, 0} aber 
unstetig ist. — Wir werden nun zeigen, daB (unter sehr allgemeinen V<nr- 
aussetzungen uber die Baume jede partieU stetige Funktion auf 
jg(i) X ... X eine Baiiesche Funktion ist. 

3»*24. Ist einer der Bdwme JE^'^ separabel %mdf{x ^ , eine partiell 
steiige Fnnktion auf E^^^ X so isl/s6| X . 

Vermdge der Schranknngatianaformation kdnnen wir beim Beweise ohne 
wmt^ras /{a^, a^ ab endlich annehmen. Sei etwa E^^^ separabel; nach 
gibt es eine abzShlbt^ vm Punkten e E^^^ — ), 

die in E^ dicht ist. Wir setz^: 

A^,(a^, a^) k(ai; ai.;/(a3t, a^, ... ,/(a», a^i)); 

da nadi Annahme die F^inktiimen /(a^»a^ stetig auf E^^ sind, 
nach t9»l*4 a;#) stetig auf Ef^^^ X E^, d. h. X 

Ba nach Annahme /(a^ , a^) partis i^etig nach Xj^ ^ gilt zufol^ 
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f{Xj , « lim A Oj , . . . , . arg) , . . . (<*„, arg)) , d. h./(a;i , 0 : 2 ) 

= lim (a^i , X 2 ); wegen k„ e Sj X ist also /fi (®![ X 
also nach So*l*o /e ®| X 

39-241. Sind it — 1 der Rdume E ^^^ , , . . . . aeparabel und iat 

f {xi, X 2 , • ^ , Xt) eine partidl stetige Funklicm auf EP-^ X EP^ X ... X EP\ 
80 ist fe dl (E^^^ X X . . . X E^% 

Ftir Jt = 2 ist die Behauptung richtig nach 89*2*1 ; wir nehmen an, sie sei 
richtig fur fe — 1 , und zeigen, dafi sie dann auch fur fe gilt. Wir konnen wieder 
/ als endlich annehmen. Seien etwa dieRaume E^^\ EP ^, ...» EP'‘‘^^ separabel, 
und sei die Menge der Punkte (v = 1, 2, . . .) dicht in Wir setzen: 

(^1 j ^ 2 » • * • » •*^fc) ~ 

h (a^ *9 Oiif • * • f 0 >n> f f • • • > ^jfc) f * »•» f {^n > ^2 » • ‘ » ^-fc)) > 

nach Annahme ist /(^i , x^, . . - , a;^) e ®JlJ X ... X E^^^) , also 
ist nach 89* 1*41 A» (a^ , ajg , . . . , ar^) s J {E^^^ X X ... X Ba 

/ (^ > a^ T • • ' > a^t) partiell stetig nach Xi ist , gilt zufolge 89*1-5 
•••» a:jfc) =« lim A„ (a^ , a^, ..., X]t)l nacli 85*1-5 ist also 

/£®t(J£^'^x A;<->x...xi7<*>). 

39<2*2* Ist f {x^, x^, ,,,, x^) eine partiell stetige Funktion im , ttnd 
aetzen wir f(x, x , . . . , x)^g{x), so ist g (x) s (i?^) . 

Aus 89*2*11 folgt fiir E^^^ === = . , . = : 

f (a?! > X 2 » ...» ajjt) e (-Ri:) > 
bezeichnen wir mit A die Gerade % =5 rcg ~ 

/(x, X, ..., x) = Al/(Xi, Xg, ...» Xfc); 

nach 85*8*8 ist also / (x , x, ...» x)£®j^(A), und da die Abbildung, die 
dem Punkte (x, x, . . . , x) e A den Punkt xsR^ zuordnet, homoomorph 
ist, folgt daraus die Behauptung. 

Wir werden in 89*2*81 zeigen, dafi umgekehrt jede ®J-Funktion im 
auf diese Weise aus einer im partiell stetigen Funktion gewonnen werden 

kann. ZunSchst beweisen wir: 

39*2*3« Ist g (x) e G| {R^ und 0, so gibt es eine im R^ partieU stetige 
FufddimJ (a^ , Xj), so dafif (x, x) = g (x) undf{x^ , a^) = 0 in jedem Punkte 
(a^ » , der von der Qeraden a^ = x^ einen Abstand ^ g hat. 

Vermdge der 'Schrlinkungstransformation konnen wir | ^ | :^ 1 annehmen. 
Ba nach 85*1*5 S| = (©})*, gibt es eine Folge stetiger Funktionen im 
sodaSgtt—^, wobei noch ohne weiteres angenommen werden kann: 
I t ^ 1 . Nach 25*7*81 gibt es ein > 0, so daB fur je zwei Punkte 
xf, x" aus [— », n ] ; 

(2) k«(a') — ?«(*") 1 <“ 1 i®'— I ^ e«; 
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dabei kann ohne weiteres angenommen werden: Wir legen 

nun im i ?2 zur Geraden X 2 auf beiden Seiten Parallele P„ und im 
Abstande Qn^i(n 1,2,.. .), und definieren/ (xj , x^) durch die Vorschrift: 
im Punkte x^ = x, Xj = x der Geraden x^ == Xg sei / (x^ , x^) = (x) ; in den 

Schnittpunkten der in diesem Punkte eirichteten Normalen der Geraden 
Xj = Xg mit den Parallelen P„, P^ sei / (x^, Xg) = (x); auf dem zwischen 

zwei Parallelen P^, P„^i bzw. Pj^ , P|^^^ liegenden Stuck dieser Normalen 
sei /(Xj , a^) linear; auBerhalb des von Pj und P[ begrenxten Streifens sei 
/ » ^z) == Wahlen wir (x) = 0, was ohne weiteres mdglich ist, so 

ist, da Q 2 < Q war, / (x^ , x^) = 0 in alien Punkten (x^ , Xg), die von der 
Geraden Xj — Xg einen Abstand ^ q haben, und es ist / (x^ , Xg) stetig in 
jedem nicht auf dieser Geraden gelegenen Punkte; bleibt also nur zu zeigen, 
dafi / in jedem Punkte dieser Geraden partiell stetig ist. Sei also Xj = 3S, 
Xg = ein Punkt der Geraden Xj = wir errichten in ihm die Normale zu 
dieser Geraden und bezeichnen den Schnittpunkt dieser Normalen und der 

Parallelen Pn mit (a^^ , Xg^). Sei £ > 0 beliebig gegeben ; wir wahlen ^ 

so grofi, dafi fur ^ 710 das Intervall [^ — ^ + 9 nl 3*^°^ in tio , rt^], 

also auch ganz in [— n, n] liegt, und daB | (S) — ^ (^) 1 < e fib* » ^ 

(was wegen mdglich ist). Wegen/(«, S) — g («),/(xi^, Xg^) = g^ {£) 
ist dann: 

( 2 - 1 ) /(*.*)!<« fur « 

Seien nun , g„ die Schnittpunkte der Geraden P, mit der Geraden Xj = ^ 
bzw. Xg = wir betrachten das abgeschlossene Bechteck , das begrenzt 
wird von den Parallelen P„ , Pn.l und den in den Punkten , g„ auf 
errichteten Normalen; sei (xj, Xg) ein Punkt der in P„ (bzw. in P,j^i) 
liegenden Seite dieses Rechteckes, und sei (x*, x*) der Schnittpunkt der 
im Punkte (Xj , Xg) errichteten Normalen dieser Rechtecksseite mit der 
Geraden Xi= Xg*, da P« von der Geraden x^ = Xg den Abstand hat, 
ist dann offenbar ] x* — ^ Definition: 

/(*!. * 2 ) = 9n {**) (bzw. = (a:*)) , /(*!», * 4 .) = (*), / 

— 9n~i (®) > gelten auf den in P* tew. P,+i li^enden Seiten des Becht* 
eckesQn f ur «o nach ( 2 ) die Ungleichungen: 

t/(ai.a«)-/(*i».ai»)!<e bzw. «+!> ^n+l) 1 

sobald n ^ , gilt also nach ( 2 * 1 ) auf den beiden genannten Seiten dieses 

Rechteckes: l/(a^, x^ — /(«, «)1 < 2£; zufolge der Definition von / gilt 
dfl.Tin aber diese Ungleichung im ganzen Rechteck fur n ^ n^\ sie gilt also 
auch auf dem vom Punkte {S, S) und dem Punkte bzw. b^renzten 
Stueke der Geraden ^ bzw< Xg = Und da die Punktion / (a^, a^) 
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in spiegelbildiich zur Geraden gelegenen Punkten denselben Wert 

hat, ist dadurch ihre partielle Stetigkeit im Punkte (iP, «) bewiesen. 

1st g (a?) e (jRj) und q> 0, so gibt es eine im Rt partieU 
stetige Funktion f(Xy, , . . . , Xk), so dafi f(x, x, . . . , a)^g{x) und 
f(xx, a^ , . . . , a?*) = 0 in jedem Punkte (a^ , » * • • » > der von der 

Oernden x^=^ . > • ^ x^ einen Abstand ^ q hat, 

Nach 89*2*d ist die Behauptuxig richtig fur 1; ~ 2 ; wir xiehmea sie als 
riohtig an fur jfc — 1 , imd zeigen, daB sie dann auch fur k gilt. Vennpge der 
jSchr§nkax]^p 3 transfonx^ kSniten wir dabei g als endlich annehznen. Wir 
bezeichnen mit G die Gerade a^ =* a^ «...== aijt des JK* und legen durch 0 
aItiaii der keine der h KcxMcdinatenachsen des jB* enthalt, und den wir 
mit E bezeichnen (im Falle jb = 3istfr=sG);in dem durch H gehenden 
j|?j^^j-Buschel gibt es dann genau eizien , der die a:i-Achse enthalt, 
uxid den wir mit j^i (» = 1, 2, . . . , ib) bezeichnen; durch geeignete Wahl von 
H feftriTi erreicht werden, daB keine zwei Ki zusammenfallen; seien 
~ 1 , 2 , . . . , Jb) weitere 2h durch H gehende , derart daB 
Ki. Jti , K'^, Ki, K't , . . . , K't, Kt. K'^ zyklisch anfdnander f olgen ; 
das von und begrenzte abgeschlossene Dieder, das Ki enthalt, be- 
zeichnen wir mit Di ; dann sind die Mengen Di—E disjunkt. Wir definieren 
zunachstanf Di eine partiell stetige Funktion (a^> a^ , . . . , a>) , die = g (x) 
ist im Punkte x, x^^ z, . . - , x^^x von G, imd == 0 ist auf K', — G, 
auf — G und in alien Punkten vcm Di , die von G einen Abstand ^ g 
haben; es genugt, dkse Fmoiktlon in einem der beiden Keile zu deBnieren, 
in die Di durch E zerl^ wird, da ihre DeiBnition im anderen ganz analog 
erlolgen kann. Wir fithren diese Desfinition etwa fur t === k durch; sei also 
0 einer der bdden Keile, in die D^ durch E zerlegt wird, z. B. der die 
poffitive Halfte dec arj^-Achse (x^>0) enthaltende; sei femer ((ow)) eine 
abnehmeiadeFolgepoeiMverZahlenmit £rj.<pundor,,--^0; sei Pj, Pj, . . 

P„ , ... dme Folge unter^nand^ und zu D, nkht aber zur arj^-Achse par- 
all^erPjfc^i, aodaB P^ die Gerade = . . . enth&lt. 

Da gibt es nach in eine Folge ((^Tn)) ndt 

lim Uu^g* wobei wir no<^ ohnft weiteces ==0 setzenkonnen; nach Annahme 
» 

gibt es, wexm ((p*)) eine Fd^ positiver 2&dilen mit -** 0 bedeutet, im Bj^^^ 
eine partiell stetige Funktaon ^ ^ i) ^ ^ dW ^ » * • - > 

« (z) und iiu (^ » ^ > • * * » — 0 fur alle Punkte . - * , 

die von der Gecad^ x^sss x^ss ^ , sss einen Abstand ^ hab^, 
wobei ohne weiteces * - • • » ^ ^ angewmimen wecden kwin; 

wir setzen nuii:/^(a^, a%, .**, ‘ inaiten 

Punkte vcm C P^; war hinl&i^ikli kfein gewlkliH> so kt dazm/it " 0 auf 
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und in alien ubrigen Punkten von K\0^0 iind 

setzen wir /* = 0; auf G definieren wir ft durch ft {z, ar. . . z) 
= g (as); um n\mft auch in den Punkten (Zi,Zt, . . Zt) von C — (S jP« + 

K 

+ zu definieren, legen wir durch einen solchen Punkt die zur Zf 
Aohse parallele Gerade; in ihren Schnittpunkten mit OP*, C K'j^, C K’f 
ist ft schon defmiert, und wir setzen nun fest, daS ft zwischen zw-ei auf- 
einander folgenden dieser Schnittpunkte linear variieren soil; auf demjenigen 
der beiden Teile, in die 0 durch P^ zerlegt wird, der nicht an H grenzt, sei 
ft = 0. Nun ist ft auf ganz 0 definiert; da Oj < p , also alle o* < § , ist, 
w'enn die gn hinlanglich klein gewahlt werden, /* == 0 in alien Punkten 
von 0, die von G einen Abstand ^ q haben. Wir haben noch zu zeigen, 
dafi ft partiell stetig ist. In einem Punkte von C -- H folgt die partielle 
Stetigkeit nach xt unmittelbar aus der Definition, die partielle Stetig- 
keit nach z^ {i < k) folgert man leicht aus der partieilen Stetigkeit der 
9n(^> Punkten von H ist nur die partielle 

Stetigkeit nach zt zu bew-eisen, da jede durch einen solchen Punkt 
gehende Parallele zu einer ari-Achse (i 4= k) ganz im Dieder 4= k) liegt, 
mithin mit O nur diesen Punkt gemein hat; ist zunachst p ein Punkt von O, 
etwa p = (a;, a:, . . , , a?) , so folgt die Behauptung, da/i {a;, a;, . . . a;, a: + cr*) 
== gr* (a;, a;, . . . , a:) = g„{z) ist, und da f(x, ar, . . . , ar, zt) fur a; -f o* 
^Xt^z + 0*^1 linear variiert, ausiim g^ (a;) ^g(z); sei sodann psH-^G 

n 

und sei p = , dPg , . . . , a*); nach Definition ist dann f{^, ^2 * ♦ • • » ^j?) 

== 0; es kdnnen nicht iPj » • • • » einen denselben Wert X 
haben, da sonst die zur ar^-Achse parallele Verbindung^erade des Punktes p 
mit dem Punkte (df, .. ., iP) von 0, mithin auch die a:*-Achse in £ri^,ent- 
g^en der Wahl von H; es li^ also der Punkt (Xj^ , . . • , 

nicht auf der Geraden = a^ = . , . = Zt_i des hat also von dieser 
Gexaden positiven Abstand, und da g* (a^ , a:^ , , . . , Zt^i) = 0 war in alien 
Punkten des dieser Geraden einen Abstand ^ p, haben, und 

da gait, ist g* (a^^ , iPj , . . == 0 fur f^t «dle »; also ist nach 
Dehnitkm auch * ^2 > • - - ^ ^ hinlanglich nahe an 

Xt gekgenen Xt , d. h. ft ist partiell stetig nach zt im Punkte p » 
{Xj^,Xy^, ...» Si), — Nachdem in diestarWeiseim Dieder Di die gewuiischte 
partiefl stetige Funktkm fi defintet kt, defimeren wir / (ai , 

k 

im Mt durch: / =:=/i in D* (» == 1, 2, . . . , i;), / == 0 in P* — A; dann 

kt / partiell ^le^; dfes kt evident in jedem Punkte peP* — ff; ist peP, 
80 li^ dk durch p gehende, zur %-Adifie parallele Gerade ganz in A, 
80 daSimPaflepePdkpartieife Stetigkeit von/aus der Und 
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offenbar ist / = 0 in jedem Punkte, der von G einen Abstand ^ q hat, da 
dies von den gait. 

Da es nach So-S-l im Funktionen gibt, die genau ®J-Funktionen 
sind, lehrt 89-2-81, in Erganzung zu 89-2*ll, daB es im partiell stetige 
Funktionen gibt, die genau ©^-Funktionen sind; denn ware fiir jede im 
Ek partiell stetige Funktion: / (iCi , , . . . , (Bn) + (jRn)> 

so ware, wie der Beweis von 89*2*2 zeigt, f (x, x , . . . , x)e&'~^ (i^) 
+ (^i)» ™ Widerspruche zu 89*2*81. 

Literatur; R. Baire, Ann. di mat (3) 3 (1899) S. 87; H. Lebesgue, Joum. de 
math. (6) 1 (1905) S. 201. 

3. StetigkeitspiiBkte partiell stetiger Funktionen. 1st 
so bczeichnen wir die Projektion (§ 23, 6) von M in den Raum (bzw. 
E^^^) mit (bzw. die Menge aller Punkte , rcg) £ if mit = a 

(bzw. arj = a) bezeichnen wir mit (bzw. mit Mf^). 

Sei O offen in E^^^ X E^^^ und / , a^) eine Funktion auf 0 ; ist if G D , 

so bezeichnen wir mit ct> (if) die Schwankung von if 1 / (§ 26, 3) ; ist £ 
der Punkt , £^) von E^^'^ X und SeO, bo bezeichnen wir mit o> (5) die 

Schwankung von / im Punkte iC, mit o>i (£) (bzw. co^ (^)) die Schwankung 
von / (a^ , im Punkte £i (bzw. die Schwankung von / (i^ , Zg) im Punkte 
£ 2 ) ; dann sind nach 26*8*2 die Punkte £eO, in denen / stetig, bzw. partiell 
stetig nach x ^ , bzw. partiell stetig nach arg ist, gegeben durch (^) == 0 , 
bzw. ct>i (ie) = 0, bzw, {02 (^) = 0 . 

Die Funktion/ auf 0 heifie eine B- Funktion auf 0, wenn sie folgende 
Eigenschaft hat: ist (^ , ^) e 0, sind und offen in E^^^ bzw. in E^^^ 
und ist ^ 6 so gibt es zu jedem e > 0 eine nicht leere, in 

offene Menge G und ein arg e so daB ll/(a;i , a4) — / (^ , 1 1 < ^ 

fiir aile (a^i, argleO mit x^eB^^K Bemerken wir noch, dafi dabei die 
Menge B^^^ und der Punkt x^sG^^^ immer so angenommen werden kdimen, 
daB (sci^x'^jeO fur alle x-^eB^^K Denn sei p>0, und sei V die Um- 
gebung 2p von (iJi,iCg) in G'^^^ die Umgebimg p von in 

jgd)^ ^2) ^ Umgebung q von ^ in ; dann ist offenbar £ U. 

Wahkn wir p hinlanglich kkin, so ist 17 £0, 

also auch GO; ist / eine B-Funktion auf 0, so gibt es eine 

nicht kere, in offene Menge imd ein so daB 

jl/(*i» «*)— fiir idle {x^^x^eO mit wegen 

£0, gilt nun ab^ (x^, a;g)€0 fur alle 

Xi8S^^\ und wegen ist audh x^sG^^* 

Ist / eine B-Funktkm auf O und 0'£0,soistO'l / mne B-Funktum 
auf O'. 
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39*3*1* 1st f (Xi, OTg) eine B-Funktion avf 0 U7id ist fiir jede nicht here, in 
0^^ qffene Menge oj 0) ^ q , so ist die Menge alter 

x{£ rail CO < q vcm erster Kategorie in 
Es geniigt zu zeigen: fur jedes g' < ^ ist die Menge aller mit 

(o (O^f ) < ^ nirgends dicht in Sei eine nicht leere, in offene 
Menge nach 11* 2-2 haben wir zu zeigen: es gibt eine nicht leere, in 

E^^^ offene Menge , so daB co (Ojjf ) ^ fiir alle e Sei z 

das Infimura (§ 25, 4) der Funktion (Cr^^^X E^“^} 01 f und sei z* > z; dann 
gibt es einen Punkt (arj , zj) e 0, so da6/(Zi , xl) < z*, und weil/ 

eine jB-Funktion, gibt es eine nicht l^re, in offene Menge und 

ein x^ s so daB (z^ , x,^eO und / (z^ , z^) < z* fiir alle z^ s Ist z 
das Supremum von x E^^^) 0 If und z* < z, so gibt es einen Punkt 
^ 2 )e {E^^^xE^“^)0 mit i? 2 )>z*, und weil / eine B-Funktion, 

gibt es eine nicht leere, in E^^^ offene Menge und ein e , 

so daB (zj , Sc'^)eO und / (z^ , £o) > z* fur alle Zj e Dann ist, wenn 
z* < z* ist: CO (Of^) > II — z* II fiir alle x^e D& gf <q und nach 
Voraussetzung q ^co {(H^^^xE^^^)O) ^ [j z — z jj , konnen z* und z* so 
gewahlt werden, daB z* < z* und j I i* — z* j| > ; dann aber ist ct> )> 5^ 

fiir alle z^ e , w. z. b. w. 

39 * 3 * 2 . Ist f (Zj , Zg) eine B-Funktion aufO^ ist ^2 ^ u) (z) ^ qfur 

alle X a so ist die Menge alter xa(f^^ mit oj^ix) <q von- erster Kategorie 
in 0<i> . 

Sei die Projektion von in den Raum E^^^ und die Umgebung ^ 

von ^2 ^ Da u) (z) ^ g fiir alle z a O^JK ist dann fiir jede nicht leere, 
in E^^^ offene Menge £ P<^>; oj ((G^^^xGj;^^) 0)^q. Aus 39.3-1 folgt 
also, indem wir dort durch und 0 durch 0'^ er- 

setzen: die Menge aller z^ a mit co < g ist von erster Kate- 

£;orie in Also ist auch A = S A„ von erster Kategorie in P^^^ Nach 

n 

23 . 3.1 ist aber (Ug ~ Hm (o {(O')^f) ; ans o >2 (z^ , ^g) < {? folgt also: 

XisAn fur fast alle », also auch x^a A; die Menge aller z ^ a mit 
(zj , iPg) < g ist also von erster Kategorie in P^*^^ oder mft anderen Worten: 
die Menge aller xeCfP mit o) 2 (z) <g ist von erster Kategorie in O^P. 

39 * 3 * 21 . separcfbel, f {x^ , Z 2 ) eine B-Funktion aufO und m (z) ^ g 

fur alle xaO, so id, wenn Q die Menge aller xsO mit cjg (z) < g urd O' die 
Projektion non Q in den Baum bedewUt, O' von erster Kategorie in E^^K 
Sei , Og , . . . , a, , , . . eine abzahlbare in dichte Menge, Zu jedem 
gibtes ein , so daB ccg {£i , 3S2Xq\dB, nach 33*3.11 mg , Zg) 
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eine oberhalb stetige Funktion auf ist, gibt es also auch ein , so dafi 
» «r) < g- 1st also die Projektion von Q in den Raum , 
so istQ' ^ SQ,; nach und 19*4*8 ist aber von erster Kat^orie 

in also auch O', 

39 * 3 * 22 . Ist etn Youngscker Eaum, ist / eine B-FunJction aufO und 
uif forti^ stetig nach x^fur aUe xe 0^^, so isi die Menge oiler 
in denm f unstetig ist, von erster Kategorie in 0^^ 

Nach 26*8*2 genugt es, zu zeigen: fur jedes g > 0 ist die Menge aller 
xeOlI^ mit co (x) nirgends dicht in 0^. Nach 26*8«41 ist abge- 
schlossen in ; ware A^ nicht nirgends dicht in so gabe es also nach 

Xl*2*lll eine inO^^ offene Menge ^-^^sodaficoCz) ^ ^ fur alle a: e 
nach 10*8*1 ist H, wo E offen in X E^^^; dabei kann ohne 

weiteres E^O angenonunen werden; aus 80*8*2, angewendet auf J? 1/ 
wiirde daim folgen, daS die Menge aller x s mit (o^{x) dq von erster 
B^t^orie in €P’^ ist; dann aber gabe es nach 10*7*611 einen Punkt xeCP^ 
mit 0 )^ (a;) g, im Widerspruch zur Voraussetzung, dafi / partiell stetig 
nach x^ fur alle x e 

Wir betrachten nun einen Produktraum EP-^ X EP^ X ... X EP^, auf den 
sich, wo nichts anderes gesagt, die im folgenden auftretenden Eelativbe- 
griffe (wie offen, Umgebung usf.) beziehen. 

39 * 3 * 3 * Sind , EP ^ , • . . » Yaungsche Edume, ist O offen, und 
ist f eine partieU stetige Funktion auf O, so gibt es zu jedem 3teO, zu jedem 
e > 0 und zujeder Umgebung U von ^ eine nicht here, offene Menge E ^U, 
so dap |l/(a;)— /(iC) || <e/i5r oKe xsE. 

Wir beweisen das durch Induktion. Pie Behauptung ist trivial fur « = 1 ; 
wir nehmen an, sie grfte fur » — 1, und zeigen, daB sie dann auch fur n 
gilt. SetzenwirJ^^^X...X ^ E', ^ E'xE^^K 

und schreiben die Punkte , . . , , von X ... X in der F<srm 
wo y = (a^ , . . . , x^_i) eE\ so ist O eine offene Menge in E'xEP^ 
und f(xi, . . - , kann in der Farm f(y, x^ geschrieben werden. Sei 
iy** *») ® ^ > wo = (oTj , — , ist dann offen in E^ und y*eG^, 

so gibt es, da nach Annahme die Behauptung fur n — 1 gilt, zu jedem a > 0 
eine nicht leere, in E' offene Menge jBT' gf?', so dafi li/(a^ , . . . , afn-i » K) 
— /(a^ » . - . . , r*) 11 < e fur alte (a^ , . . . , x^^^) e E', d. h. |l/(jr, <) 

i*C) 11 <s fur alte ysE\d. h. f{y, x^) ist eine B-Funktion 
auf O. Sei nun ^ == ^ , a;,) s O und U eine Umgebung v<m X; wir be- 

zdchnen mit die Menge aUcr , . . . , a O' mit da nach 
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Annahme die Behauptung fur /{a:j , . . . , gilt, gibt es eine nicht 

leere, in offene Menge H, so daB fiir alle , . . . , x„_j , S^bE: 

(3) 11/ > • • • » ^n-i » ^n) / (^ » • * ' > ^n-1 » ^n) 11 2 ' 

Da nach 20*2*71 em Youngscher Raum, ist nach 89-3*22 

die Menge aller Punkte von , in denen/ (y, x^) «/(xi , . . . , , z^) 

unstetig ist, von erster ILategorie in da nach 20*4*1 und 19*1*2 
auch eine Youngsche Menge, gibt es also nach 19* 7*611 einen Punkt 
zeH, in dem / stetig ist; es gibt also eine offene Menge H , so daB 
11/W""/(^)11 <|-f^ Wegen(3)istaber ll/(x)— /(2f) 11<|*, 

also ist l|/(x) — /(:K) || <e fur alle xsH, 

39 * 3 * 31 . Sind , . . - , Youngsche, Bdume, ist O offen und f 

eine farti^ stetige FunJction auf 0, so ist, wenn (% , . . . , x^.j) = y und 
/(Xj , . . . , x^.i, x„) =/{y, x„) gesetd wird,f(y, x«) eim B-FunMim aufO, 

Dies folgt immittelbar aus $9*8*8. 

39 * 3 * 32 . Sind . . . , Ymngsche Bdume, ist O offen und f 

eine partidl stetige FunMion auf 0, so ist, toenn 0-^ die Menge ader 
(xi, a^, Xrt)€0 mit — bedeutet, die Menge oiler Punkte von 0^^, 
in denen f unstetig ist, von erster Kategorie in 0 ^ . 

Dies folgt aus 89*8*22 und 89*881. 

Aus 89*8*82 entnimmt man, daB — unter den Voraussetzungen dieses 
Satzes — jede partfell stetige Funktion auf 0 Stetigkeitspunkte besitzt ; 
und zwar liegen diese Stetigkeitspunkte nach 19*7*51 in jeder Menge 0^^ 
dicht. Wir werden in 8886 eine Verschaxfung von 88882 beweisen. Dazu 
benotigen wir zwei Hilfssatze. 

383 * 4 * Sind . . . , Youngsche Bourne, ist in sich 

kompokt und ist f eine partieU stetige Funktion auf x . . . X so gibt 
es eine in dichte obzaMbare Menge G und zujedem p > 0 und zu jeder in 
JS<^>X . . . offenen Menge 3 A ein o > 0 , eine in G offene Menge 

und eine Besidvaimenge E* mE,8odofiffwoUe(Zi , . . 
und aUeZnsC stetig »» (x^ , . . . , x*_i , x„) ist, tmd/ttr oflc (a^ , . . . > x^.i) s E* 
und aUe z^s z' s Bf^^ mU <a die Ungleu^ung gUt: 

ll/(^ » • • * > ^-1 » — /(^ > • - * > !! ^ ^‘ 

Nach 181*41 ist sepaxabel, es gibt also eine abzahlbaxe in E^*^ dichte 
Mez^ C; ihre Punkte sden c„ , . Sei A, die Menge alkr 
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(a^ , . . . , e 0. fur die (a, , , *,.i , c,) ein UnBtetigkeitspunkt von/ 
ist ; nach S9'S'8S ist A, von erster Kategorie in G, mithin auch S von erster 

Kategorie in 0, und B = C? — 5 eine Residualmenge in O. Weil / partiell 

stetig nach , gibt es zufolge 25*7-81 zu jedem Punkte , . . . , e B 
ein or (a?! , . . . , ar^^i) > 0, so daB : 

11/ (^l » • • • * ^n-l » ^n) / (^ > • - • » ) II ^ Q 

fiir alle x^ e mit <a (x^, a;^_i). Sei die 

Menge aller (a^i, . . . , a?„,i)eB, fiir die <r(a^, ...» aJn-i)== ^ angenommen 

werden kann; wir zeigen zunachst: Bj. ist abgeschlossen in B, 
Sei wir haben zu zeigen: dann ist auch. 

, . . . , e Bjt. Es gibt in B* eine Edge von Punkten {x\, , . . , 

(» = 1, 2, , . .), so daB (a^ , . . . , » • • • > ^n-i)» ^ ^ 

Definition von B* ist dann |l/(a;^^\ ^n-i* ^n) 

— /(4'^ . . . , «5Jix» II ^ Qf Definition von B ist / stetig in 
, . , . , , a;') und in (i^ , . . . , «^_x , x'^)\ also gilt auch: 

(3-1) 11/(5,, 5,.x, 0-/(3^, <)I 

da (3'1) fiir alle x^eC » x^eC mit x^ x^ < ^ gilt, da G dicht in und/ 

partiell stetig nach ar„, gilt (3*1) auch fiir alle a;'eB^"^, mit 

x'^x' <^, d. h. or (5x , . . . , 5„_x) kann == ^ angenommen werden, d. h. 

^5, , . . - , 5^.,) e Bjt , w. z. b. w. Nun ist B — S Bjt; da B Residualmenge 

in(?, also nach 19-7-7 nicht von erster Kat^orie in O, ist mindestens ein Bt , 
etwa Bjs t nicht nirgends dicht in 0; nach Xl-8-7 gibt es also eine in G offene 
Menge H^A» so daB B^ E dicht in B ; da Bj^ abgeschlossen in B, ist dann 
Bj^ H ==: BE; setzen wir BE = E*, so gilt also naoh Definition von B^ 

fiir alle (ar, , . . . , x^^{)aE^ und alle x^ e x^ a mit a;' x*^ < ^ die 

Dngleichung ll/(a^ , . . . , 4) — /(^^i > • • - > »n-i> 4') 

Definition von B ist f stetig in (a^ , . . . , x ^^^ , a;») , wenn («, » • • • * 
a E* und x^sC; und weil B eine B.^dualmenge in Q war, ist nach 19- 7*8 
E* eine Residualmenge in B. 

39^3*5* Binid . . . , Youngsehe Bdume, ist in sieh 

kompdkt und f eine ^riidl sktige FunkHon auf X ... X so ist 
fur jedes 0 die Projekticn P der Menge [m (5) ^ gr] in den Bxwm 
FP'^ X ... X B^**”^> nirgends duM in B<^1 X ... X 
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Nach 26*3-41 und 28*6*8 ist P abgeschlossen in X ... X nach 

11*2*111 genugt es also zu zeigen: es gibt keine in X ... X offene 

Menge, die 3 A und Q P ware. Angenommen, es g&be eine solche Menge G* 

q 

Wir walilen in 89*8*4 $ ~ ^ und haben: 

||/(®x. •••. <)— /(*!. *„-!.»«) 

fur («! *,_j) e H*. x' x" < (r . 

Sei (2 jl , . . . , e jET* ; wegen E* ^O^P gibt es ein e so daB 
ct) , . . . , > ^n) ^9! • partieil stetig nach , gibt es ein c«<7, 

so daB: 

(3*3) ||/(^i , . . . , , c) / , . . . , , ^n) II ^ ^ ^ 2 * 

Da nach Definition von H* f stetig in , . . . , , c) , gibt es eine in 

X ... X offene Menge O^H , ao daB » • • • > ^»-i) 


(34) 


11/ • • • » ^n-l » — / (^1 » * • • » ^i*-l » 11 < 

fur (a?! , . . . , ar^^i) e O . 


18 


Bezeichnet 0^^^ die Menge aller ar„£ mit <— , so gibt es wegen 

o) (a^i , . . . , ,^n) 26*8*12 einen Punkt , . . , , a;*) eOxO^'^K 

so daB: 


(3-5) 


11 / (^>^1 > • • • » ^ n ) / (^1 » • • • » ^n) !1 > 


3 ' 


und Weil / nach 89*8*81 eine J5-Funktion, gibt es eine in 0 offene Menge 
(7 3^ und ein e 0^”'\ so daB: 


(3-6) 


||/(*i . . - • . *,-i . O — /{a^ .•••.<) 11 < 


18 


fiir (xi . . . . . *„_i) e O' . 
Axxa (3-3). (34), (3-6), (3-6) folgt: 


(3-7) 


11/ (®1 * • • • > ^ft-1 » ) f • • * > j 11 ^ ^ 

fur{a:j,...,a:^_i)€0'. 


Nach (3’3) war <^ , nach Definition von 0^*^ ist a?** » also ist 

a:** c < a; da S* eine Residualmenge in S und O' Q O g , ist nach 
19*7*81 O' H* 3 ^ , somit steht (3-7) im Widerspruche zu (3*2). 

3ft*3*6* Sind PP-\ . * . , Yotmgsc^ Bdume, ist *n 
hovn/pakt und f cme pxrti^l steiige Funkiion wf x . . • X so ist 
die Prcjektian P der Mmge aUer Unstetigkeitspitmkte von f in den Eaum 
X ... X von crsJcr Eategorie in X . . . X 12?^**“ 



Ftinftes Kapitel. 

Die analytisclien Mengen. 


§ Anaiytisehe Mengen. 

1. Snslinselie Schemata. In Verallgemeinerung des Begriffes „dyadi- 
sches Schema** (§ 18, 7) definieren wir: 1st ein Mengensystem und ist 
jedem Komplexe (tij , ?i 2 , . . . , (fc = 1, 2, . . .) natiirlicher ^hlen eine 
Henge ® zugeordnet, so bilden die Hengen . . . nj^ 

Snslinsches Schema © in BJl. Die Mengen . . .n^ 1c Indizes 

heifien die Mengen ^-ter Stufe von S. Bie Menge beiBt ein 

Kachfolger von {* < ?) (^»d umgekehrt ein 

Vorg^nger von . , . „p, weim =« = ttjt . Bei 

festem- ^ 1 ,^ 2 , . . W;t-i heifie das System der Mengen 
(njfc = 1, 2, . . ein Abschnitt ^-ter Stufe von S, und zwar ein auf 
auf • * • » • • • «i:_i Abschnitt. Bie Summe 

aller Mengen eines Abschnittes A:-ter Stufe heiBe eine Abschnittsumme 
I*-ter Stufe. 

Wir bilden zu jeder Folge v = ((%)) naturlicher Zahlen den Durchschnitt : 


(1) M, 

die Menge: 

(M) 


-■M, 


■ If, 




4 (S) = S Jf, 

y 


{wo die Summation iiber alle Folgen v natiirlicher 25ahlen zu erstrecfcen 
ist), heifit der Kern des Schemas <S. 

Bas Suslinsche Schema © heiBt monoton, wenn in ihm stets 
d. h. wenn jeder Nachfolger Teil jedes Vor- 

g&ngers ist. 

Bezeidmen wir mit Summe aller Mengen l?-ter Stale des 


Schemas €: 


Jf<*> - S 




SO gilt; 
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Smd im momtomn Smlimchm Schema © fur jedea k '^Tcq die 
AbachniUsummen k4er Stufe diajunkt, so iat A {®) = D 

k 

Da jedenfalls A (Q) ist nur zu zeigen: \st as D so ist 

auch as A (©). Sei Summe der Mengen des auf 

folgenden Abschnittes {k + l)-ter Stufe. Da a fur k '^k^ genau einer Ab- 
schnittsumme ^-ter Stufe angehort, und da © monoton, also • • • «* 
2 ^n,n, - • ' njj. eine Folge ({%)), so daB a s 8 ^* fiir * ^ ; 

w^en 2 ^n,n, . . . «^ ist daim auch ufi Jlf„j fur k^k^^, 

und wegen der Monotonie von © gilt dies fiir alle k. Also ist 
a e Mn* • ^n*n* nf . . . nj - • • * # ® S A {©), W. Z. b. W. 

4;0«1*2. Ist SDl ein Bing, so harm jedes Snslinsche Schema © m ersei/zt 
w&rden dutch ein rnonotones Sualinsches Schema ©' in 9)1 von gleichem Kerne. 

Seien die Miengen von S. Setzen wir 

• »j|; » ^ ^ 

. njfc ® ®*iso ist das System ©' der Mengen n, . . . njj. 

monotones Suslinsches Schema in SW. Setzen wir, wenn v die Folge ((%)) 
naturlicher Zablen bedeutet: M' = M' . M' ^ M' - 

p ni «xitt 

so ist nach (1): = M'^, also nack (M) auch A (©) = A (©0- 

Ist © ein Suslinsches Schema in M, so bilden die Nachfolger der Menge 
n, . . . Hjfc ^ © gleichfalls ein Suslinsches Schema in 9J1, das wir mit 
bezeiohnen. 

lt-1-3. M © monoton, so ist: 


^ ^ 4(®«. 

% » "i t • * • » Vtjjm ^ ^ ft * 

Denn bei monotonem © ist in (1) : 


■**">•■•**"*+1 ■**»>•• 

also ist A (©»,», . . . »j) ^ Summe derjenigen Summanden in (1*1), fur die 

die Folge v mit den Stellen 7^,n^, nj^ beginnt. 

Die Mengen A (©»»«, . , . bilden auch ihrerseits ein Sus- 

linsches Schema, das aber i. a, kein Suslinsches Schema in 2tt sein wird; 
wir bezeiohnen es mit @. Ist © monoton, so auch ©. 

Ist © tnonoion, so ist A (©) = A {©), 

Denn da, wie wir b^ Beweise von 40*1«S sahen, A^^ n, , . . die Summe 
derjenigen Summanden in (1*1) ist, fur die die Fc^e v mit den Stella 
«i, . . .,nt b^nnt, so fet: 
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und da, wenn © monoton, offenbar £ ^n,n, • . • n;t> aucb: 

*••”** * * * = • -^n,n, • • • •> 

also ist: 

(1*2) A„^ . ilnjin, n^. . , • • • == • • • nj^ • • • • 

Sei ein Mengensystem, das die folgenden Eigenschaften hat: 

1. i)fl ist ein (t- S ystem. 

2. Ist ^ £ S'J und N' £ so ist auch N' e 

Beispiele hierfur sind: die abzahlbaren Mengen, die Mengen erster Kate- 
gorie eines metrischen Raumes. Schreiben wir: A (=) B, wenn A — Bs'St 
und B — As^, so gilt: 

40*1*6. 1st © das SusUnsche Schema der Mengen 
das SusUnsche Schema der Mengen und ist ...nj^ 

(=) ttt- • - nj^ Komjdexe (n^ , Tig , . . . , ?i*) , so wi aticA A (©) 

(=)A(©0. 

Nach Annahme ist: 

• njfc n. . • . n|; ® -^Bi b, - - . n;j. -^Bj b, . . . b^ ^ » 

also, wenn: 

gesetzt wird (wo die Summation iiber alle Komplexe (n^ , Tig , . . . , «*) 
zu erstrecken ist), auch Ce^ft* Setzen wir, wenn v die Eolge ((%)) bedeutet: 


K = K-Kn.- 


Jyrf 

-“mn,. . .Bjij- 


soist j + . ... also jf.-icsc. 
tmd ebenso M',—M,<^C. Da nacli (1-1): ^{©) = Sir„ A(&) 

=s<. ist.4(©)-.4(®')gs(if,-jf;). .4(S')-^(©)SS{JC-Jf.). 
als^ ^ (©) — .4 (©') ^C. A (V) — ^ (©) £ 0, aJso .4 (®) — ^ {©') s*. 
.4 (©0 (©)e3i, d. h. ^ (©){=) A (©'). 

49*1«6. © das SusUnsche Schema der Mengen • • • »* ^ 

eine hdiebige Menge, so M A (©) der Kem des Sudinschen Schemas der 
Mengm M 

Bemx naoh (1*1) ist If A (@) ^ S M M^ , und nach (1) ist M M^ 

... . 

Literatur: M. SQslin,O.R. 164(1917)8.88; F. Hansdorff , Mexigeukhre 8.90. 
Zm Sats 4f*£*S; O. Kikodym, C. E. Vais. 19 (1928) 8. 284. 
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2. Die analytischen Mengen uber 3K. Den Kern A ((B) eines Suslin- 
schen Schemas in Tf bezeichnen wir als eine analytische Menge iiber 
Das System aller analytischen Mengen iiber 9K bezeichnen wir mit 
4:0*2*1« Es ist 911 ^ 911^ . 

Denn ist M und sind im Suslinschen Schema B samtiiche Mengen 
= if, so ist auch A (S) = M. 

Wendet man den PtozeB, der von 3Jl zu 9)1^ fiihrt, neuerdings auf 911^ 
an, d. h. bildet man das System (911^)^ aller analjrtischen Mengen iiber 911^, 
so gilt; 

40-2-2- Ea iat mj^)^ - 9J1^ . 

Aus 40-2*l erhalten wir, indem wir 9J1 durch 9R^ ersetzen: 911^ g (9)1^)^. 
Es ist also nur mehr zu zeigen : ist 0 e (9R^)j , so ist auch C s 9)1^^ . Sei also 



V * 

WO Nn^ II, . . . c ^ ~ ((%)) Folgen naturlicher Zahlen durch- 

lauft. Wegen -^nin, . . • nj^ ® ^a hierin: 

= Ml 

= Mf‘ •• • "* 

wo "*s3R and A = ((I,)) alle Folgen naturlicher 21ahlen durchlauft. 

Nach dem ersten Distributivgesetze (§ 2 (2'3)) ist also: 

N = S if JiR>*« Jf"' . 

^ ... * ^ ’’ 

wo • urf-. 

und fur sich alle Folgen naturlicher Zahlen durchlaufen. Also 

ist weiter: 


s iP* 

* w A « 


JfJJ*.if5». 


Jiphthih 

Cl CiCg 


Hierin denken wir uns in jedem Summanden die Doppelfolge der Faktoren, 
etwa nach Diagonalen (§ 1, 6), in eine einfache Folge geordnet: 

(2) S 


«x At Os atOtaa Cj 


Nun machen wir die Mengen 3f (nj , = 1, 2, , . ^ indem wir sie irgend- 

wie in eine Folge . ordnen, zu den Mengen erster Stufe eines 

Suslinschen Schemas; die Mengen machen wir zu den Mengen zweiter 
Stufe dieses Schemas, und zwar so, daB die Miei^en (<*2 = 2, . . .) 

den auf Jtfjj folgenden Abschnitt zweiter Stufe bilden; dfe M^c^en 
machen wir zu den Mengen dritter Stufe dieses Schemas, und zwar so, <3^ 
jeder auf iQ folgende Abaehnitt <Mtter Stufe aus den (iig^ufwia in eipe 
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einfache Folge geordneten) Mengen JfJ** (nj , 6 ^ = 1 , 2, . . .) besteht; die 
Mengen naachen wir zu den Mengen vierter Stufe dieses Schemas, 

und zwar so, dafi jeder auf folgende Abschnitt vierter Sfeufe aus den 
Mengen («3 = 1» 2 , . . .) besteht; die Mengen werden.die 

Mengen fiinfter, die Mengen JfJ"*"* werden die Mengen sechster Stufe 
dieses Schemas, und zwar so, da0 jeder auf folgende Abschnitt 

fiinfter Stufe aus den Mengen {62 = 1 , 2 , . . .), jeder auf folgende 
Abschnitt sechster Stufe aus den (in eine Folge geordneten) Mengen "• 
(tIj , CjL — 1 , 2 , . . .) besteht usf. Bezeichnen wir die Mengen ^-ter Stufe des 
so entstehenden Suslinschen Schemas mit ^p,p, , . . so hat offenbar 
jeder Summand aus ( 2 ) die Grestalt: 


(2'1) p* • • • Pi * • • * > 

und umgekehrt tritt jede Menge der Gestalt (2*1) in (2) als Summand 
auf; es ist also <7 = S wo n: = ((p*)) alle Folgen natiirlicher Zahlen 


durchlauft ; also ist, da , Mp^p ^ . . . • • • Mengen aus SR 

sind: C e w. z, b. w. 

Ist = SK, so nennen wir 311 ein Suslinsches Mengensystem. 
Bann gilt: 

40 * 2 * 21 . 3)1^ ist das kleinste SvsUnsche Mengensystem vber 3)1. 

Sei 31 ein Suslinsches System izber 311, d. h, es sei 31^ =31 und 31 3 3)1; 
dann ist auch 31^ 2 311jl , also 31 2 40*2*1, 40«2*2 

3)1^ ein Suslinsches System fiber 3)1 ist, so ist die Behauptung bewiesen. 
40 - 2 - 3 . Es ist^^Qmj^. 

Sei Be 3D1<, ; dann ist B = S Brt,woB„e3)l. Setzen wir ==••• 

, so entsteht ein Suslinsches Schema 8 in 3)1, 

fiir das A (8) = B. 


40 - 2 - 31 . Esist^sQ^A- 

Sei BeM^; dann ist B = D wo Bie3R. Setzen wir 

— Bjfe (» 3 , Tig , . , . , Wi = 1, 2, . . .), so entsteht ein Suslinsches Schema 8 in 
8)1, fur das ^ ( 8 ) = B. 

40-2-4. 311^ sowoM ein <y- als auch ein d-System, und mithin ein Bing. 
Benn nach 40-2-3, 40-2-2 gilt: 3)1^ 2 (3)1^)^ 2 (3)1 ji)jl = 311^ , also (3)1^)„ 
= 3 ) 1 ^; und ebenso zeigt man: = 3)1^^ . 

Fur das System SHjg der Borelschen hlengen ub^ 3R (§ 33, 1) gilt: 
40 * 241 . Esi^m^Q^A^ 

Nach 40-2-1, 40-2*4 ist 3)1^ ein Blengensystem iiber 3R, das sowohl o-System 
als d-System ist ; die Behauptung fol^ idso aus 33-1-32. 

Literatur: Zu 40-2-2 vgl. F. Hausdorf f , Mmgeniehxe S. 92. 
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3. Die analytischen Mengen eines metriscben Kanmes, Sei nun 
insbesondere E ein metrischer Raum, das System der in E ab- 
geschlossenen, % das System der in E offenen Mengen. Dann ist: 

(3) S (§f + • 

Andererseits ist3f+@S§fty» Txsaoh 40*2*8, 40«2*81: 

s + ® 8f +® g@^, Bho aucb (5 + ®)^g®A* (Sf +®)^ 

£ (®^)^ ^ und daher nach 40»2*2: 

(3*1) (S + @)^ g » (S + ®)^ ^ ®^ • 

Aus (3), (3-1) folgt: 

(3-2) = = +@)^. 

Wir bezeichnen die Mengen des Systems (3*2) als die analytischen 
Mengen in E, Das System (3-2) aller analytischen Mengen in ^ be- 
zeichnen wir mit %(E), 

40*3«1« Ist ^ ein die in E abgeschhssenen {bzw, offenen) Mengm ent* 
haUendes System ancdytischer Mengen in E^ so ist (jS?) . 

Wir setzen abkurzend ^ (E) == ^ . Nach Annahme ist fj g ^ g SC, 
also auch g £ SC^ ; hierin ist == SC und nach 40*2*2 auch SC^ = SC; 
also folgt daraus = 91- 

4:0*3*2* Ist E se-parabel und $ ein abzaMbares, atisgezeichneies System in E 
offener Mengen, so SC (^). 

Da wegen ^ g ® auch g ®^ > d. h. g SC ist, ist nur zu zeigen: 
% s • Nach 18*1*1 ist ® g |)a , also nach 40*2^8 @ g , also 
®^ g , d. h. nach 40*2*2: SC g , tt. z, b. w. 

Ist 9& (j^) das S 3 rstem dOT Borelschen Mengen in JE^ (§ 33, 4), so gilt: 
49*3*3. Es ist B (E) (E). 

Dies folgt wegen § 33 (4-41) aus 40*2*41. 

49*3*4. Ist E ein separabier unsTuSicher Raum, so hat das System SC (E) 
die Mdchtigheit K. 

Sei a die Machtigkeit des Systemes SC (^. Da ^ g SC (E), und da nach 
18*2*&1 g die M&chtigkeit H hat, ist a ^ . £s ist also nur zu zeigen: 

a Danach 8 *l* 21 dieMengeallerendlichenKomplexe(nj,« 2 ,. . .,%) 
nattirlicher Zahlen die Machtigkeit hat, konnen die Mengen 
eines Suslinsohen Schemas in eine Folge geordnet werden; und da nach 
18*2*81 das System fjf die Machtigkeit K hat, gibt es nach 8*2*48 in ^ K 
Suslinsohe Schemata. Also gibt es hoehstens K amdytasche Mengen ubw ^ ; 
und da gf^ « SI {E), ^ a ^ w. z. b. w. 

49*841. Ist E ein sepmrMer unendUcher Baum, so hat das System 93 {E) 
die Mdchtigkeit K. 
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Sei b die Machtigkeit des Systemes S (E). Da g S3 (J^), ^ind da nach 
18*2*51 5 die Machtigkeit K hat, ist b ^ H . Da nach 40*8*8 S (J^) ^%{E), 
und da nach 40*8*4.^ (E) die Maxshtigkeit ^ hat, ist auch 6 ^ K . 

Fur das System (E) der Baireschen Funktionen auf E gilt: 

40 . 3 . 42 . Ist E ein separabler unendlicher Baum, so hat das System @ {E) 
die Machtigkeit K. 

Sei c die Machtigkeit von ^ (E). Da die charakteristische Funktion einer 
Borelschen Menge nach 85*2*42 eine Bairesche Funktion ist, und da nach 
40*8*41 das System 23 (i^) die Maohtigkeit K hat, ist c ^ K . £s ist also nur 

zu zeigen: c ^ K. Sei die Menge der rationalen Zahlen. 

Nach 80*1*81 ist eine Funktion / auf E vSllig bestimmt durch die Mengen 
[/ (^) < ^nl (» = 2, . . .). Ist / eine Bairesche Funktion, so sind nach 

85*2*8 diese Mengen Borelsche Mengen; also ist eine Bairesche Funktion 
auf E vollig bestimmt durch eine Folge Borelscher Mengen in E. Da nach 
40*8*41 das System 23 (E) die Machtigkeit K hat, so hat nach 5*2*48 auch 
die Menge aller Folgen aus 23 (E) die Machtigkeit X , also ist c ^ X , 
w. z. b. w. 

Wir neimen das aus Punktmengen metrischen Raumes E 

bestehende Suslinsche Schema © regular in E, wenn es folgende Eigen- 
schaften hat; 

1. Es ist monoton (§ 40, 1). 

2. Jede Menge . . . n^j. abgesohlossen in E, 

3. Bedeutet dt das Supremum der Durchmesser der Mengen ifc-ter Stufe 
von ©, so gilt di"* 0 . 

Ist © ein regulaxes Suslinsches Schema und v die Folge ((n*)) naturlicher 
Zahlen, so ist der Durchschnitt = M^^ 

weder leer, oder er besteht aus einem einzigen Punkte a, den wir als den 
Punkt bezeichnen. 

40*3-5* 1st E se'parahel, so ist jede analytische Menge in E Kern eines 
regtddren Suslinschen Schemas in E. 

Da jede analytische Menge in E Kem eines aus in E abgeschlossenen 
Mengen bestehenden Suslinschen Schemas ist> ist nur zu zeigen: Jedes aus 
in E abgeschlossenen Mengen bestehende Suslinsche Schema © kann ersetzt 
werden durch ein in E regulares Schema ©* von gleichem Kerne. — Sei 
F eine in E abgeschlossene Menge, und sei ^ > 0 beliebig ge^ben. Zu jedem 
aeF bilden wir die abgeschlossene Kugel (§ 10, 2); nach 18*8*1 gibt 

es im System der abgeschlossenen Mengen E K^t ein F uberdeckendes 
abzahibares Teilsystem ; also ist F Summe abzahlbar vieler in E al^eschlos- 
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sener Mengen von einem Durchmesser Jede Menge . . . nj^ 

k-t&c Stufe aus 0 ist also in der Form darstellbar : , 

wo ^ . ^^abgeschlossen in E und d . . . n^) ^ bilden nun 

aus den Mengen ^ ein Suslinsches Schema 0' in folgender Weise: 
die (in eine Folge geordneten) Mengen (74 , n = 1, 2, . . .) seien die Mengen 

erster Stufe von 0'; der auf folgende Abschnitt zweiter Stufe von 0' 
bestehe aus den Mengen (Tig, r = 1, 2, . ..); der auf die Menge 
folgende Abschnitt dritter Stufe von ©' bestehe aus den Mengen F^^ 

(Mj , y = 1, 2, . . .) usf. Dann haben die Schemata 0 und 0' denselben 
Kern, und das Schema 0' hat die Eigenschaften 2. und 3. eines regularen 
Schemas. Verwandeln wir, wie beim Beweise von 40* 1*2, das Schema 0' 
in ein monotones Schema von gleichem Kerne, so entsteht das gewtinschte 
regulars Schema ©♦. 

4. Absolut ahalytische Mengen. Sei E eine ganz beliebige Menge, ^ 
ein System von Teilen von E, Wir machen wieder Gebrauch von der in 
§ 32, 3 eingefuhrten Bezeichnungsweise. In Analogic zu 33*8*2 gilt : 
404*1. W<^E,so%st[E'im)j^^E'imj,. 

Dies folgt unmittelbar aus 40*l-6. 

Ist insbesondere E ein metrischer Raum, so gilt in Analogic zu 83*4*7: 

464*11. IstW (W) = F' 1 (F). 

Denn ist fj, bzw. gf' das System der in F, bzw. in F' abgeschlossenen 
Mengen, so ist nach 10*8-1: fj' = F' 1 gf- Da ^ (F) = ^ (F') =: , 

folgt die Behauptung aus 40*4*1. 

404*2. Jsi A £ F' C F und A s ^ (F), so ist avch As^ (F'). 

Dies folgt unmittelbar aus 40*4*11. 

40*4*21. /si A £ F' Q F undAs^ (E% F's (F), so ist auch Ae% (E). 

Kach 40*4*11 ist A ~ F' A' mit A' s ^ (F) ; da auch F ' s (F) und ^ (F) 
nach 40*2*4 ein Ring, ist auch A e ^ (F). 

jAfit man in 40*4*21 die Ycnraussetzung F' s 2t (F) weg, so kann nicht 
mehr geschlossen werden, dafi A s S£ (F); wohl aber gilt: 

40*4*3. Isi F' vdttstdndig, A £ F', A £ F tmd A e ^ (F'), so ist auch 
A6«(F). 

Der Beweis ist analog dem von 88*5*1. 

Nach 40*4*8 ist jede in einem voUstandigen Baum E' analytische Menge 
auch analytisoh in jedem Baume F £ A ; wir nennen dei^halb ^ne ^khe 
Maoge eine absolut analytische Menge. 



§ 40. Analytische Mengen. 347 

404 * 31 . 1st A analytisch in A' und isf A' absolut analyiisch, so isi auch A 
absolvi analytisch. 

Dies folgt unmittelbar aus 40»4-21. 

40 * 4 * 4 . 1st 3 ein aus absolut analytischen Mengen • • • »* bestehendes 
Suslinsches Schema in E, so ist auch der Kem A (S) absolut analytisch. 

Nach 18«4*6 gibt es einen vollstandigen Raum E’^ ^E; sei 9 System 
der in E* abgeschlossenen Mengen. Da A„^ absolut analytisch, 

mithin nach 40*2*2: .4 (3)e5^ , d. h. ^ (S) e ^ {E*) ; und da E* vollstandig, 
ist A (S) absolut analytisch. 

Literatur; F. Hausdorff, Mengeniehre S. 179. 

5. Abbildangssatze. Seien A und B metrische Raume. In Analogic 
zu 83*6*1 gilt: 

40 * 5 * 1 . 1st P eine eindeutige stetige Abbildung von A auf B und ist C eine 
analytische Menge in B, so ist P^^ (C) eine analytische Menge in A. 

In der Tat, C ist der Kem eines Suslinschen Schemas in B abgeschlossener 
Mengen I^s-her ist nach 2*1*8 und § 2 {1*9) {C) Kem des 

aus den Mengen P'^ ...»*) bestehenden Suslinschen Schemas, und 

nach 28*2*11 sind die Mengen P”^ abgeschlossen in A, 

40 * 5 * 2 . Ist Q eine homoomorphe Abbildung von B auf A, und ist M eine 
ancdytische Menge in B, so ist Q (M) eine analytische Menge in A. 

Dies folgt aus 40*5*1 fiir P = 

40 * 5 * 21 . Jcde mit einer absolut analytischen Menge homoomorphe Menge 
ist absolut analytisch. 

Der Beweis ist analog dem von 88*6*8. 

Sei © ein aus den Mengen bestehendes Suslinsches Schema; ist 

V eine Folge ((n*)) naturlicher Zahlen, so setzen wir : if, = 

. . . njj. - • • - I Menge aller ve B^, fur die M^ 3) ^ nennen 
wir die dem Schema © entspreohende Menge des Bq. 

40 * 5 * 3 . 1st © ein regvldres Suslinsches Schema im vcllstdndigen Bourne E, 
so ist die dem Schema © entsprechende Menge C des B^ abgeachlossen. 

Sei v8Bq--G und v = ((%)); da Jf- und da nach 18*6*11 &Ue 
Afn,ii, . - . 18*6*1 ein© der Mengen M^ i, . . . rj. 

(I? = 1, 2, . . .) leer, etwa ; <bwan abw ist My:^A (und mit- 
hin vs 0) fur allemitni,^, beginnendenPoIgenv; da dkse 

Eolgen nach § 33 (8) eine offene M©i:ge des bikien, ist — O often, 
also C abgesohk>ss6n. 
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40-5-31. I si 3 ein regiddres Suslinsches Schema in E, so ist der Kem A von 
(S eindeutiges stetiges Bild der dem Schema @ entsprechenden Menge C des Bq , 

Sei veC; ist v die Folge ((%)), so ist die Menge — 

•^n^n, . . • njt * • * • ^^ht leer, besteht somit, da @ regular, aus einem einzigen 
Punkte . Wir setzen P (v) = . Durchlauft v die Menge O', so durch- 

lauft die Menge A, Es ist nur naehr zu zeigen, daB die Abbildung P von 
C auf A stetig ist. Sei {{vi)) eine Punktfoige aus C mit Vi’^v; ist Vi die Edge 
((tiJ.)) naturlicher Zahlen, so gibt es nach 17^8-7 zu jedem k ein ijt , so daB 
ni == nj , 74 — * * • > 7^* = Wjb fiir i^in; also ist fur 

und da auch und da d . . . ^^) - 0 , gBt 

also ist die Abbildung P stetig. 

40*5*33. Ist <5 ein regtddres Suslinsches Schema im voUstandigen Eaume E, 
dessen Kem A'^A ist, so ist A eindetdiges stetiges BUd des Bq . 

Wir konnen obne weiteres annehmen, daB A fur alle Mengen 

erster Stufe des Schemas ©; denn ist A so 

konnen wir, ohne den Kem von 0 zu andem, jede Menge J/„* er- 

setzen durch *«,,.. nj(.- }eder Menge A die 3 ist, wahlen 

wir einen Punkt , - . «jt Sei wieder C die dem Schema 0 ent- 
sprechende Menge des jR^j und P die im Beweise von 40*6*81 angegebene 
Abbildung von G auf A. Wir erweitem sie zu einer Abbildung Q des Bq 
auf A, indem wir setzen: Q (v) = P {v) fmveC, wahrend Q {v) vsEq-— C 
in folgender Weise definiert wird: ist v s — C und v = ((ti*)), so gibt es 
nach 18*6*1 in der Eolge der Mengen (fc = 1, 2, . . .) eine leere; 

und da diese Eolge monoton abnimmt, und da nach Annahme A M„^ 3 
ist, gibt es in der Folge der Mengen A (A; = 1, 2, . . .) eine 

letzte, die 3-4 ist; ist dies die Menge A so setzen wir: 

C (v) == ^ Die so definierte Abbildung Q des Bq auf A hat offen- 

bar folgende Eigenschaft: ist y = ((«|.)) und ist A so ist 

Q (v) e — Es ist noch zu zeigen, daB Q stetig ist, d. h. wir haben 

zu zeigen: sind v = ((71*)) und Vi = ((Tij.)) (i ^ 1, 2, . . .) Punkte des und 
gilt Vi-'V, so auch Q (vA-^-Qiv). — Sei zunachst veC; nach 17-8*7 gibt es 
ein 4, so daB 74 = 7*^ , 7i| = tij, . . - , = t** fiir t ^ u; wegen r e C7 ist 

A 3-^ alle 1;; also ist, wie vorbinbemerkt: .n*? 

fiir i:2:it; wegen d (if„^ 0 folgt daraus 

Q M Q (v)* Sei sodann vsB^--C; ist dann A AL „ . . . letzte 
unter den Mengen A . . . nj = 1. 2, . . .). die '^A ist, so ist 
fiir *;SW ist dann A = A 
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3/1 wenn k^k*. und 

A M„ini . . . B*. <ii® letzte unter den Mengen A M„i„i . . . (fc = 1, 2. . . .), 
die 3 ^ ist, mithin Q (v.) = »«; n| . . . nj. = »n.o, . . . b*. = C M f z ^ 4.^1 ; 
also gilt wieder Q (v^) — Q (v). 

40-5-4- Damit die Menge eindeutiges stetiges Bild dea Bq sei, ist 

Tiotioendig und hinreichend, da/i sie sefarabel und abscivt arudytisch sei, 

Notwendig: Sei P eine stetige Abbildung des Bq auf A, Da der Bq 
nach 13* 1*822 separabel, so ist dana nach 28*1*81 auch A separabeL Nach 
18*4*8 konnen wir annehmen, A sei Punktmenge eines voUstandigen Rau- 
mes E. Wir bezeichnen mit Menge aller mit n^, n^t • ^ 

beginnenden Folgen ((?i./)) naturlicher Zahlen, und mit 
geschlossene Hiille in E von P (Bn^„^ , . . Sei (B das Suslinsche Schema 
der Mengen . . . nj^> ©s geniigt, zu-zeigen, daB A^A (S), denn dann 
ist A eine analytische Menge in E, also, da E voUstandig, absolut analy- 

tisch. — Sei V = ((n*)), * - - > ^ 

A (B) ^ S , wo sich die Summation iiber alle Folgen y naturlicher Zahlen 

V 

erstreckt, geniigt es weiter, zu zeigen, daB = {P (v)} . Da r e 
fiir alle h, ist P{y)sP (P„^n. . . . S'^so auch P (r) e fiir alle 

und somit P(r) e . Nun ist nur mehr zu zeigen, daB PJ^) der einzige 
Punkt von M- , Sei a e Af- , also a e Mn,n , , ^n, n,,,,nu 

die abgeschlossene Hiille von P (Pn^n, . . . nj)> ein a* s P {P^n, . . . n^)* 

so daB dann gibt es ein - n^> so daB a^^P (Vf ) ; dann 

gilt vjt -*v , und wegen der Stetigkeit von P auch P (vjt) -*P(v ) , d. h. a*. -►P(v) ; 
wegen ^ ist also a = P (v), w. z. b. w. Hinreichend: Sei A sepa- 

rabel xmd absolut analytisch; nach 18*4*81 gibt es einen separablen voU- 
standigen Raum E ^ A; da, A eine analytische Menge in P, ist A nach 
40*8*5 Kem eines regularen Suslinschen Schemas in E, also nach 40*5*82 
stetiges Bild des P^ . 

40*5*S« 1st B eindeutiges stetiges BUd der sejiarablen, abschti avalytisch&n 
Menge A, so ist auch B separabel und absolut analytisch, 

Nach Aunahme gibt es eine eindeutige stetige Abbildung Q von A auf B; 
nach 40*5*4 gibt es eine eindeutige stetige Abbildung P des Bq a\if A ; dann 
ist nach 28*1*4 P j Q eine eindeutige stetige Abbildung des Bq auf P, also 
ist B nach 46*5*4 separabel und absolut analytisch. 

Iiiteratur: W. SierpiAski, Bull. Crao. 1018 S. 161. N. Lusin, Iie^. s. L 
ensemlAes aualyti^ues (Baris 1030) S. 135ff. 
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6. Projektion. Wir betrachten nun einen Produktraum x 
Es gilt: 

40 - 6 - 1 . Ist A eine separable, absolut aruzlytische Merige des Raumes 
£{i) ^ ^{-)^ ^0 fljucA die Projektion von A in den Raum E^^^ separabd 
und absolut analytisch. 

Dies folgt aus SS-O-l und 40.5-5, 

40 - 6 - 11 . Ist E^^^ separabel, E^“^ separabel und vollstdndig und A eine 
ancdyiische Menge in E^^'* X E^-\ so ist die Projektion B von A in den 
Raum E^^^ eine analytische Menge in E^^K 

Nach 18.4.61 gibt es einen separablen, voUstandigen Raum E ^E^^K 
Nach 40.4.11 ist -4 ~ -4' . (E^^^ X wo A' eine analytische Menge in 
E X E^^\ Nach 20.2.4 und 20.2*7 ist der Raum E X separabel und voU- 
standig; also ist A' eine separable, absolut analytische Menge; nach 40.6*1 
ist also auch die Projektion B' von A' in den Raum E absolut analytisch. 
Da R = E^^^ B\ ist also nach 40*4.11 B eine analytische Menge in E^^K 

40 - 6 - 2 . Jede im separablen Raume E analytische Menge A ist die Pro- 
jeJcHon in den Raum E einer in E xRq abgeschlossenen Menge. 

Nach 18-4.61 gibt es einen separablen, vollstandigen Raum E ^E. Nach 
40-4*11 ist -4 = ^ wo u4 eine analytische Menge in E. Es geniigt, zu 
zeigen, daS A die Projektion in den Raum E einer in ExRq abgeschlossenen 
Menge B ist; denn dann ist die Menge B^ B .(Ex Rq) abgescLlossen in 
ExRq, und A ist die Projektion in den Raum E von B. — Da .4 separabel 
und absolut analytisch, gibt es nach 40*5*4 eine eindeutige stetige Abbildung 
P des i?p auf A, Wir bilden zu jedem vsRq den Punkt (P (v), v)bExRq\ 
ist B die Menge aller dieser Punkte, so ist -4 die Projektion von B in den 
Raum E, und nach 66.9-4 ist B abgeschlossen in P X Pq. 

46 « 6 * 3 . Jede im separablen Raume E analytische Menge A ist die Pro- 
jektion in den Raum E einer Q^-Menge in P X Pj . 

Nach 24.2.2 gibt es eii» homoomorphe Abbildung Q des P^ auf die Menge / 
der irrationalen Punkte des P^ ; ordnen wir jedem Punkte (a, r) e P X Pq den 
Punkt {a, Q (v)) sExRi zu, so entsteht eine homoomorphe Abbildung ^ 
von ExRq auf P X /. Nach 46-6-2 gibt es eine in P x Pq al^eschlosiene - 
Menge B, deren Projektion in den Raum P die Menge A ist; nach 24-1-2 
wird B durch ubergefhhrt in eine in PxJ al^eschlossene Menge P', 
deren Projektion in den Ranm P o^enbar wieder die Menge A ist. Da J 
ein (!? 5 im Pj , ist nach 20-2*16 ExIemQ^m Ex Rj ; und da P' abgeschlossen, 
also ein in Px/, ist naeh 16*9*2 P' ein in PxP^. 
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Nach 40*6*8 ist jede analytische Menge des i?* (1: = I, 2, . . .) die Pro- 
jektion einer (r 5 -Menge des . Ba es, wie wir in 40*9*2 sehen werden> 
im analytische Mengen gibt, die nicht Boreische Mengen sind, so er- 
sehen wir hieraus, daB die Projektion einer Borelschen Menge des 
in den jRj^ nicht notwendig eine Boreische Menge des i?* ist. 

Literatur: M. Suslin, C. R. 164 <1917) S. 88. W. Sierpiiiski, Fund. math. 5 
(1924) S. 155. 

7. Analytische 3Iengeii in Prodiiktraumen. In Analogic zu 88*7*1 gilt: 

46* 7*1. Ist A eine analytische Menge in X E^“K so ist jede Schicht 
(b € eine analytische Menge in E ^^^ . 

Sei A Kem des Suslinschen Schemas der in E^^^xE^’^^ abgeschlossenen 
Mengen Bie Schichten bilden nach 20*4*1 

ein Suslinsches Schema in E^^^ abgeschlossener Mengen, dessen Kem 
offenbar A)^^ ist. 

40-7-2. Ist Ai eine analytische Menge in A^ eine analytische Menge 
in so ist AjXAg eine analytische Menge in E^^^xE^^K 

Sei Ai Kern des Suslinschen Schemas der in abgeschlossenen Mengen 
Mengen bilden dann nach 20*2*1 ein 

Suslinsches Schema in E^^^ X E^“^ abgeschlossener Mengen, dessen Kem 
offenbar A^xE^’^ ist; also ist A^xE^-^ eine analytische Menge in E^^^xE^^K 
Ebenso sieht man, daB x A^ eine analytische Menge in E^^^ x E^^^ ist. 
Ba AiX Ag ~ (Aj^xE^'^^). (E^^^xA^, ist nach 40*2*4 auch A{XA^ eine ana- 
lytische Menge in E^^^xEP''^, 

46*7*21. 1st Ai X und ist Ai X A^ eine analytische Menge in 

EP'^XE^^K so ist Aj eine analytische Menge in EP^ und A^, eine analy-- 
tische Menge in 

Der Beweis ist analog dem von 88*7*21. 

46*7*3. Sind A und B absolut analytische Mengen, so ist atuh AxB eine 
absolid analytische Menge. 

Ber Beweis ist analog dem von 88*7*8. 

As Anwendung von 40*7*2 beweisen wir noch: 

46*7*4. Sind A und B analytische Mengen des so ist auch die Menge C 
oiler ZaMen a b {as A, be B) eine analytische Menge des , 

Setzen wir Z)=s=Ax5, soistBdie Menge sdkir Punkte (a:, y)sB^ mit 
xaA,ysB, und nach 40*7*2 ist D eine mmlytisohe Menge des iZj. Ordnen 
wir jedem Punkte {a, h)s D den Punkt a -^-bsC zu, so haben wir eine 
eindeutige stetige Abbildung von B auf C, also ist nach 40*5*5 € eine 
analytische Menge des 
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S. Uniyersalmengen. In Analogie zu 3B*S«8 beweisen wir: 

40*8-1* 1st E ein separabler Raum, so gibt es etne analytische Menge G 
in Ex R q> unUr deren Schiehten (as jRq) alle analytischen Mengen in E 
vorJcommen. 

Wir setzen E^^^ =: Ex B q, E^“^ = Bq- Da nach 20*2*4 separabel ist, 
gibt es nach 88*8*2 eine in E^^'^xE^“^ Ex B^X B q) al^eschlossene Menge 

F, unter deren Schiehten (a e E^^^) alle in E^^^ abgeschlossenen Mengen 
vorkommen. Sei G die Projektion von F in den Raum E x E^^\ Nach 
40*6*11 ist G eine analytische Menge in ExE^^^ Ex B^), Die Schicht 
von G ist nun aber die Projektion in den Raum E der Menge F^^^ 
^Ex Bf^; die Behauptung folgt also aus 40*6«2« 

40 - 8 - 11 * 1st ES^'^ ein separabler, E^^^ ein Youngseher Raum, dessen insichn 
dichter Kern 3 /t ist, so gibt es eine analytische Menge G in E^^^xE^^\ 
unier deren Schiehten G^^^ {b s E^^^) alle analytischen Mengen in E^^^ vor- 
Jcommen. 

Der Beweis ist analog dem von 88*8*81, 

Literatur: N. Lusin» C. E. 181 (1925) S. 95; Le 9 . s. 1. ensembles analytiques 
S. 146. W. Sierpixiski, Fund. math. 12 (1928) S. 75; Fund. math. 14 (1929) S. 82. 
O. Nikodym» Fund. math. 14 (1929) 8. 145. F. Szpilrajn, C. E. Congr. Math. 
Slaves Vais. 1929, S. 295. 

9. Existenzsatz. Ist E ein metrischer Raum, so ist nach 40*8*8 jede 
Borelsche Menge in E auch eine analytische Menge in E. Wir zeigen nun, 
unter geeigneten Voraussetzungen ixber E, daB die Umkehrung hiervon 
nicht gilt. 

Eine Menge A QE, deren Komplement E — A eine analytische Menge in 
E ist, nennen 'wir eine komplement&r-analytische Menge in E. 
Das System aller fcomplementar-analytischen Mengen in E bezeichnen wir 
mit t (E). 

40 *$* 1 * Es gibt im B^ eine JcomyhrnenJlar-analytis^ Menge, die Icevne 
analytische Menge isi. 

Nach 40*8*1 gibt es eine Menge Gs% {B^xB^^), unter deren Schiehten 
alle analytischen Mengen des J?^ vorkommen. Sei die Menge aller 
(x,y)eBQXBfi(xeRQ, ysBo) mit x = y; da J'abgeschlossen, also eine ana- 
lytische Menge in ist FG€M(BqXBq), also nach 40*4*2 auch 

FGs^iF). Sei P die homoomorj^ Abbildung von F auf den B^, die 
jedem Punkte (x, x)sF den Punkt xsBq zuordnet, und aei A' =!= P (F G) ; 
dam ist nach 40*5*2 A'e^ (B^), Wir setzen — A' = A ; daim ist 
Ae £ (Po) J ™ haben zu zdgen, daB A^s^ {B^). Ware As^ (Bq), so 
gabe es ein as B^, so daB A = w^en A ^Bq — A* sind nun die 
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Aussagen aa A und (a, a) a 0 Equivalent ; die Aussage (o, a) a 0 ist 
aber aquivalent mit a ; es sind also die Aussagen ae A und 
a a aquivalent, also kann nicht A = 0^^ sein; also ist A (jRq), 
w, z. b, w. 

40-9*ll. Ist E einTaungscher Raum, dessen insichdiehter Kern '^A ist, 
ao gibt es in E eine kcmplameTdar-anod^iscihe Menge, die keine analytische 
Menge ist, 

Nach 19»2*1 gibt es in E ein dyadisches Diskontlnuum, also auch ein 
reduziertes dyadisches Diskontinuom B (§24,2); nach 24*2«4 ist B ein 
Gf, mE, also nach 40*8*3 Be*^(E), Nach 40-9-1 gibt es eine Menge 
JfeS(2?Q) — Setzen wir M' = Rq — M, so ist (i?Q). Nach 

24*2«41 gibt es eine homoomorphe Abbildung P des auf B, Setzen wir 
A' = P(if'), so ist nach 40*5*2 also wegen Ba^(E) nach 

40*4*21 auch A' e% (E) ; setzen wir A = P — A', so ist somit A a St (E), Wir 
haben zu zeigen, dafi A'-^a^iE), Ware As%(E}, so ware nach 40*4*11 
auch ABs^(B); wegen A P - A', A' = P(ifO, nun 

AB = B-^A' = P(Ro — M')==P(M), d. h. If =- P-^(A P); nach 40*5*1 
ware also auch Jf£^(Po), w&hrend doch 
A'-*'e^ (E), w. z. b. w. 

40*9*2« Ist E ein Ymmgscher Raum, dessen insichdiehter Kem 3 ^ wi, 
so gibt es in E eine aruzlytische Menge, die keine Borelsche Menge ist. 

Nach 40*9*11 gibt es eine Mer^e Ae%{E), so da6 E — A^e%(E). 
Dann aber ist A ^ e ® (E) ; denn ware A e 58 {E) , so ware nach 38*4*2 
auch E^ Ae^(E), also nach 40*8*8 auch E — Ae^iE). 

Literatur: M. Suslin, C. R. 104 (1917) S. 88. 


§ 41* Eigensehafteo analytischer Mengen* 

1. Die Bairesche Eigensehatt. SeiP ein metrischer Raum. Dann gilt 
in Verallgemeinerung von 19*9*8: 

4144* Jede analytische Menge in E ist offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie in E. 

Sei A eine analytische Menge in E; dann ist A Kern eines Suslinschen 
Schemas © in P al^eschlossener Mengen 40*1*2 kann 

© als monoton angenommen werden, Dann ist nach 40*1*8 A — S A^^ , 

**i 

■wo = A (©,,); nach l»-6-84 iat S (A^^hn dicht in /!„ , und da nach 
19-5.1: also (il„ iat nach 11-8-9 auch 
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dicht in Ajj^, und da S (An)u % offen, ist nach 11-2-51 B = Ajj . — S (A^ )jjf 

nirgends dicht in Ajj^. Ebenso ist wegen 40-1-8, wenn ^ 

. . . nj) gesetzt wird, die Menge: 

. . . njj. ~ . . . n^lJi S 

nirgends dicht in ... n^hu. «nd da ^n.». . . . S-4, also 

anch £-4„i, ist nach 11.8-21 . . . „^ auch 

nirgends dicht in Aju. Also ist C = B + S £„ + S B„„ + ... 

«i * n, n, ^ * 

-f S . „ + • • • von crster Kategorie in A Sei nun 

as Am — C; dann ist a^sB, also Q>e S d. h. es gibt ein 

so daB (iB(A^*) 2 jt\ ebenso ist a^sB^*, also as S d. h. es 

* * «, * * 
gibt ein rl^, so daB a s indem man so weiter schlieBt, erhalt 

man eine Folge ((w]J)), so daB a s , »j)j 2 i alle h. Da © monoton, 

istaherA,. gJ’njn; ... also anch {A„. g (F„. 

da aher nach 18.6.12 (F„. „. . . . g JP b. „j . . . ist, so ist 

. nj ; ^so ist as fur alle k, mithin as A, Wir haben 
also gezeigt: aus a s Ajj^ — € folgt asA, d. h. es ist Ajj^ — C QA , 
und mithin Ajj^ — A £0. DsC von erster Kategorie in Ajj^^ war, ist also 
A Ajj^ eine Besidualmenge in Ajj^, also ist nach 19*8*2 Ajj^ ^ A^jj , mit- 
hin ist nach 19*3*5 A offen bis auf eine Menge erster Kategorie. 

Als Erganzung zu 10*9«2!l zeigen wir nun: 

41«1*2. Die bis auf eine Menge erster Kategorie offenen Mengen des Bau- 
mes E bUden ein SvMinsches System. 

Sei 2R das System der bis auf eine Menge erster Kategorie offenen Mengen 
des Raumes E, und sei © ein Suslinsches Schema von Mengen n, . . . »^« 
Nach 19*9*1 ist M^^^^ • • • »* abgeschlossen bis auf eine Menge 

erster Kategorie; setzen wir also A (=)R, wenn A — B und B — A von 
erster Kategorie in E sind, so gibt es eine in E abgeschlossene Menge 
> so daB M ^^ «, . . . njt (=) Bezeichnet ©' das Sus- 

linsche Schema der Miengen so ist nach 40*1*5: A (©) (~) A (©'). 

Da nach 41*1*1 A (©') offen bis auf eine Menge erster Kategorie ist, so 
wegen A (©) (~).4 {©0 offenbar auch A {©), also ist auch A (©)e3Jl; 
d, h. es ist £3R, und da nach 40*2*1: 3R , ist = 9R , d. h. 
3K ist ein Suslinsches System (§ 40, 2). 

Wir sagen: die Menge A ^E hat die Bairesche Eigenschaft, 
wenn fiir jedes M ^E gilt: .4 ist eine bis auf eine Menge erster Kate- 
gorie ofene Menge des Baumes M. 
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Damit die Menge A die Bairesche Eigenschaft habe, ist nob- 
wendig und hinreichend, dafi fur jede in E perfekte Menge P geUe : PA ist 
eine bis auf eim Menge erster Kategorie offene Menge des Raumes P. 

Notwendig: Dies ist trivial, Hinreichend: Sei F abgesohlossen in E 
und P = Fjg der perfekte Kem von F (§ 12, 7); dann ist jP — P = f", . 
Nach 12*7*1 ist P, separiert, nach 12*7*5 offen in P. Nach Annahme ist 
PA offen bis auf eine Menge erster Kategorie in P, also nach auch 
in P; nach 13*d*7 ist P, A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in P, , 
also nach 19-9-6 auch in P; wegen F A = P A + P, ,4 ist also nach 19-9-21 
FA offen bis auf eine Menge erster Kategorie in P. — Sei nun M eine ganz 
beliebige Menge g P; da abgeschlossen in E, ist — wie eben gezeigt — 
M^ A offen bis auf eine Menge erster Kategorie in if®. Nach 19*9*31 ist 
A = A' + A'\ wo A^ ein (7^ in if® und -4" von erster Kategorie in if®; 
also ist if ,4 = if ,4' -j- if ,4", wo M A' ein in if und nach 19*4*82 
M -4" von erster Kategorie in if ; also ist nach 19*9*81 if A offen bis auf 
eine Menge erster Kategorie in if. 

Hat die Menge A QE die Bairesche Eigenschaft^ so auch die 
Menge E — A. 

Sei if Q P; ist dann if ,4 offen bis auf eine Menge erster Kategorie in 
if, so nach 19*9*2 auch M — A ^ M {E — A), 

41 * 1 * 41 * Die Mengen A die die Bairesche Eigenschaft haben, bUden 
ein Suslinsches System. 

Sei 8 ein Suslinsches Schema von Mengen , die samtlich die 

Bairesche Eigenschaft haben, und sei A A ((B)- Ist if £ P, so ist nach 
40*1*« if A der Kem des Suslinschen Schemas der Mengen M * • . ***5 
nach Annahme ist if offen bis auf eine Menge erster Klategorie 

in M; nach 41*1*2 gilt daher dasselbe von MA. Also hat auch A die Bai- 
resche Eigenschaft. 

41 * 1 * 42 , Das System der Mengen A^E , die die Bairesche Eigenschaft 
haben, ist ein a-Kbrper. 

Nach 41*1*41 und 40*2*4 ist 9K ein <r-King, Da EsWi, und da nach 41*1*4 
neben AeW. auch P — Ai e 2R gilt, ist nach 8*8*1 ein Korper. 

41 * 1 * 5 * Jede andtytische Menge in E hat die Bairesche Eigenschaft- 

Sei A eine analytische Menge in P und if Q P. Nach 40*4*11 ist if A 
eine analytische Menge in if, also nach 41*1*1 eine bis auf eine Menge erster 
Kategorie offene Menge des .Baumc^ M- 

41 * 1 * 51 * Jede k<mplementdr-andlyti8eke Menge in E hat die Bairesche 
Eigenseke^t- 

Dies folgt aus 41*1*5 und 41*1*4. 
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Wir erkennen nun, dafi die Bairescke Eigenschaft nicht charakteristisch 
ist fiir die analytischen Mengen in E\ denn ist E ein Youngscher Baum, 
dessen insichdichter Kern 3 ^ ist, so gibt es nach 40*9*11 eine komplemen- 
tax-analytische Menge in E, die nicht analytisch in ^ ist. 

Wir sagen: die Eunktion f auf E hat die Bairesche Eigen- 
schaft, wenn fiir jedes M^E 6S& Punktion M\f stetig ist bis auf eine 
Menge erster Kategorie. 

4H*6* DamU die charakteriatUche Funktion der Menge A^E die 
Bairesche Eigenschaft Kobe, iet notwendig und hinreichend, dafi A die Bai- 
resche Eigenschaft habe. 

Dies folgt aus 

Nach 35«5*21 hat jede Bairesche Punktion in E die Bairesche Eigenschaft ; 
doch ist die Bairesche Eigenschaft nicht charakteristisch fiir die Baireschen 
Puhktionen in E ; denn ist E ein Youngscher Baum, dessen insichdichter 
Kern 3 ^ gitrb es nach in E eine analytische Menge A, die keine 
Borelsche Menge ist; die charakteristische Punktion/ von A ist nach 35»2-42 
keine Bairesche Punktion, doch hat sie nach 41*l-5 und 41*1*6 die Bairesche 
Eigenschaft. — Pemer ist, wie der Beweis von 85-5*22 zeigt, wenn / wieder 
.die eben betrachtete Funktion und M eine (rg-Menge in E bedeutet, die 
Punktion M If punktweise unstetig bei Vernachlassigung von Mengen 
erster Kategorie ; es gilt also auch von d5*5*22 keine Umkehrung. 

Literatur: R. Baire, Acta math.3O{1906) S.27;H. Lebesgue, Joum.de math. 
(6) 1 (1905) S. 188; 0. Nicodym , Fund. math. 7 (1925) S. 149. 

2. Perfekte Teile analyHsoher Mengen* Jede unabzahlbare sepa- 
rable Youngsche Menge enthalt nach 19*2«21, 19*2*1, 1S*9*8 einen nicht 
ieeren perfekten Teil. Dies ist ein spezieller Pall des Satzes: 

Jede unabzahUxire, sefcarabie, in E analytische Menge A enthalt 
einen nicht le&rm, in E perfekt&n TeU. 

Sei A =: A (8), wo S ein Suslinsches Schema von in E abgeschlossenen 
Mengen bedeutet. und sei = A {©„,„, . . . ; naeh 

40«1*2 konnen wir © als monoton annehmen; dann ist 

Sei ferner {(p^)) eine abnehmende Folge positiver Zahlen mit 
endlicher Summe U setzen wir dann > so gilt (r„ 0. Nach 

** kiin 

X8*5«42 gibt es einen Punkt a sA^, Dann ist A (m^ = I, 2, . . .) 
unabzahlbar, und da nach 40*l*d A = 5 A„ , ist auch fiir mindestens einen 
Summanden A^ der Durchschnitt K-^ unabz^lbar; einen solchen 

^ * *JWl 

Summanden bezeichnen wir mit A^^, die Menge Ff^^ von gleichem Index 
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mit F' . Weil A' K^o unabzahlbar, gibt es nach lS*o»42 in einen 
Punkt ' <i^t)ei kann nach 13*o*6ohne weitcres angenommen werden : 

am, 4= «m.< (fwr »”i 4 Nun ist (»”i! =1,2,...) unab- 

zahlbar, und wegen A'j^ = = S Aj^ „ ist auch fiir mindestens einen 

* * II, * ‘ 

dieser Summanden An „ der Durchschnitt Aj, „ q unabzahlbar; 
einen solchen Summanden bezeichnen wir nait entsprechende 

Menge F„^„^ mit dabei ist einer der Nachfolger von im 

Schema ®. Weil A' ~ K. . unabzfihlbar, gibt es in . einen 
Punkt dabei kann noch ohne weiteres angenommen 

werden Wg 4= m!y). Indem wir so weiterschlieUen, kommen 

wir zu einer Menge von Punkten m, . . . in|. ^ *4 (A: = 1, 2, . . . ; = 1,2,...; 

wig = 1, 2, ... ; . . .), die wir mit Q bezeichnen, und es kann 
4= i angenommen werden; femer gehort 

Om,m....mi Menge , die wir mit be- 

zeichnen; die entsprechende Menge bezeichnen wir mit 

m,'. ist ^ einer der Nachfolger von J?;, 

im Schema endlich ist der Abstand .m^m^.^ «m.m. .. .m, 

Pm,H m,+. . , also: 

* ‘ 

Aus (2) folgt sofort: hm <iie Menge C ist 

also insichdicht, also ist nach 12-5*4 perfekt. Wir haben also nur mehr zu 

zeigen: ^ £ u4, und dazu genugt es nach zu zeigen: ist ((bi)) eine 

aus durchweg verschiedenen Punkten bestehende Punktfolge aus Q mit 

bi^b, so ist be A. Sei bi = atnimi .mi; kommen dann unter den 

* ’ 

m\(i= 1, 2, . . .) unendlich viele verschiedene vor, so ist, da nach (2): 

bid ^ djni mi . , . ffii fijn* "b ^ 4" Qmi > 

1 * * * * * * 

sicherHch b = a, also be A, Wir nehmen also an, unter den gibt es nur 
endlich viele verschiedene. Dann gibt es gewiB einen Index mj > > 

so daB unter den 6, unendlich viele der Gestalt 6, = «„* mi . . . m» 

1 » jfcj 

kommen; wir bezeichnen sie mit (/ = 1, 2, . . .); gibt es unter denindizes 
m\ dieser unendlich viele verschiedene, so ist, da nach (2) : 

®m* mi . . . «i ^m* 

IS jfcf > 1 * 

sicherlich b = a„^*, also 6 e .4. Wir nehmen also an, unter den Indizee fWg 
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der b] gibt es nur endlich viele verschiedene. Dann gibt es gewiB einen 
Index m\, etwa Wg, so daU unter den bj unendlich viele der Gestalt 
5. = a„* mi vorkommen; wir bezeichnen sfe mit bf (j == 1, 2, . . .) ; 

* X I > i’ 


gibt es unter den Indizes dieser bf unendlich viele verschiedene, so folgt 
wieder aus (2), daB b = be A, Indem man so weiterschlieBt, 

kommt man entweder nach endlich vielen Schritten zur Feststellung, daB 
b = m* • , ,m* mithin be A, oder man erhalt eine Indizesfolge 
((mp), so dafi es fiir jedes k unter den 6, unendlich viele der Gestalt 
. . . »j 1 . . . j : '^egen 

mj mj+i . . . ® . <nj 

A^* m* ... mf m, . _ 


C" TP' 




]e+l = * »»x »»i • * * *»^ 


ist abet dann, weil abgeschlossen, auch 

Ds ist dann also * e «,* m; . . . wj • • • • , also be A ((B). 


d. h. be A, w. z. b. w. 

Jede uTtabzdhlbare, separcMe, cd^sdut analytische M&nge hat die 
MdcAtigkeit K. 

Denn nach 13*2*1 ist ihre M^ht^keit ^ K, und nach 41*2*1 und 13*3*1 
ist sie ^ K. 

Ob Analoga der Satze 41*2*1, 41*2*2 fur komplementar-analytische 
Mengen gelten, ist nicht bekannt. BLeinesfalls kann, wie wir nun in 41*2*31 
zeigen werden, aus dem in 41*1*51 bewiesenen Bestehen der Baireschen Eigen- 
sohai^ fBr jede komplementar-anai 3 rtische Menge auf die Gtdtigkeit eines 
zu 41*2*1 analpgen Satzes fiir kompiementar-analytische Mengen geschlossen 
warden. 


41*2*3* Ee gibt im eine tmabzahibare Punhtmenge B von fdgender 
Eigensduifii fur jede insichdichte Menge P dee Bq ist BP von erster Kategorie 
in P. 

Nach 8*4*41 gibt es zu jeder Ordinalzahl a <a>i eine Eolge naturUcher 
Zahlen, so daB < r,, fur a < a'. Die Menge B aller dieser (a < coi) 
ist eine unabzahlbare Punktmenge des R^, die, wie wir zeigen woUen, das 
Verlangte leistet. Seialso P eine inmehdichte Menge des Bq; wir haben zu 
zeigen: B P ist von erster Kategorie in P. Da P P als Punktmenge des B^^ 
separabel ist, gibt es einen abzahlbaren m BP dichten Teil B^ von B P. 
Da B' abzShlbar, gibt es nach 8*4*1 eine Ordinalzahl /$ < , so daB cl dp 

fur aOe P'. Sei P" dk Menge aller v^^^e B P mit a < j?; da P" 2^'* 
ist auch P" dicht in P P, und da B^^ abzahlbar, ist P" nach 13*4*5 von 
erster Kat^ork in P. Um zu zeigen, daB P P von erster Kategorie in P, 
gentigtesalso, zuzeigen, daB die Menge G » PP— P^^ von erster Kathode 
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in P ist. — Fiir alle v^bC \&t ex. ^ also gilt ^ fiir alle £ 0; ist 
dieFolge , n ^., ... undy^die Folge » - • • » » * • • » 

so gibt es also zu jedem y^ £ (7 ein i* , so daB ^ n^, fiir i ^ bezeichnen 
wir mit die Menge aller e C, fiir die n^i ^ ^ demnach 

C = SCf, Um nachzuweisen, daB C von erster Kategorie in P, genugt es 

also, nachzuweisen, daB Cj nirgends dicht in P. Nach ll*8-7 haben wir 
also zu zeigen: ist 0 eine in P offene Menge 3 kann nicht CjO dicht in 
G sein. — Da B" dicht in P, gibt es nach 11* 1*8 einen Punkt v^m 
ware G dicht in G, so gabe es nach 17*8*68 in Cj eine Punktfolge ((yo^j.)) 
mit ya^-’-y®**^ Wir haben also nur mehr zu zeigen: fiir keine Punktfolge 
((^aj.)) gelten: Nun ist wegen y^* e B" nach Defini- 

tion von P": a* < es gibt also ein i*, so daB * < Ti^i fiir i ^ i* : nach 
Definition von Cj aber ist fiir i setzen wir i* * == max 

so ist also »a^i> fur i ^ i** und alle k: nach 17*8*7 kann also 
nicht gelten, w. z. b. w. 

41*2*31. Es gibt im eine uTmbzdhWare, total impe/tfekte Menge, dk dk 
Bairesche Eigenschaft hat 

Die Menge B von 41*2*8 ist total imperfekt; denn ist P eine nicht leere 
perfekte Menge des so ist jB P von erster Kategorie in P, also kann 
nach 19*7*6 nicht P P = P sein, d. h. es ist nicht P £ P. Und da P P 
von erster Kategorie in P, ist BP auch offen bis auf eine Menge erster 
Kategorie in P, also hat nach 41*1*8 P die Bairesche Eigenschaft. 

Auf Grund von 24*2*41 konnen die Satze 41*2*8, 41*2*81 vom Eq auf 
jeden Youngsehen Eaum ubertragen werden, dessen insichdichter Kem 
3 A ist. 

Literatur: P. Alexandroff, C. R. 164 {1916} S. 323. P. Hausdorff, Math. 
Ann. 77 (1916) S. 430, M. Suslin, C. E. 164(1917) S. 88. W. Sierpidski, Fund, 
math. 6 (1924) S. 166. W. Hurewicz, Fund. math. 12 (1928) S. 78. Zu Satz 
41*2*8: N. Lusin, Fund. math. 2 (1921) S. 155. 

3. Die Werfmenge einer Fimktfon. Ist f{x) eine Funktion auf A, 
so bezeichnen wir die Bfonge aller Zahlen/(ar) (are A) ais die Wertmenge 
der Funktion /(x). 1st A separabel and absolut analytisch, und ist 
f{z) stetig, so ist nach 40*5*5 die Wertmenge von f(x) eine analytische 
Menge des P^* Allgemein gilt: 

41«3*1* I^f(x) eine Bairesche Funktion auf der ^parcd)kn, absolvi cma- 
l^ikchen Menge A > so ist ihre Wertmenge eine anodiftkche Menge des 
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Nach 18-4-61 gibt es einen separablen voUstandigen Ratim E’^A, Sei 

(£) = y \ die die Funktion / darstellende Punktmenge (§ 36, 9). 

Nach ist I/( 3 c) = i?] eine Borelsche, also auch eine analytische 

Menge inAxRi; nach 40- 7*2 ist AxRi eine analytische Menge inExRi, 
nach 40-4-21 ist also auch [/(f) = eine analytische Menge in 
Die Wertmenge von / ist die Projektion von [/(f ) == ^1 in den Raum 
die Behauptung folgt also aus 40*6-ll. 

Umgekehrt gilt: 

41-3«2. Jede nicU here, analytische Menge des Bi ist die Wertmenge 
einer stetigen Funktion im* Rq, 

Dies ist ein Spezialfall von 40-5*4. 

Fur stetige Funktionen im i2n 4= 0) gilt das Analogon von 41.8*2 nicht ; 
denn der (n =f= 0) ist halbkompakt, und aus 28-8*1 und 15*2*22 folgt 
sofort, daB die Wertmenge einer stetigen Funktion auf einer halbkompakten 
Menge ein ist. Wohl aber gilt: 

41*3*21» Jede nicht here analytische Menge £ des R^ ist die Wertmenge 
einer oberhdlb {bnw, urderkcdb) stetigen Funktion im R^ . 

Sei 6 sup wir beweisen die Behauptung zuerst fur den Fall, 
daB beB* Sei I die Menge aller irrationalen Punkte des R ^ ; da nach 24*2*2 
1 homoomorph dem R^ ist, so gibt es nach 41*8*2 eine stetige Funktion g 
auf /* deren Wertmenge B ist. Die obere Schrankenfunktion § von g 
(§ 26, 2) ist dann nach 86*8*1 eine oberhalb stetige Funktion im und well 
g stetig, ist nach 26*2*4: § (x) = g (x) fur alle xel. Fur jedes ze Rj ist 
wegen be B und §{z) die Menge B* aller yeB mit y (^) nicht leer. 
Setzen wir inf so ist p*{a:) ^ J (a?) fur alle zeR^, und wegen 

g{z)e B ist g* (z) s= ^ (a:) = g{z) fur alle z el, Wir zeigen nun, daB g* {x) 
eine oberhalb stetige Funktion im Bj ist; dazu genugt e& nach 86*1*1, zu 
zeigen: zu jedem z > q*[x) gibt es eine Umgebung Uj., so daB g^ (xf) < z 
fur alle z'eUj.. Wir unterscheiden zwei FaJle, je nachdem es ein der Un- 
gleichung g*(x)<y<z geniigendes yeB gibt, oder nicht. 1. Fall: Sei 
yeB und g*(x) Cy <z; ds, § {x) ^ g*(x) und g oberhalb stetig, gibt es 
nach 86*1*1 ein dafi § {od) < y fur sdle xf eUjei wegen g* («0 ~ inf B^, 

ysB^ist aberdann^*(a:') ^ ^<zfur allea/e 17j.,w. z.b. w*. 2. Fall: In 
diesem Falle ist w^en g*(z) — inf B^. notwendig g*{x) e B. Wegen § (ar) 
^ g* {z)< z gibt es nach 26*2*11 eine Umgebung , so daB g (a/) < z fiir 
alle x'eJU^; weil p(ar')eB, und well es kein yeB mit g*(z)<y<z 
gibt, folgt nun aber daraus w^ter: glz^) ^ g*(x) fur alle z' e I U^, also 
nach 26*2*11 auch giz') ^ g^(x) fur alle x' e Ujc , und wegen g*{z)eB 
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und g* (a/) = inf Bg, ist auch g* (sf) ^ g* (x) < z fur aDe x^eU^, w. z. 
b. w. Bamit ist gezeigt, daB g* obcrbalb stetig. — Sei nun , . . . , 
. die Menge aller rationalen Punkte des wegen = inf ,5, 

1 “ 

gibt es ein y„s B, so daB y„ S g* (r„) und j] y„ — ?*(»•,) i! < - • Wir defi- 

nieren nun eine Funktion / im jRj durcb f{x) = gr* (x) (= flf (x)) fur xs 2, 
und / (r„) = (n = 1, 2, . . .). Da J5 die Wertmenge von g und VnB B ist, 
so ist B auch die Wertmenge von/. Sei nun ((x,j)) eine Punktfolge 
im J?i mit x„-^-x und x„4:x. Weil g* oberhalb stetig, ist (§ 36, 1) 

lim g* (x„) ^ g* (x) / (x) ; wie aus der Definition von / unmittelbar folgt, 

n 

ist lim \\f(Xn) — g*{Xn) |i == 0, also lim/(x„) ^ lim g*{Xn), also gilt auch 

n » n 

lim/(x„) ^/(x), d. h./ ist oberhalb stetig. Bamit ist die Behauptung 

n 

fur den Fall bewiesen, daB J?. — Sei nun b^e B. Urn zu zeigen, daB 
auch in diesem Falle B Wertmenge einer oberhalb stetigen Funktion im 
i?i ist, geniigt es, da die Halbgerade x> 0 des i?i homdomorph dem Bi ist, 
2 U zeigen; B ist Wertmenge einer oberhalb stetigen Funktion auf der Halb- 
geraden x > 0. Ba b = sup B und b^$ B, gibt es in B eine wachsende 
Folge von Zahlen ((6^)) mit 6|, — 6; bezeichnet B^ die Menge alier ysB mit 
y ^ , so ist J? = S , femer ist = sup B^ und b^ s B^- Wie schon 

n 

gezeigt, gibt es also eine oberhalb stetige Funktion im , deren Wert- 
menge B^ ist; und da das Intervall (n — 1, n) homdomorph dem gibt es 
also auch eine oberhalb stetige Funktion /„ auf {n — 1, n), deren Wertmenge 
Bn ist. Befinieren wir nun die Funktion/ auf der Halbgeraden x > 0 durch : 
/ — /« in {n — 1, n), /(n) = , so ist / oberhalb stetig, und die Wert- 

menge von / ist jB. 

Literatur: N. Lusin, Fund. math. 10 (1927) S. 5; Le^. s. 1. ensembles analy- 
tiques S. 135. W. Sierpiiiski, Bull. Crac. 1918, S. 179; Fund. math. 10 (1927) 
S. 169; Bull. Ciac. 1927, S.697; Congr. Math, Slaves Vars. 1929, S. 62. 

4, Mehrfache Punkte einer Abbildnng. Sei P eine AbbiMung von A 
auf P. Wir nennen den Punkt ysB einen Wachen (bzw. mindestens 
jb-fachen) Punkt von P, wenn es genau k (bzw. mindestens k) ver- 
schiedene xeA mit P (x) = y gibt. Gibt es unendlich viele (bzw. un- 
abzahlbar viele) verschiedene xe A mit P (x) = y, so heifit y ein Punkt un- 
endlicher (bzw. unabzahl barer) Vielfachheit von P. 

2^ A ^eparabd und absdvi aTialytisch, und ist P eine eindeutige, 
stetige Alddldung von A auf B, so idfurjedea k die Menge B^ atler mindestens 
k-fachen Punkte von P absdut analytiach. 
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Sei ^ ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A offener Mengen 
(§ 13, 1). Damit beBjt sei* ist offenbar notwendig und hinreichend, 
da0 es in ein jfc-tupel H^, . . ,Hjt disjunkter Mengen gebe, so daB 

also ft, indem man zu jedem 
Ir-tupel ft , ft , , . . , ft disjunkter Mengen aus $ den Durchschnitt 
P (ft) P (ft) . . . P {Hjs) bildet und sodann die Summe aller dieser Durch- 
sclinitte bildet. Nach 40*4*31 ist jede Menge He^ absolut analytisch, 
nach 40*6*5 ist also auch Jede Menge P (H) {H e $) absolut analytisch, 
also nach 40*2*4 auch jeder Durchschnitt P (ft) P (ft) . . . P (ft), und da 
es in $ nur abzahlbar viele it-tupel gibt, ist nach 40*2*4 auch ft absolut 
analytisch. 

4t*4*2- Ist A separabel und absolut analiftisck, und ist P eine eindeutige 
Hetige AbbUdung von A auf B, so ist die Menge B' aller Punkte unendlicher 
Vielfachheit von P absolut analytisch, 

Ist ft die Menge der mindeatens Machen Punkte von P, so ist P' = D ft . 
Die Behauptung foigt also aus 40*2*4 und 41*4*1. 

Urn zu zeigen, daB ein anali^er Satz fikr die Punkte unabzahlbarer Viel- 
fachheit gilt, schicken wir einige HOfsbetrachtungen voraus. Sei E ein 
separabler, volistandiger Raum, A eine analytische Menge in E. Nach 40*8*5 
gibt es ein regulates Suslinsches Schema (5 in P abgeschlossener Mengen 
P- - - , dessen Kern A ist. Wir bilden wie in § 40, 1 das Suslinsche 

Schema 0 der Mengen — A (8„,„,. . .b^. Dann ist 

^ Schema © ist monoton, und wegen Eigenschaft 3. der 
regol^ren Suslinschen Schemata gilt fur das Supremum der Durchmesser 
1st .4 unabzShlbar, so ist fur jedes k wegen 40*1*8 

auch eine der Mengen A^^^^ - . . njfc unabzahlbar. 

41*4*3- Unter den Nachfotgem einer unabzdhlbaren Menge 
in S gibi es zwei unabzdhlbare, zu eiTumder fremde, 

Nach 18*6*42 und 18*6*0 gibt es zwei Verdichtungspunkte c =# c' von 

A^^n^ ^ ^ ^ Ist 0 < p < i €(/, so kann, weil fur das Supremum dj^^i der 
Durchmesser d ,) ‘ ^ = 0, I so gewahlt werden, daB 

* • l-^oo 

je zwei Nachfolger , . . . ... » von denen einer 

einen Punkt von ft ^ , der andere einen Punkt von ft/^ enthSlt, fremd sind ; 
da abet c und o' Verdichtung^unkte von A^^^^ 

und unabzahlbar; mithin gibt es nach 4#*1*8 unter den 

NachfoJgem An^n , . . . von einen unabzahlbwen. 
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der einen Punkt von enthalt, und einen unabzahlbaren, der einen 
Punkt von enthait. 

Sei nun jedem dyadischen Komplexe , tg , — , i„) (§ 18, 7) eine Menge 
1, . . . tn 2 ugeordnet. Wir sagen: diese Mengen bilden ein disjunktes 
dyadisches Teilschema von wenn sie folgenden Bedingungen ge- 
niigen: 

1. Jede Menge t, . . . ist eine unabzahlbare Menge S. 


2. j ist ein Nachfolger von i, . . . in S. 

3. Je zwei Mengen B^^ niit gleichviel Indizes sind fremd. 

Wegen 2. gilt fiir jede dyadische Folge ((»„)): — 0. Aus 

41»4*S folgt leicht, dafi es, wenn A unabzahlbar, solche disjunkte dyadische 
Teilschemata von @ gibt. _ 

Sei % ein disjunktes dyadiisches Teilschema von 0, bestehend aus den 
Mengen . Dann gilt : 


41*4«31« Zu jeder dyadischen Folge ((i„)) gibt es einen Punkt aeA, so 

dafi: Bi^ . B^^^^ •••»«' -.. = {«}. 

Nach Definition von X gibt es eine Folge ((n^t)) natiirlicher Zahlen, so 
da6 Bi^, Bi^i^, eine Teilfolge aus 

. . . n;i. > • • * • Da S monoton, nimmt diese Folge monoton ab ; also ist : 

jBj 4 ^ • . « . « i » m 4 X •••* Ji • • • * • » « » jit • • * • * l>la 

1 It 4 11 11 jp 

die Mengen Bi^ D d., sind auch die Mengen A „^„^ . . . D d; wegen 


ist also auch . .n^^DA; nach IS-S-ll ist 

also F„^, •••» ••• ©hie monoton abnehmende Folge 

nicht leerer, voUstandiger Mengen; nach 18*6*1 gibt es somit einen Punkt 

fl, so dafi ... = {«}, und wegen A = d(6) 

ist as d. Da nach § 40 (1*2); 


- -^ 1 * 1 », •••”** ' ’ ' — ' 

ist auch A ^^ , A^^^^ = {a} , also auch Bi ^ , Bi^^ 

Nach 41*4*31 ist jeder dyadischen Folge ((i^)) ein bestimmter Punkt von 
A zugeordnet; wir bezeichnen ihn mit Durchlaufb ((i„)) alle dya- 

dischen Folgen, so durchlauft der Punkt «(«^)) ein© Punktmenge, die wir 
die durch das disjunkte dyadische Teilschema X von 0 er- 
zeugte Menge M [X) nennen. 

41 * 4 * 32 * Die durch ein disj^rddes dyadisches Teilschema X von © erzeugte 
Menge M {X) ist ein unabzdhlbaTer Teil von d. 
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Nach 41-4-81 ist M (3:) Q A. Wegen Eigenschaft 3. von 2: liefern ver- 
schiedene dyadische Folgen ((t„)) verschiedene Punkte e A ; nnd da 
es nach 5*2*2 K dyadische Folgen gibt, hat M {%) die Machtigkeit K. 

41*4*3S- jedem in E j>erfekten Teile C A von A gibt es ein dis-^ 
junkies dyadisches Teilschema % von so dap M (2^) Q C. 

Da C nach 19*8*1 unabzahlbar, gibt es nach 18.5*42, 13.5*8 zwei Verdich- 
tungspunkte von C, Da nach 40*1*3: C = S 0 A„^„^ 

nj, tta, . . . , n^. 

und da fiir das Supremnm dj. der Durchmesser d(A„^„^,, . gilt: dt-^O, 
folgt daraus, dafi, bei hinlanglich groBem k, unter dfen Mengen A „^„^ . . . 
zwei zueinander fremde vorkommen mussen, fiir die O •••»»* 'unab- 
zahlbar ist; es gibt also in 0 zwei fremde Mengen = 0, 1), so daB 

0 Bj unabzahlbar. Ebenso gibt es unter den Nachfolgem von Bi^ in 0 
zwei fremde B^ (^2 —0, 1), so daS C B^^i^ unabzahlbar usf. Man erhalt 
so ein disjunktes dyadisches Teilschema 2^ von 0, bestehend aus Mengen 
fur <ile unabzahlbar. Sei ((ij) eine dyadische 

Folge und sei e C B^^ i, . . . ^ s-uch i, . . . , ist 

und wegen gilt Da a^sG 

und C abgeschlossen, ist auch d. h. M {%) QC. 

41*4^ Isi A separabel imd absdlvt analytischt und ist P eine sindeuiige 
stetige AlAUdung von A auf B, so ist die Menge B* oiler PunJcte un£d>zdhU 
barer Vielfachheit von P aJbsclvt ancdytisch. 

Die Behauptung ist trivial, wenn A abzahlbar, also B* = A; sei also 
-4 unabzahlbax. Nach 18*4*61 gibt es einen separablen, voUstandigen Baum 
E ^A und nach 49*8*5 ein r^ulares Suslinsches Schema 0 in E mit 
^ (0) = ; sei © das zugehdrige Suslinsohe Schema der Mengen A„^ n, . . . n^b 

^A (0a^n,. . .ujb)- A unabzahlbfff, gibt es disjunkte dyadische Teil- 
scfaemata von 0. Da es nur abzahlbar vieie Mengen Aj^^ n, . . . fi^b ^ 

alien moglichen disjunkten dyadischen Teilschemata 2; von © nur abzahlbar 
vieie verschiedene erste 2Ieilen^), die wir mit 3rt, (% = 2, . . .) bezeichnen. 

In den Schemata X, deren erste Zeile ist, treten nur abzahlbar vieie 
verschiedene zweite Zeilen auf, die wir mit 3n,n, (’*2 = 1> 2, . . .) bezeichnen 
usf. In dieser Weise erhalten wir mn Suslinsches Schema bestehend aus 
Systemen * * • «;b ^ Mengen aus 0; jede Folge ((%)) natfirlicher 

Unter der Jfc-ten Zeile eines dyadischen Schemas X verstehen wir das System 
seiner 2^ Mengen £-ter Stnfe {§ 18,7). 
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Zahlen liefert ein disjunktes dyadisches Teilschema 2((n^)) von (3, dessen 

Zeilen 3,,, 3n.n. 3n.». . . . n*. • • • sind; durchlauft ((«*)) aUe Folgen 

natiirlicher Zahlen, so durchlauft alle disjunkten dyadischen Ted- 

achemata von ©. Die 2* Mengen von 3n,n, . . - bezeichnen wir fiir 
den Augenblick mit Cj , , . . . , C^k, den Durchschnitt ihrer Bilder 

P((7i)P(Cji) ... F(C^) mit ^ ^ Mengen aus 6 

separabel und absolut analytisch aind, so nach 40*5*5 auch n, . . . »^ • Die 

n rtj^bilden ein Suslinsches Schema 0*, und nach 40*4-4 ist A (0*) ab- 
solut analytisch. Wir zeigen nun, dafi B* == A (0*), womit die Behauptung 
bewiesen sein wird. — Sei 6 s B*. Nach Definition von B* ist die Menge 
P“^ (6) aller XJrbilder von 6 unabzahlbar ; nach 28-2*ll ist sie abgeschlossen in 
A, also nach 40-4-81 absolut analytisch, enthalt also nach 41-2-1 einen in E 
perfekten Teil 3^, und daher gibt es nach 41-4-38 ein disjunktes dyadisches 
Teilschema % von ©, so dafi M {%) g P'^ (6). Besteht X aus den ZeUen 

f 3nj7*,» • * *» 3nin, . . - nj^ » * • *> ^ ^ ® *^ 1*1 • 

also hzA (0*); damit ist gezeigt, dafi B* S A (0*)- Sei mm um- 
gekehrt he A (0*) *, dann gibt es eine Folge ((nj^)) naturlicher Zahlen, so dafi 

6£Pn,. Pn,„. -Pn, »,...«*• - • ist dann das aus den Zeilen 

3n,. 3«,«.» 3n,n....n*,--- bestehende disjunkte dyadische Teil- 
schema von 0, so gibt es in jeder Menge «^((np> oinen Punkt 

... mit P = 6 . Sei Jf die durch erzeugte 

Menge, und aeM nach Definition von M (^((rtp)) ist a = , 

wo ((*,)) eine dyadische Folge; dann ist a e B*^ fiir alle n, und da 

auch ai^ t, . . . ^ <. . . . war und d (B,^ . i^) — 0 gilt, so gilt 1 , . . . 

— Wegen der Stetigkeit von P folgt also aus P . . . t^) = ^ 

auch P<»((i^)) = es gilt also P (a) = 6 fiir alle a e if ^ <ia 

nach 41-4-82 M (^((n^))) unabzlhlbarer Teil von A, ist 6^ B*. Es ist 
also auch A (©*) Q B*. Somit ist B* = A (©*), w. z. b. w. 

Eine stetige Funktion / auf A liefert eine eindeutige, stetige Abbildung 
von A auf Punktmenge B des • d^ede Zahl 1 / e zu der es h Funkte 
(bzw. mindestens i:Punkte) are A mit /(ar) = y gibt, heifitein ^-facher 

(bzw. mindestens jb-facher) Wert von/; jede Zahl y e B^ , zu der es 
unendlieh viek (bzw. unabzahlbar viele) xeA mit }(x)^y gibt, heifit ein 
Wert unendlicher (bzw. unabzahlbarer) Vielfachheit von /. Als 
SpeziaJfali von 41-4-1, 41-4-2, 41-4-4 erhaJten wir: 



366 


V. Kapitel. Die analytischen Mengen. 


1st f eine sUtigeFunktion auf der separablen, ahsolvi anal^ischen 
Menge A^soist die Meitge alUr mindestens k-fachen Werte (alter Werte unevd- 
Ikher Vielfackheit, alter Werte umbzdhlbarer Vielfachheit) von f eim awo- 

lytische Menge des Ei . 

Umgekehrt gilt: 

^1*4*51. Jede analytische Menge B des ist die Menge oiler mindestens 
k-fachen (k>l) Werte {alkr Werte unendlicher Vielfachheit^ alter Werte unr 
abzdJdbarer Vielfachheit) einer stetigen Funktion im JRq . 

Die Behauptung ist richtig, wenn denn nacb 24*2*2 ist der Eq 

homdomorph der Menge I aller irrationalen Punkte des Eq ; jede homoo- 
morpbe Abbildung des E^ auf I liefert aber eine Funktion, fiir die die 
Menge aller mindestens jfe-facben (k >1) Werte (aller Werte unendlicher 
Vielfachheit, aller Werte uziabzShlbarer Vielfachheit) leer ist. Sei also B . 
Sei A„ die Menge aller Punkte des Eq, die durch Folgen ((n^)) naturlicher 
Zahlen dargestellt werden, die mit % = n beginnen. Dann ist A„ homoo- 
morph dem Eq; ebenso ist S homdomorph dem Eq. Nach 4:1*8*2 gibt 

es eine stetige Funktion auf deren Wertmenge B ist, sowie eine stetige 
Funktion/* auf S A„, deren Wertmenge B ist. Setzen wir/=/„ auf 

(n =:r 1, 2 , . . . , ifc— 1),/=/* auf S so ist/eine stetige Funktion 

im jR0 und B die Menge ihrer mindestens k*fachen Werte. Setzen wir 
/ = /ft auf Aft (n = 1, 2, . . .), so ist / eine stetige Funktion im Eq und B 
die Menge ihrer Werte unendlicher Vielfachheit. — Sei sodann g eine stetige 
Funktion im E^, deren Wertmenge B ist. Ordnen wir jedem Punkte 
X — ((%)) des den Punkt z (a;) = ((»J)) mit zu, so ist dies eine 

stetige Abbildung des auf sich selbst, fur die jeder Punkt z ein Punkt 
unabzahlbarer Vielfachheit ist; setzen wir also / (x) g(z (x)), so ist / 
eine stetige Funktion im Eq , fiir die B die Menge aller Werte unabzahlbarer 
Vielfachheit ist. 

Betrachten wir statt der stetigen Funktionen im J?0 nun die stetigen 
Punktionen im E„ (n>0), so gilt: 

1st f eine stetige Funktion im E^^ (n >0), so ist die Menge A* 
aUer mindestens kfdchen Werte von f Summe eirter im E^ offenen und einer 
cdnxffUbaren Menge, 

Sei A' die Menge aller derjenigen Funktionswerte / (x) e A*, die zugleich 
Maxima oder Minima von / sind; nach 25*4-2^) ist A' abzShlbar. Sei 


1) Siehe Nachtrag S. 399. 
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nxmyeAjc^A*', dann gibt es k Ptinkte a:,£ (i = 1, 2, . . . , k), so dafi 
f (x,) = y; wir wahlen 0 so klein, daB die k Kugeln Kj^,^ disjunkt 
Sind; d&y^eA', gibt es in zwei Punkte x^, x! , so da6/(a;^) < y 

<f (Oj setzen wir y' = mas (/ (Xj), / (Xo), . . . , / (x^)), y" = min (/ 

/ (Xo ) , . . . , / (x^') , so ist y' < y < y" nnd nach 25.7-4 gibt es zu jedem 
z e {y\ y") einen Punkt x* t mit f(z*)^z; jedes z£ (y', y") ist also 
mindestens Wacher Wert von /, d.h. es ist (y', y") 2u jedem 

ysAj^ — A' gibt es also ein offenes Intervall 1^ des > das Q At ist. 
Setzen wir (j = S , so ist (? eine offene Menge des Bj, die Q At 

ist, und da At -- O ^ A^ , ist abzahlbar. 

41*4*61. Ist f eine stetige Funktim im (% >0), so ist die Jkenge A^ 
alter Punkte unendlicher Viedfachheit von f Summe einer Qy Menge im 
und einer abzahlbaren Menge, 

Ist At die Menge aller mindestens ^-facben Werte von /, so ist nacb 
41.4.6 At ^ Gt + A'j^ > wo Ot offen im R^ nnd A'^ abzaJilbar. Wegen 
A^ — D Aj, ist also A^ = DOt-\- A'\ wo A'' ^SA^ und mithin ab- 

Jfc k h 

z§,hlbar ist. 

Hingegen gilt im Rj, wie im R^ : 

41*4*62. Jede analytische Menge B des R^ ist die Menge aUer Werte unab- 
zdMbarer Vielfachheit einer stetigen Funktion im R^ , 

Sei S die Schrankungstransformation und B'^S(B), Nach 24-2*8, 
24*2*12 ist der Rq homoomorph der Menge I aller irrationalen Punkte von 
{— 1, 1]. Nach 41*4*01 gibt es also eine stetige Funktion g auf /, fur 
die B die Menge aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit ist. Setzen wir 
S(g)=g^, so ist jy' j ^ 1, und B^ ist die Menge alter Werte unabzahl- 
barer Vielfachheit von y'. Wir betrachten nun die Menge M aller Punkte 
(x, y) des R 2 mit zsl,y^ y'(x); sie liegt im Quadrate — 1 x ^ 1, 
— 1 y ^ 1 des J? 2 ; dann ist B' die Menge alter ye R ^ , fur die die 
Schicht M^^^ von M unabzahibar ist. Sei M® die abgeschlossene Hiilte 
von M im R^; aus der Stetigkeit von ^ auf 1 folgt, daB Jf® — if nur Punkte 
(x, y) mit rationaler Abszisse x enthalten kann; also ist jede Schicht 
{if®“-if)<y^ abzShlbar, und somit ist B' auch die Menge alter yeRj, fiir 
die die Schicht unabzfihll^ ist. Sei C ein dyadisches Diskonti- 

nuum im wie wir in § 23, 3 sahen, gibt es erne eindeutige stetige Ab- 
bildung P von C auf das Quadrat — 1 ^x^l, — 1 ^ y ^ I des R^t 
bei der jeder Punkt dies^ Quadrates hdchstens vier X;rbilder hat; nach 
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ist P'^ (if®) ein abgeschlosseaer Teil F von €, Wir definieren nun 
eine Funktion h (t) auf F durch die Festsetzung: ist und ist P if) 
~ (x («), y(0) der Bildpunkt von t in if®, so sei = y (<)• ist 

i i (i) 1 1 und aus der Stetigkeit von P folgt, dafi h {t) stetig ist ; da P' die 

Menge aller y war, fur die die Schicht unabzahlbar ist, so ist P' auch 

die Menge aller Werte unabzaMbarer Vielfachheit von h (t), Wir er- 
weitem nun h(t) zu einer stetigen Funktion f (t) im P^: das Komple- 
ment P^ — F besteht nach 16-5-I aus einer Halbgeraden i < a, einer Halb- 
geraden t > 6 und abz^hlbar vielen Intervallen (a ^ , 6^), wobei asF, 

bsF, a^sF, b^eF; wir setzen: f(t)^h(t) fiir teF, f(t) = h{a) - ^ 

I ““ Of X 

fiir t<a, fit) = h(b)+c" ^ t> ““‘i: 

fit) =/(a,) +r^(/(^) -fM)in(a„ b,). falls /(a,) =t=/(6,). 

/ (i) = / K) — %) in falls / (a^) = / (6,,), 

wobei die Konstanten c', c, so zu w£hlen sind, dafi durchweg {/ ] ^ 1 und / 
eine stetige Funktion im Pj wird ; dann ist P' die Menge aller Werte un- 
abzahlbarer Vielfachheit von/; also ist auch (/) eine stetige Funktion im 
P^ und P die Menge aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit von P”^(/)- 

414-7. SM die Rdume se'parabel und vdUtdndig und ist A 

analytisch in so ist die Menge cdler ys fur die die Schicht 

vcm A aus mindestens k {aus unendlich vielen, aus unabzahlbar vielen) 
Punkten besteht, absolut amlytisck, 

Nach 20-S-4, 26-2-7 ist separabel und vollstandig; also ist A 

separabel und absolut analytisch. Da die Projektion von A in den Eaum 
eine eindeutige, stetige Abbildung ist, folgt die Behauptung aus 41-4-1, 
41-4-2, 41-4-4. 

41*4-8- Zu jeder ancdytischen Menge B des P^ gibt es eine im Pg abge- 
schlossene Menge F, so dafi B die Menge aller y e P^ ist, fur die die Schicht 
Fj^^ von F unabzahlbar ist 

Da der P^ nach 2o-8-2 homdomorph ist der Menge P = P^ — 
{ -j-op, — oo} , ist nach 40*5*2 P analytisch in P, also nach 40-4-21 auch im P^ . 
Nach 41-4*62 gibt es also eine stetige Funktion / im Pj , fur die P die Menge 
aller Werte unabzahlbarer Vielfachheit ist. Nach 8o-9-41 ist die die Funk- 
tion / darstellende Menge if = [/ (d) — y] abgeschlossen in P^ X Pj - 
Setzen wir P = if (P^xP), so ist P al^eschlossen in RxXE, also, da P 
homdomorph dem P^, auch abgeschlossen im Da offenbar P die Menge 
aUer y e Pj ist, fiir die die Schicht F^^^ unabz&hlbar ist, ist die Behaup- 
tung bewiesen. 



§ 42. Aoalytische und Borelache Mengen. 


369 


Literatur: St. Mazurkiewicz u. W. Sierpiiiski, Fund. math. 6 (1924) S. 161. 
W. Sierpiiiski, Fund. math. 8 (1926) S.370; C. R. Vars. 24 (1931) S. 57; Mathem. 
Cluj 5 (1931) S. 49. W. Hurewicz, Fund. math. 15 (1930) S. 4. K. Borauk, Fund, 
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§ 42. Analytisehe und Borelsehe Meng^. 

1. Trennbarkeit. Sei E ein metrisoher Eaum, 23 (E) das System der 
Borelschen Mengen in E, Wir nennen zwei Mengen M, M' in E 8-trenn- 
bar > wenn es zwei bremde Borelsche Mengen B,B' in E gibt, so daS M^B, 
J5f' £ jB'. Da nach d8.4«2 aus BsSb{E) anch folgt: E — JJs 25 (j&), ist 
dies gleichbedeutend mit : es gibt ein Be'^ (E), so daB M^B, M^^E — B, 
Die Mengen M imd E — M sind demnach dann und nur dann 25>trenn- 
bar, wenn M s 23 (E). Die Mengen (n = 1, 2, — ) heiBen 23-trennbar, 
wenn es ein disjunktes System von Mengen B^e^iE) gibt, so dafi 
M^QB^ (n^h 2, ...). 

42*1*1. Sind je zwei der Mengen (» = 1, 2, . . .) "B-trennbar, so sind 
die Mengen Jif,, (» = 1, 2, . . .) ^4Tmnbar. 

Nach Annahme gibt es f iir m #= n zwei fremde Borelsche Mengen , 
in JB, so daB M^ Q B^^, S bezeichnen wir mit den Durch- 
schnitt der Mengen (m = 1, 2, . . ., m =# »), so sind die B^ (n = 1, 

2, . . .) disjunkt, es ist s 23 (E) und Jf„ £ . 

42*1*11. Sind (fur jedes Indizes'paar m, n) die beiden Mengen , M'^ 
23-<renn6ar, so sind uuch die Mengen Jf = S ,M*^S Jf ^drennbar. 

M n 

Nach Annahme gibt es zwei fremde Borelsche Mengen , so daB 

setzen wir B = SDB„^, B' = SDB:^^. so ist 

Biff = A, Bs^{E). B'e^iE) und M^B, M'QB'. 

42*1*2. Je zwei fremde separable, absdut ancdgtischs Mengen A, A* in E 
sind ^drennhar, 

Wir beweisen die gleiehbedeutende Behauptung; sind A und A' nicht 
S-trennbar, so ist -4 .4' =# .d. Nach 40*6*4 gibt es eine eindeutige stetige 
Abbildung P bzw. P' des B^ auf A bzw. A\ Bezeichnen wir mit 
die Menge aller mit , % , . . . , % b^innenden Folgen ({»^)) naturlicher 
Zahlen, so ist A = S P (P„ J . 4.' = S P' (Pn.) • Sind A, 4' nicht 25-trenn- 

bati so gibt es nach 42*1*11 ein und ein nj*, so daB auch P umi 
P' nicht 25-trennbar. Da F{En*)^ S P<P„;^^), P' (Bnv) ~ S P'(J^*v,)> 

fi* 

gibt es <i«-Tin oach 4S>1*11 eiu uad ein n^, so d&fi auch P und 

nicht 23-trennbar. Indem man so weiterschlieBt, erh&lt man 
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zwei Indizesfolgen ((n][)), ((n^)) , so dafi (fiir jedes -P (i?n? . nj) 

und P(J?„y. „** . . . „*.) nicht S-trennbar. Setzen wir ((w^)) = v*, 
((n”)}=sv**, so ist dann aber P(v'*'} — F^(v**); denn ware P(v*) =irF'(v**)^ 
so gabe es zwei fremde, in E offene Mengen G, O', so daB P{v*)eQ, 
P'(v**)eG'\ nach 2S-1-2 ware dann fur fast alle k\ P (i^n? n* . . . nj) 
P'{-R«**nr-..nJ*) waren also P n*, . . .nj) wd 

P' ^ S-trennbar, entgegen dem Bewiesenen. 

Aus P (v*) = P' (v**) folgt aber, da P (r*) e A, P' {v**) e A', daB AA'^A. 

424-21. 5tnd A, A' fremde separable, absoliU analyiische Mengen in E, 
so sind A itnd A' Borelsche Mengen in A + A'. 

Denn nacb 42*1*2 gibt es zwei fremde Mengen P e S (E), B'eSb {E), 
so daB ASP, A' g P'; dann ist A — P (A +A'), A' = P' (A + A'); 
also ist nach 38*4*7: A e 93 (A +A'), A' e 93 (A +A')* 

4M-3. Ist E separabel und absoltU analytisck, so ist, damit die in E ana- 
lytische Menge A eine Borelsche Menge in E sei, noiwendig und hinreichend, 
dafi auch E — A eine analytische Menge in E sei. 

Notwendig: Ist A e 95 (P), so ist auch P — A s 93 (P), also nach 40*8*B 
auch P — A etc (P). Hinreichend: Nach 40*4*81 sind A und P— A ab- 
solut analytisch, also sind nach 42*1*2 A und P — A 95-trennbar in E; 
also ist A a 93 (P). 

Bedeutet St (P) das System der komplementar-analytischen Mengen in 
P (§ 40, 9), so gilt: 

42*1*31* IstEsepasabelundabscdutandlytisc^, soist 93 (P) = 91 (P) . (P). 

Dies folgt unmittelbar aus 42*1*8« 

Literatur: M* Suslin, G. B. 164(1917] S* 88. N. Lusin, Fund. math. 10 
(1927) S. 52. W. Sierpidski, C. K. Vars. 24 (1931) S. 57. 

2. Bisjonkte Snslinsehe Schemata* Sei 902 ein ganz beliebiges 
Mengensystem. Das Suslinsche Schema S der Mengen 
heiBt disjunkt, wenn fur je zwei verschiedene Folgen ((nt)) naturhcher 
Zahlen die Burchschnitte M^^ . M^^ ‘ 

42*2*1* 1st jede der di^nkten Mengen A^ (n = 1, 2, . . .) Kem elnes dis- 
junkten Sudinschen Schemas in 21?, so auch A = S A^ . 

M 

Sei A^ 'KjBim des disjunkten Suslinschen Schemas der Mengen * 

Wir bilden die Henge der Piaare (n, »j) eineindeutig ab auf die Blenge der 
naturlichen Zahlen, und setzen, wenn dabei das Paar (n, n^) auf die ZaM tn 
abgebildet wird: M^^ . . ^ =s M^^^ •••**• bilden die M^ogen 
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•^mn, • • • Suslinsches Schema in 9]?, das offenbar disjunkt, und 

dessen Kern A ist. 


1st jede der Mengen 1, 2, , . Kem sinss disjwnktm 

Sualinachen Schemas in SJ?, so auch A = D • 

n 

Sei An Kern des disjunkten Suslinschen Schemas der Mengen n. . . 

Ist V die Folge naturlicher Zahlen und Jf" = -3f . Jf* ^ 

-^nin, . • • nfc • • * * » SO ist nach § 40 (1*1): A^^ S M*. Also ist nach dem 
ersten Distributivgesetze § 2 (2'3): 


A = DA„=^^S Jfi 

wo ifi = Jfi. . = Ml^ . 

Jf» = lf«> . .... usf.. irnd « = ((«*)), ^ = ((6*)).y = {{c*)). . . . 

fiir sich aUe Folgen naturlicher Zahlen durchlaufen; es ist also ausfiihrlicher 
geschrieben : 


. Oi UtOt «*«»«• 

p» y» • • • 




M .Mf, . 

Cj Cj e, Cj Cs c» 


Wir ordnen in jedem Summanden die Boppelfolge der Faktoren nach Diago- 
nalen (§ 1, 6) in eine einfache Folge: 


S Ml .Ml .Ml .Ml. .M^ . ... 

«»p»y. • •• 


Nun machen wir die Mengen (a^ = 1, 2, . . .) zu den Mengen erster 
Stufe eines Suslinschen Schemas 0; der auf Ml^ folgende Abschnitt 
zweiter Stufe von 0 bestehe aus den Mengen Ml^^^ (<*2 = • • •); jeder 

Abschnitt dritter Stufe von 0 bestehe aus den Mengen (b^ = 1, 2 , . . .) ; 
jeder auf Ml^ ^ folgende Abschnitt vierter Stufe bestehe aus den Mengen 
•^ax«,a, (% = 1» 2, . . .), jeder auf M^ folgende Abschnitt funfter Stufe aus 
den Mengen M^ ^ (dg = 1, 2, . . .), jeder Abschnitt sechster Stufe atis den 
Mengen M^^ — 1, 2, . . ,) usf. Dann ist offenbar 0 disjunkt und A der 

Kem von 0. 

Sei nun E ein metrischer Baum, l^nn gilt: 

42«2-2. Jede F^-Menge in E ist Kem eines monotonen disjunkten Sus^ 
Unscben Schemas ® in E abgeschlossener Mengen. 

Sei A ein F^, also A = S , wo algeschlossen; die Mengen F^^ 

seien die Mengen erster Stufe des gesuchten Suslinschen Schemas 0. 

% 

Setzen wir = A, S^Fi{nj_^ 1,2, so konnen wir schreiben : 

A^S (F^ — ^ Summanden disjunkte F^ sind; also ist 

Fn^ — = S wo die abgeschloseeDe Mengen bedeuten; 
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sie seien die Mengen zweiter Stufe von S; die Abschnittsummen zweiter 
Stufe S„ =SF„.= F„ — I aind dana diajunkt, und ea ist S F„^ 

* ‘ ^ rti n* 

= S (F„—S„^.i}=A. Setzen wir S„^f,=A, S F„^i(ng=1.2, ...), 

«l 

SO konnen wir schreiben: F„^ — == 5 (^n^n. ~ 

wieder die Summanden disjunkte sind; also ist 

^ S F^ „ „ , wo die abgeschiossene Mengen bedeuten; sie seien 

die Mengen dritter Stufe von €; die Abschnittsummen dritter Stufe 
= s = Sind dann disjunkt. und es ist: 

* 

S F^ M ^ A, Indem man so weiter schliefit, erhalt man ein mono- 

7I« V«II« 

*Hn,n, 

tones Suslinsches Schema abgeschlossener Mengen -^n^n, ^ 

k ^ 2 die Abschnittsummen i:-ter Stufe disjunkt sind und fur alle Jt: 
S n . . . nt = Nach 40*1*1 ist also A (@) = A, 


i2*2*21« Ist E separabd, so ist jede F^-Menge in E Kem eines di^unkten, 
in E regtddren Suslinachen Schemas, 

W» wir beim Beweise von 40*3*5 sahen, ist jede in E abge- 
schiossene Menge Summe abzahlbar vieler in E abgeschlossener Mengen 
von einem Durchmesser ^ q; dasselbe gilt daher von jedem Fg 
in E, Wir konnen also beim Beweise von 42*2*2 annehmen: d . .n^ 



Dann ist das im Beweise von 42*2*2 angegebene Schema @ disjunkt 


und regular. 

42*2-3« Jede Borelsche Menge in E ist Kem eines monotonen diegunkten 
Suslinachen Schemas @ in E abgeacMossener Mengen, 

Nach 38*4*4 genugt es zu zeigen: ist A £ (E) (2 ^ f < coi), so ist A 

Kem eines disjunkten SusUnschen Schemas in E abgeschlossener Mengen. 
Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Da (E) das System der 
jP(,-Mengen in E ist, ist die Behauptung nach 42*2*2 richtig fiir f = 2. Sei 
i >2 ; angenommen, die Behauptung sei richtig fiir alle ?; < f ; ist A £ (J^), 
so ist nach 33*8*21 und 33*3*212 A ~ S A,. , wo die A, disjunkt und 

p 

(q, <f);daimaberistid, = D A,„ , wo'A,„ s (»?,» < »?, < f ) ; 

^ n 

nach Annahme ist also A,„ Kem eines disjunkten Suslinschen Schemas 
in E abgeschlossener Miengen, nach 42*2*11 also auch A, und nach 42*2*1 
auch A; und nach 40*1*2 kann 0 auch mmaoton angenonunen warden. 

4S*2^1« 1st E aepprabel, so isi jede BorelstAe Menge B in E Kem eines 
di^vnMen reguUiren Sndinscken Sch/mas in E. 
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Nach 42-2«8 ist B Kern eines monotonen disjunkten Suslinschen Schemas 
S' in E abgeschlossener Mengen 42*2*21 ist E Kern eines 

disjunkten regularen Schemas S" in E abgeschlossener Mengen • 

Wir machen die Durchschnitte (mj , Wj = 1 , 2 , . . .) zu den Mengen 

erster Stufe eines Suslinschen Schemas S, die Durchschnitte 
(mj , «i2 , %! , ng = 1, 2, . , zu den Mengen zweiter Stufe von ©, und zwar 
so, daB der auf folgende Abschnitt zweiter Stufe aus den Mengen 

^2= 1,2 , . . .) besteht; die Durchschnitte K,M,M.Kn.n. 
machen wir zu den Mengen dritter Stufe von ©, und zwar so, daJ3 der auf 
K,n,,K,n, folgende Abschnitt dritter Stufe aus den Mengen 
(m3 , Wg = 1, 2, . . .) besteht usf. Da ©' monoton und ©" regular, ist o^en- 
bar anch @ regular; da ©' und ©" disjunkt, ist auch © disjunkt; 
und es ist A (©) =: A (©') A (©") ^BE^B, 

42-2*32« 1st E s&parabel uvd volUidndig, so ist, damit B eine Borelsche 
Menge in E eei, notwendig und hinreichend, dafi B Kem eines disjunkten 
Suslinschen Schemas in E abgeschlossener Mengen sei. 

Notwendig: Dies ist enthalten in 42*2*3. Hinreichend: Sei © ein 
disjunktes Suslinsches Schema in E abgeschlossener Mengen . -njt 

und J5 = A(©); nach 40*1*2 konnen wir © als monoton voraussetzen. 
Bezeichnen wir mit ©„^ n, . . . nj^ ^ Nachfolgem der Menge 

gebildete Suslinsche Schema (§ 40, 1) und setzen A (Sn^n, . . . n;^) — 

so ist, weil © monoton, auch das Suslinsche Schema © der Mengen 
^«,n, . . . n;t ferner bilden, weil © disjunkt, fur jedes k die Mengen 

rt, . . . abzahlbares disjunktes System in E analytischer Mengen; 
nach 42*1*2 und 42*1*1 gibt es also ftir jedes k ein System disjunkter 
Mengen e S (E), so daB A«^ S ; dabei konnen 

wir, da © monoton, noch B ,^^ ersetzen durch B^^n ^ . . . . . . n^» 

und konnen somit auch das Suslinsche Schema der Mengen 
als monoton ani^hmen. Setzen wir = B ^^ • ^n,n, 

so ist also auch das Suslinsche Schema S' der Mengen n, . . . nj^ mono- 
ton ; femer bilden fur jedes k auch die Mengen disjunktes 

System Borelscher Mengen in E . Wegen S n, . . . 

ist A(S)gA{©')gA(©). Da nach 40*1*4 A (©) == A (©), 
ist also auch A {©') A (©) == H; setzen wir XK)ch S » . . . n,.> 

MX Hit * * * 

so ist nach 40*1*1 : J5 = A (S') = D w^en . hj^ ^ ® (^) 

auch ® (j®), also auch He ® (H), 
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Literatur: K. Lusin, 0. R. 164 (1917) S. 91. R. Haufidorff, Mengenlehre 
S, 184. 

3. AbbildongSS^tze* Wir behandein nua, wie schon in § 33, 6 ange- 
kiindigt, eingehender die Abbildung Borelscher Mengen. Gibt es eine 
schlichte (§ 1, 5) stetige Abbildung von A auf B, so sagen wir, B sei schlich- 
tes stetiges Bild von A. Mit bezeichnen wir die Punkt- 

menge des Rq , die aus alien mit nj^ beginnenden Folgen ((tz/)) 

natiirlicher Zlahlen besteht. In Analogie zu 40*5*4 gilt: 

42 * 3 * 1 « Damit die Menge B schlichtes stetiges Bild einer abgeschlossenen 
Menge C des Rq sei, ist notwendig und hinreichend, da^ sie eine separable, 
absolut Borelsche Menge sei. 

Notwendig: Sei P eine schlichte stetige Abbildung von C auf B. Nach 
23*1*31 ist B separabel, und nach 18'4*61 konnen wir annehmen, B sei 
Punktmenge eines voUstandigen, separablen Raumes E. Wir setzen 
0 . Rn,n , . . . bezeichnen mit die abgeschlos- 

sene HuUe in E von P(Cn^n^, . mit S das Suslinsche Schema der 
Mengen Wir zeigen nun, daO R = .4 (S); wir haben also zu 

zeigen: ist bs B, so auch be A (S) , und ist be A (@), so auch be B — 
Sei = dannist4(0) = 

wo sich die Summation uber alle Folgen v natiirlicher Zahlen erstreckt. 

Sei nun beB; dann gibt es ein v a C, so dafi b ^ P (v) ; ist v = ((%)), so 

ist r e fiir alle A?, also 6£ P also auch 6 e 

fur alle h, also be if,, also be A (S), — Sei umgekehrt be A (0) ; dann gibt es 

ein V, so dafi be M/, ist v ~ ((»*))> so ist also b e ifn^n. . . . 

da • • • ** abgeschlossene Hulle von P gibt es also 

ein . .„^),ao dafi 6*6< i;istv*=P-^(i>t),so ist 

mithin gilt V]g ^ v; 6s. vje e C und C abgeschlossen, ist v £ (7, und wegen der 

Stetigkeit von P gilt P (r*) P (v), d, h. 6jt P (v) ; wegen 6* 6 < i ist 

also b—P (v), also beB. Damit ist gezeigt, dafi B = A (0), und es ist 
weiter gezeigt : ist 6 e if,, so ist veC und 6 — P (v) ; d. h, es ist if, = {P (v)}. 
— Daraus foigt nun weiter, dafi das Schema 0 disjunkt ist; denn ist^ 
r 4= v', so ist, weil P schlicht, auch P (y) #= P (i/), also sind if, und if,, 
fremd. Da P = A (0) war, ist also nach 42*2-32 B eine Borelsche Menge in 
Ef unddaPvoUstindig, ist Peine absolut Borelsche Menge. Hinreichend: 
Sei P eine separate, absolut Borelsche Blenge; nach 18-4*61 gibt es einen 
separablen, voUstandigen Baum P ^ P; nach 42-2-31 ist P Kem eii^ 
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disjunkten regularen Suslinschen Schemas 0 in nach 40*6-81 gibt es 
eine eindeutige stetige Abbildung P der dem Schema S entsprechenden 
Menge C des auf die Menge B, und nach 40-5*8 ist C abgeschlossen ; 
da das Schema 0 disjunkt, ist offenbar die im Beweise von 40-5-81 an- 
gegebene eindeutige stetige Abbidlung P von C auf B schlicht. Also ist B 
schlichtes stetiges Bild von C. 

42 - 3 * 2 * 1st B eine unabzdhlbare separable, absolut Borelsche Menge, so 
gibt es einen abzahlbaren Teil B^ von B, so dafi B — B' schlichtes stetiges 
Bild des Rq ist, 

Nach 42-8*1 gibt es eine schlichte, stetige Abbildung P einer abgeschlos- 
senen Menge C des Rq auf B. Nach 24-2-21 und 24-2-2 kann C zerlegt werden 
in zwei fremde Summanden C = C' + C", so dafi C' abzahlbar, C'' homoo- 
morph dem Rq. Sei Q eine homdomorphe Abbildung des Rq auf und sei 
P^' z=z C" I P; dann ist eine schlichte, stetige Abbildung des Rq 

auf P (C"). Da P (C") = B -- P {&) und P {€') abzahlbar, ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

42 * 3 * 3 . Ist B schlichtes stetiges Bild der separablen, absolut Borelachen 
Menge A, so ist auch B eine sepirable, absolut Borelsche Menge. 

Der Beweis ist, bei Beachtung von 42-8-1, analog dem von 40-5-5- 

Literatur: W. Sierpiiiski, Fund. math. 3 (1922) S.30; Matbem. Cluj 1 (1929) 
8. 18. 

4. Halbschliehte Abbildungen. Die eindeutige Abbildung P von A 
auf B heiBe halbschlicht, wenn es keine Punkte unabzahlbarer Viel- 
fachheit von P gibt (§ 41, 4), d. h. wenn jeder Punkt beBxiai abzahlbar 
viele Urbilder hat. Gibt es eine halbschliehte stetige Abbildung von A 
auf B, 80 nennen wir B ein halbschlicht es stetiges Bild von A. 
Wir werden zeigen, dafi ein Analogon zu Satz 42-8-8 auch fur halbschliehte 
Abbildungen gilt. Dazu benotigen wir einige Hilfsbetrachtungen. 

424 * 1 - Bei E ein vollstdndiger Baum, A eine sejKirable, absolut 
Borelsche Menge, P eine eindetUige, stetige Abbildung von A auf die Menge 
B^E; sind A^, A^, . . . , Borelsche Mengen in A, und bedeutet C, 
die Menge aller mindestens zweifacken Punkte van A^l P, so ist jede zu 
einer der Mengen C, — 1, 2, , . . , n) fremde, in E analytische Menge 
MQP (Aj) P (As) . . . P {A«) ^drennbar von E — B. 

Da Ai separabel, ist nach 28-1-81 auch P (A*) , mithin auch Ci und M sepa- 
rabel. Nach 88-5-2 ist A j eine absolut Borelsche Menge ; nach 41-4-1 ist somit 
C, analytisch in P. Da Af = 4, gibt es nach 42-1-2 eine zu fremde Bo- 
relsche Menge N in E, so dafi M ^N. Dann ist nach 88-4-7 N P (Af) eine 
Borelsche Menge in P (AJ ; setzen wir A = (A, 1 P)'i {N P (A,)), so ist also 
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tiach 38*6«1 K eine Borelsche Menge in -4^, also nach 3S*5*2 eine separable, 
absolut Borelsche Menge. Da K P (K) = A , ist KIP eine 

schlichte stetige Abbildung, also ist nach 42*3*8 P (X) — P eine 
absolut Borelsche Menge; wegen , MQP (Aj) P (Ag) . . . P (-4„) 

ist MQN P{A^), und wegen 3r P (AJC 5 istP-PC JV P (AJ; 
d. h. M ist S-trennbar von E — B. 

Behalten wir die Bezeichnungsweise von Satz 42*4*1 bei, und setzen 
P{Aj)P(A 2 )...P(AJ = Do, ,..,n),8ogilt: 

42«4*2« Ist Dk ^4rennbar von B — B, so auch (^=: 1, 2, . . n). 

Nach Annahxne gibt es eine Borelsche Menge B' in E, so dafi g 
P' (E — B) ^ A, Nach 40*5*.5 ist Dq analytisch in P, nach 41*4*1 sind 
die Mengen analytisch in P, und da P' eine Borelsche Menge in P, ist 
nach 40*8*8 auch P — P' analytisch in P; also ist auch 

analjrtisch in P; und da Dj..x — P' wegen 
B^QB^ fremd zu C*, ist nach 42*4*1 — P' SB-trennbar von 

E^ B\ wegen P' (P — P) = /I ist auch Bj^^^ P' S8*trennbar von E^B, 
also nach 42*1*11 auch == B^^j P'+ (Bj^^i — P'). 

42 * 4 * 21 . Ist Cl ... 93-frenn6€rr roTt P — P, ao auch die Menge 
Bq=^ P (Aj) P (Aj) . . . P (Art) ®*^f€»w6ar twi E — B. 

Dies folgt aus 42*4*2 wegen Cj (^2 . Pn • 

Wir bezeichnen nun mit Pn^n, . , .nj^ Menge aller Punkte des Bq, die 
dargestellt sind durch eine mit den Gliedem , Wg , . . . , % beginnende 
Folge {(«,,)) naturlicher Zahlen. Jede Menge bezeichnen wir als 

ein Intervall des Pq, und zwar als ein Intervall ^-ter Stufe ; jedes solche 
Interval! ist nach § 33 (8) abgeschlossen im P^, also nach 18*2.22, 18*5*11 

voUstandig; femer ist nach § 9 (3-4): d r-rTf • 

* fC i 

424-3. Sei E ein vdlMrdiger Baum und P eine eindeviige stetige Ah- 
bildung des Pq auf die Menge B ^E; ist dann B keine Borelsche Menge in 
P, so gibt es ein disjunktes dtfodisches Schema, in dem jede Menge k-ter Stufe 
X,.. . Intervall mindesUns k-ter Stufe des Pq ist, und fur jedes h 
der Burchschnitt der 2^ Mengen P (A,^ (ij , tg , . . . , = 0, 1) 

nicht *i&Armnbar von B ^ B isL 

Da B keine Borelsche Menge in P, ist P nicht S-treimbar von P — P. 
Nach 42*4*21 (fur » — 1) ist also auch die Menge C aller mindestens zwei- 
fachen Punkte von P nicht S-trennbar von E ^ B, Ist , /g . 

die Menge aller Interval^ des Pe, so ist C =« S P (J„ ) P wo sich die 
Summation uher alle Paare , jlj^^ fremder Intervalle erstreckt; nach 
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42*l-n ist also mindestens ein Summand P P (Jn^) nicht SB-treimbar 
von E -- B ; d. h. es gibt zwei fremde Intervalle Ai des Pq, so daB 
P (Aq) P {A^) nicht S6-trennbar von E — B. Bezeichnet dann — 
die Menge aller mindestens zweifachen Punkte von A^^l P, so ist 
nach 42-4-21 Cq Cj nicht S-trcnnbar von E — B. Nun ist Co Cj ~ 
S P (In) p (In) P (In) P (In)^ sich die Summation iiber alle Quad- 
rupel , I „^ , /«, , In, disjunkter Intervalle erstreckt, von denen 
In, C -^0 » C -^0 » C ^ h, C A ; naoh 42.M1 ist also mindestens 
ein Summand P (In) P (!„) P (In) ^ i^n) nicbt ®-trennbar von E — B; 
d. h. es gibt in Ai^ (ti = 0, 1) zwei fremde Intervalle A^^q, so 

daB P (A^^) P (A^yP (Ajq) P (A^^) nicht »-treimbar von E - B; die 
vier Intervalle A^^ (tj , = 0, 1) des sind von mindestens zweiter 

Stufe. Bezeichnet nun C^^ die Menge aller mindestens zweifachen Punkte 
von A,,^1P, so ist nach 42.4.21 nicht S-trennbar von 

E — B', daraus folgt wieder; es gibt in Ai^^^ zwei fremde IntervaDe 
Ax X 0, mindestens dritter Stufe, so dafi der Durchschnitt 

der ^ht Mengen P ,, »,) (tj, ig, % = 0, 1) nicht ®-trennbar von P — P. 
Indem man so weiter schlieBt, erhalt man das gewiinschte dyadische 
Schema der Mengen 

42 * 4 - 4 . Jedes Jialbschlichie steiige Bild B des Bq ist evm absolut Borelsche 
Menige. 

Sei P eine eindeutige stetige Abbildung des Pq auf B. Nach 
18*4*4 gibt es einen vollstandigen Baum P 2 Angenommen, es 
ware B keine Borelsche Menge in P; sei dann D das durch das 
disjunkte dyadische Schema 0 von Satz 42*4.8 dargestellte dyadische Dis- 
kontinuum (§18,9); wir zeigen, dafi P(a')^P(a") fur je zwei 
Punkte a' eD , a" e D, Ware namlich P (of) =1= P (a ") , und sind 
A[ t' . . . 4 A['ix • • ' 4 • • •) Punkt a' bzw. a" 

enthaltenden Mengen des Schemas 0, so ware w^en d (A,-' . . . 4) ^ » 
d(A/'/'. . . /') -♦O und wegen der Stetigkeit von P: 

^AiX . . . P(A 4%'; . . , 4) = ^ alle k, 

es waa-e also auch der Durchschnitt der 2* Mengen P (A^^ i, . . . ij) 
(tj , *2 , . . t* = 0, 1) leer fur fast alle h, was umnt^lich, weil fur 
jedes h dieser Durchschnitt nicht ®-trennbar von P — B ist. Da also 
P (a') = P (a") fur alle a'e D, a" e B, und da nach 18-9-1 B die Mach- 
tigkeit H hat, kanu P nicht halbschlicht sein. Ist also P halbechlicht, so 
ist B eine Borelsche Menge in P, also eine absolut Borelsche Mwige* 

42 * 441 . Jedes halbschlichte stetige BUd B einer separablen, absdut 
Borelschen Menge A ist eine absoiut Borelsche Menge, 
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Da jede abzahibare Menge eine abaolut Borelsche Menge ist, bedarf dies 
eines Beweises nur, wenn A unabzahlbar ist. Danii gibt es nach 42*3*2 
einen abzahlbaren Teil A' von A, so daS A ^ A' schlichtes stetiges Bild 
des Sei P eine schlichte stetige Abbildung des A ^ A' und Q 

eine halbschlichte stetige Abbildung von A auf B; setzen wir (A -- A') IQ 
= Q', so ist P I Q' eine halbschlichte stetige Abbildung des Bq auf Q (A ^ A'); 
also ist nach 42*4*4: Q (A — A') eine absolut Borelsche Menge; und da 
Q (A --- A^) ’hQ (A') und Q (A') abzahlbar, ist auch B eine absolut 
Borelsche Menge. 

424*5. 1st A einA separable, absolut Borelsche Menge des Raumes 
^(1) X und ist jede Schicht Af^ (b e abzahlbar, so ist auch die Pro- 
jektion A* van A in den Raum eine absolut Borelsche Men^e, 

Dies folgt aus 42-4.41, denn ordnen wir jedem Punkte as A seine Pro- 
jektion in den Raum zu, so ist dies eine halbschlichte stetige Abbildung 
von A auf A*. 

Wir nennen die Punktion/auf A schlicht, wenn sie keine mehrfachen 
Werte hat, d. h. wenn es zu jedem y e Ri hochstens ein as A mit f (a) y 
gibt. Wir nennen die Funktion / auf A halbschlicht, wenn sie keine 
Werte unabzahlbarer Vielfachheit hat, d. h. wenn es zu jedem y s nur 
abzahlbar viele as A mit f(a)==^y gibt. 

42*4*6. Istf(x) eine halbschlichte Bairesche Funktion auf der separablen, 
absolut Borelschen Menge A, so ist ihre Wertmenge eine Borelsche Menge 
des R^ . 

Nach 18*4*61 gibt es einen separablen voilstandigen Raum E^A. 
Nach ist die Menge [f{^) == eine Borelsche Menge in Ax Ri; 

wie beim Beweise von 41*S*1 sieht man, daB sie auch eine Borelsche Menge 
in Ex Ri, also eine separable, absolut Borelsche Menge ist. Die Wertmenge 
von / ist die Projektion von [/ (:B) — y] in den R ^ , und da / halbschlicht, 
folgt die Behauptung aus 42*4*5. 

Umgekehrt gilt: 

42*4*7* Jede Borelsche Menge des R^ ist die Wertmenge einer schlichten 
atetigen Funktion auf einer abgeschlossenen Menge dm Rq, 

Dies ist ein Spezialfall von 42.8*1. 

424*8* 1st A eine separable, absolvi Borelsche Menge, und ist P eine halb- 
schlichte stetige Abbildung von A auf B, so ist filr jedes k die Menge Bjt alter 
minde^ens k-fachen Punkte von P eine absolut Bordsche Menge. 

Der Beweis ist analog dem von 41*4*1 ; nur sind jetzt die dort mit P {E) 
bezeiohneten Mengen nach 42-4-41 absolut Borelsche Meng^. 
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424-81. I8t A eim separable, absolut Borelsche Menge, und ist P eine 
halbschlichte stetige Abbildung von A auf B, so ist fur jedes k die Menge B]^ 
alter k-facken Punkte von P eine absolut Borelsche Menge. 

Denn ist Bj^ die Menge aller mindest^ns l*-fachen Punkte von P, so ist 
J5' = die Behauptung folgt also aus 42.4*8. 

424-82. Ist A eine separable, absolut Borelsche Menge, und ist P eine 
halbschlichte stetige Abbildung von A auf B, so ist die Menge aller Punkte 
unendlicher Vielfachheit von P eine absolut Borelsche Menge. 

Der Beweis ist analog dem von 41-4.2. 

42-4-9. 1st A eine separable, absolut Borelsche Menge des Raumes X 

und ist jede Schicht (b e abzdklbar, so ist die Menge aller b e E^“^, 
fiir die die Schicht aus mindestens k (bzu\ aus k, bzu\ aus unendlich 
vielen) Punkten besteht, eine absolut Borelsche Menge. 

Dies ist enthalten in 42-4-8 (bzw. in 42.4-81, bzw. in 42-4-82). 

42-4-91. Istfix) eine halbschlichte Bairesche Funktion auf der separablen, 
absolut Borelschen Menge A, so ist die Menge aller mindestens k-fachen 
Werte {bzw. aller k-fachen Werte, bzw. alter Werte unendlicher Vielfachheit) 

von f eine Borelsche Menge des i?i . 

Der Beweis ist, unter Berufung auf 42-4-9, analog dem von 42-44. 

Literatur: N. Lusin, s. 1. ensembles analytiques S. 171ff. 


5. Borelsche Mengen, deren Schichten ahzsLhlbar sind. Wir be- 
trachten nun Borelsche Mengen A in EP^ X E^“^, deren jede Schicht 
A^i'^ {b £ abzahlbar ist. Wir beweisen zunachst einige Hilfeatze. 

Sei A eine beliebige Menge ^ wir bezeichnen die f-te Ko- 

harenz (§ 12, 8) der Schicht {beE^'^) mit Dann gUt: 

42-5-1. 1st E^^'^ separabel und voUstdndig, und gibi es zu jedem f < coi 
tin bsE^-'^, so dafi A^^^A, so gibt es in E^^^ ein disjunktes dyadisches 
Schema bestehend aus Mengen folgender Art: zu jedem k 

(iJr = 1, 2, . . .) und zu jeder Ordinalzahl f < % gibt es ein b e , so dafi 
jeder der 2^ DurchschniUe Af^^ C'i, D 7l (ij , i^, it ^ 0, 1). 

Da E^^'^ vollstandig, ist nach 18-5-11 jede in E^^'^ abgeschlossene Menge voU- 
standig ; da E^^^ separabel, gibt es (fiir Jedes n) unter den Kugeln I (as 

des Raumes E^^^ naoh IS-S-l abzahlbar viele, die E^^^ uberdecken, etwa; , 
^ seien K^, ^ 2 , . . . , X,, . . . die samtlichen Kugeln 
{n, m = 1, 2, . . .) und sei die abgeschlossene Hiille von K^. Wir zeigen: 
es gibt unter den zwei Kugeln von folgenden Eigenschaften : 
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1. JiT® 2. zu jedem f < gibt es ein bsE^^K so daB 

Af,^ 3 In der Tat, anderenfalls gabe es zu jedem Paare K ^, , K^„ mit 

jKJI a eine OrdinaJzahl so daB fiir jedes hsE^^'^ min- 

destens einer der beiden Durchschnitte ^v*> 

nach 8-4-1 gabe es ein f ♦ < Wj , so daB alle f,, ,,, < f ♦ ; daim ware aucb fiir 

je zwei Kugeln K ,. , K^n mit K^. = A und fiir jedes h e mindestens 

einer der beiden Durchschnitte A^^ , Ai,^m K^„ leer; dann aber enthielte 

Aiy^ fiir jedes beE^^^ hdchstens einen Punkt, es ware also =A 

fiir alle be E^^\ entgegen der Voraussetzung. — Nun nehmen wir an, es 

seien unter den 2* Kugeln K, . . (^ , tg * • • - > H 

I *1 • t j. 

f olgenden Eigenschaften gefunden : 1 . ihre abgeschlossenen Hullen t* . . . 

sind disjun&t; 2. zu jedem ^ <icoi gibt es ein b e E^"\ so dafi jeder der 2*^ 
Durchschnitte A^tK^, , , A. Wir Mgen: dann gibt es unter den 

* tit* • • •ije 

Kn^ K, KugelnZ,. . . . S ^ (»t.i == 0. 1) mit Kadien 


von folgenden Eigenschaften: 1. ihre abgeschlossenen Hiillen 
Jb 

JS^, sind disiunht; 2. zu jedem S<o)i gibt es ein beE^'^\ 

so daB jeder der B*”*” ^ Durchschnitte Aj, * . D ^ 

Tat, anderenfalls gabe es zu jedem Systeme Ky(i) (A = 1, 2, . . , , 2*'^^) 
von 2*’*'^ Kugeln deren abgeschlossene Hullen disjunkt, deren 

Badien ^ i sind, und von denen je zwei in jeder der 2* Kugeln 

liegen, einen Index so daB fiir jedes beE^^^ 

mindestens emer der 2*‘*‘^ Durchschnitte 

ist; nach 84*1 gabe es ein i* < o)i , so daB alle f,(i) ^a) . . . ,< 2 *+') < 
dann wSre auch fiir jedes der genannten Systeme von 2*^^ Kugeln E^{X) 
mindestens einer der 2*"*^^ Durchschnitte A^^* E^^x) leer; dann aber ent- 


hielte -4^^ fOr jedes b^EF^ von mindestens einer der 2** Kugeln 

hdchstens ei nen Punkt, fur jedes beEF ware also mindestens einer der 
2* Durchschnitte A^^^^ . . .^ = ^ » «^iJgegen der Art, wie die Kugeln 

E^ . gewahlt waren. — Damit ist gezeigt, daB es unter den K, fiir 

t'l tV • • - tfc 

jedes k ein System von 2* Kugeln E^^^ i, . . . ijj. ’ . . • > H = 0, 1) mit 


Badien ^ ^intd mit den Eigenschaften 1 , und 2. gibt, und es ist 
AS"" X 


E ^ E 




Setzen wir nun Oi^ == E^. 


kin- 


SO haben wir das gesuchte disjunkte dyadisohe Schema. 
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Sei nun P eine halbschlichte stetige Abbildung von auf eine Punkt- 
menge B ^ die Menge aller Punkte (ar, P (ar)) von (x a 

bezeichnen wir mit A ; dann ist fiir jedes be B die Schicht Af, = A]^^ von A 
auch die Urbildmenge P~^{b) von 6, also abzahlbar. Wir zeigen nun: 

1st E^^^ separabel und vollstandig, und ist P eine halbschlichte 
stdige Abbildung von E^'^^ auf eine Punktmenge B Q so gibt es eine 
Ordinalzahl y <coi, so daj^ fiir jedes be B die y-te Koharenz Aj^ y des U rbildes 
Aj^ von b leer ist. 

AnderenfaUs gabe es zu jedem f < €t>i ein 6 e J?, so daB A; nach 

42*5*1 gabe es dann in ein disjunktes dyadisches Schema bestehend aus 
Mengen (7,^ i, . . . » so daB zu jedem k und zu jedem f < Wj ein be B gehort, 

fur das jeder der 2* Durchschnitte ^ ID mithin auch 

Ab it.. A ist. Sei C das durch das dyadische Schema der 
dargestellte dyadische Biskontinuum ; dann miissen alle xeC dasselbfe 
Bild P {x) haben; denn anderenfalls gabe es zwei Punkte xf e€, a/' eC 
mit P (x^) =t= P (x") ; ist dann cd der Punkt und a/' der Punkt 
von C (§ 18, 7), so ware wegen x' e Ci{ xf* e Ciy ij' . , . i" und wegen 
der Stetigkeit von P fiir fast alle ki P {Ci{ . P {Ciy iy . . . = A ; 

dann aber ware fiir jedes beB mindestens einer der beiden Durchschnitte 

entgegen der Art, wie das dyadische 

Schema der gewahlt war. — Da also alle xs C dasselbe Bild 

P (a;) haben, und da nach 18*9*1 C unabzahlbar ist, ware P nicht halb- 
schlicht, entgegen der Annahme. 

42-5*3* 1st E sejmabel und vdlstdndig, und ist P eine halbschlichte stetige 
Abbildung vtm E, so gibt es abzahlbar viele Borelsche Mengen in E, so dap 
E ^ S und 1 P schlicht. 

Wir bezeichnen wieder mit B das Bild P (E) von E, mit A^^ die Urbild- 
menge P"^(5) des Punktes beB, mit die ?^-te Koharenz von dann 
ist P =a 5 Ab^ Nach 42*5*2 gibt es ein y < cu^, so daB Aby = -d fur alle 

b*B 

beB; nach § 12 (8-2) ist also dj = S (Ab^j — Wir setzen nun: 

^,= 5 = dann ist = 

bsB otS 

P = S E„. Es genfigt also, zu zeigen: es gibt fiir jedes r} <y abzahlbar 

i7<y 

viele Borelsche Mengen in P, so daB = S und N,, 1 P schHcht. 

— ^ Zu jedem a eE,^ gibt es nach Definition von ein be B, so daB a e 
A ^ — ; uach Definition der Koharenzen (f 12, 8) ist dann a isolier* 
ter Punkt von bezeichnet also , Hi , ... ein abzahibares 
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ausgezeichnetes System in E offener Mengen {§ 13, 1), so gibt es ein Hi , 
so daU a der einzige Punkt von , also auch der einzige Punkt 

mit P (ar) = b\ setzen wir J?, 1 P = P^^, so ist demnach h einfacher 

Punkt von P^^^; ist umgekehrt 6 einfacher Punkt von P^^, so ist P'? (6) 
isolierter Punkt von also P”/ — somit P^}{b)eE^, 

Wir sehen also: bezeichnet die Menge der einfachen Punkte 
von P^i , so ist = S P’/ — Wir zeigen nun durch transfinite 

Induktion, daU die P* (tj < y) Borelsche Mengen in E sind. Das ist richtig 
fur = 0, da Pj = S Ai,q^ S P, Angenommen, es sei richtig 

b € £ btJB 

fiir alle S <r}; ist dann 7f Grenzzahl, so ist = D A^,., also, da 

s<n ^ 

= 4 fiir 6 =t= 6', auch P^ = DE], also ist, ebenso wie die Pt, auch 

« 5<»7 

P^ eine Borelsche Menge in P; ist hingegen 7] eine isolierte Zahl, so ist 
K=‘K-i~^n-i ! Merinist, wie wir saien, = daS,.!^ 

die Menge der einfachen Punkte von = H^ P*^i 1 P, und da nach 
Annahme P*.i eine Borelsche Menge in P, ist nach 42*4’81 eine abso- 
lut Borelsche Menge, also auch eine Borelsche Menge in P^_i^ 
somit ist nach P^ln eine Borelsche Menge in also 

nach 33-4*73 eine Borelsche Menge in P; wegen P^^^ = S P^ln 

ist also auch E^_ ^ eine Borelsche Menge in P, also auch E*^ = P*_i — P^_j . 
— Da also P* eine Borelsche Menge in P, so ist, wie wir eben sahen (es ist 
nur 7} — 1 durch rj zu ersetzen), auch P'^^ (P^^.) eine Borelsche Menge in P; 
und da P^ — S P~l und da nach Definition von ^fji ofienbar 

P^l {B^i) 1 P schlicht, ist die Behauptung bewiesen. 

Wir nennen eine Punktmenge A eindeutig beztiglieh 

P^'^ (bzw. P^^^) , wenn es zu jedem a e EP^ hochstens ein 6 e P^^^ gibt, so 
daB (a, b)B A (bzw. wenn es zu jedem b e hochstens ein a s P^^^ gibt, 
so dafi (a, 6) eA). 

42*5*4. Sind wnd P^^^ sefarabd und vollstdndig^ uTtd ist A eine Borelsche 
Menge in PP-^xE^'^\ derm jede Schudit ccbzahlbar ist, so gibt 

es obzdMbar viHe dis^nkU^ bezuglich P^^^ eivdevtige Borelsche Mengm A^ 
in so dafi SA^. 

p * 

Da nach 20*2.4 und 20-2*7 P^^^xP^®^ separabel und vollstandig ist, ist A 
eine separable, absolut Borelsche Menge; es gibt also nach 42*8*1 eine 
schlichte stetige Abbildung Q einer abgeschlossenen Menge G des Pq auf A. 
Wir definieren nun eine Abbildung P von O durch die Festsetzung: ist 
Q (c) s= (a?, y) {cbC, {x, y) s A), so sei P (e) = x. Die Abbildung P von 
C ist 0 tet% und halb^hlicht; da -<7 separabel luwi nach 18*5*11 voHst&ndig, 
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gibt es also nach 42*5<3 abzahlbar viele Borelsche Mengen des Rq, so 
daB C = S My und My 1 P schlicht ; dann ist Q (My) eindeutig bezuglich 

es ist A = S Q (My), und nach 42*3«3 ist Q (My) eine absolut Borelsche 

V 

Menge. Setzen wir^^ = Q (if,). A, == Q (if,) — {Q (if,) + . . . + ^ 

(v = 2, 3, . . .), so leisten die Mengen , ■ ■ . , A, , . . . das Verlangte. 

Literatur: N. Lusin, Le9. s, 1. ensembles analytiques S. 238ff, 

6. Minimalpunkte. Sei A Q Ex Ri- Ein Punkt {a,b)eA{a£E, beRi) 
heifit ein Minimalpunkt von A, wenn es keinen Punkt (a, y)sA (yeRj) 
mit y <.b gibt. Die Menge aller Minimalpunkte von A bezeichnen wir 
mit A^^\ 

42 * 6 * 1 . 1st E separabel und ist A eine analytische Menge in ExRi, 
so ist A — analytisch in ExRi* 

Ist (a, b)s A, so ist, damit (a, b)£ A — sei, notwendig und hin- 
reichend, daB es ein rationales r < 6 und einen Punkt (a, y) e A mit y <r 
gebe, Bezeichnet Ay die Menge aller (x, y)eA mit y <.r und A'^ die Menge 
aller (x, y)sA mit y'> r, femer Ey die Projektion von Ay in den Raum E, 
setzen wir endlich A' . ifiy X = A*^ ^ so ist also A — = S A'', 

r 

wo sich die Summation liber alle rationalen Zahlen r erstreckt. Wir haben 
also nur mehr zu zeigen, daB A** analytisch in Ex Ri- — Die Menge Ay 
(bzw. A') ist analytisch in jE? X als der Durchschnitt von A und der in 
ExRi offenen Menge aller (x, y)eExRi mit y < r (bzw, y> r); also ist 
Ey analytisch in E nach 40-6-11, somit ist EyX R^ analytisch in .®X Rj nach 
43* 7*2, somit ist auch A*' analytisch in X Rj , w. z. b. w. 

42 * 6 * 2 « 1st E separabel und ist A eine Borelsche Menge in Ex R^, so ist 
A^^^ eine kompleTneTitdr-analytische Menge in Ex Ri^ 

Denn E x + (A — -^(ExRj — A), und hierin ist A — A^^> 

analytisch in J? X nach 42*0*1, und ExR^ — ^ ist als Komplement 
einer Borelschen Menge in Ex R^ nach 33*4*2 selbst eine Borelsche, also 
nach 40<3*3 auch eine analytische Menge in E X Ri» 

42 * 6 * 21 « 1st E separabel und voUsldndig, und ist A eine Borelsche Menge 
in ExRi, deren Schichten (xsE) abzahlbar sind, so ist eine Borel- 
sche Menge in E X Ri- 

Verwenden wir dieselben Bezeichnungen wie beim Beweise von 42*0*1, 
so sind nun Ay und A'^ Borelsche Mengen in .S X Rj, und nach 42*4*5 ist Ey 
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eine Borelschc Menge in £; also ist A - eine Borelsohe Menge in 
Ex Hi, niithin auch. . 

42*6'3> Zu jeder andytischen Menge B in E gibt es eine Sdg-Menge (§ 33, 4) 
A in Ex^, so dap B die Prediction von in den Baum E ist. 

Sei B eine analytische Menge in E ; dann gibt es nach 4«*1*2 ein monotones 
Suslinsches Schema 6 in £ abgescHossener Mengen so daB 

B = A (®). Sei z„.] (% = 1. 2. . . .) eine Folge disjunkter Intervals 
des , so daB sei Sn.„,I (»2 = 1. 2. . . .) eine Folge dis- 

junkter IntervaUe £ [yn,, 2n,l» so dafl Sn,», < yn,n,Tl> Sei [ynjii,n,» n,l 
2, . . .) eine Folge disjunkter Intervalle £ Iyn,ii,» ®n.ii,]> so daB 
*». ». ». < «. Wsf - Sei if,, . n^X [y,, n, . . . n*] : 

fiann igt abgeschlossen in. ExBi, und je zwei tait 

gleich riel indlzes sind fcemd. Die bilden also ein monotones 

Suslinsches Schema © in Ex Bj abgeschlosroner Mengen, dessen Kem 
A= A {%) nach 40-1-1 eine SSs-Menge in X J?i ist. Sei A' die Projektion 
Ton A in den Raum E-, wir zeigen nun, daB A'=B. Sei dann 

gibt es eine Indizesfolge ((»!)), so daB a:* eF„j F„; F,* ; 

da (y,. ,: . . . ,j Znt »; . . . ■ • • «i’ *»t »; . . . nj] . 

gibt es ein y* e D {y,; ,t . . . «j. V«J • • • ^*1 

E if,, if,. . . . if,.^S . . . «j • • • . also {x*. y*) e A, mithin »• e A'. Sei 
umgekehrt x*eA'\ dann gibt es ein y*, so daB (*•, y*)eA\ mithin gibt es 
eine Indizesfolge ((aj)). so daB (**, y*) e if,* if,* »; • • • if»t ni - - . »J 


dann aber ist !e*eF,. F,.,. ...F,*,*. 


also X* e B, — Nun 

zeigen wir : B ist auch die Pjrojektion ron in den Raum E* Da wir 
eben gezeigt haben, daB B die Projektion von A ist, geniigt es zu zeigen: 
in jeder nicht leeren Schicht A^^^ von A (xsE) gibt es einen Punkt von 
Sei also Af ; unter alien Mengen Mn^ mit A^P Z) A gibt es 
eine von kfeinstem Index ; unter alien Mengen Jfn* niit M n* n, Af^ 3 ^ 
gibt es eine von kleinstem Index 712 usf.; ist dann [y*, 2*] = 
D Iy»j . »s . V »I . . . -t] ■ “ offenbar (*. y*) e 4 <-). 

i * * 

42*14. Ist E ein se'parcdder Yomgscheir Baum, dessen insichdichter Kem 
^ A ist, so gibt es eine »,-ifs*ye A in ExE^, fur die nicht ana- 
iptisch in ExBii^- 

Naoh gibt es eine analjtiaohe M^age B m E^ die keine Borelsche 
Menge ist. Naoh 42*6*8 gibt es eine SJs-Menge A in ExRi, so daB 
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B die Projektion von in den Raum E ist. Dann kann nicht ana- 
lytisch in Ex Bi sein; denn da A^”*^ nach 42.6-2 komplementar-analytisch, 
wajre A^^"^ sonst nach 42-1-3 eine Borelsche Menge in Ex und da A^^^ 
eindeutig beziiglich E, ware nach 42.4-5 auch B eine Borelsche Menge in E, 
entgegen der Annahme- 

Literatur: St. Mazurkiewicz, Fund.matfa. 10(1927)8.172* W. Sierpidski, 
Fund. math. 12 (1928) S. 211. 


§ 43* Implizite Fnnktionen* 

1. Umkehrlunktioneii. Sei A eineTeilmenge des seif eine Funkfcion 
anf A und B die Wertmenge von / (§ 41, 3) ; dann ist auch J? ^ . Ist 

insbesondere die Funktion/schlicht, so gibt es zu jedem ysB genau ein 
xs A mit f(x) = y; ordnet man jedem ye B dieses xe A zu, so entsteht 
eine schlichte Funktion auf B, deren Wertmenge A ist; sie heifit die Um- 
kehrfunktion von / und wird mit bezeichnet. Der Bereich von 
/<-!) (§ 25, 4) ist die Wertmenge von /. Die die Funktion darsteilende 
Menge (§ 35, 9) (0 == dc] ist identisch mit der die Funktion / dar- 

stellenden Menge lf{^) = ^]. 

4S*1*1* ist A abgeschloseen im i?^ echlickte etetige Funktion 

auf A, so ist auch der Bereich B von oJbgesMossm und auch 
ist aietig, 

Nach 15-2*81 ist .4 in sich kompakt, nach 28-8-1 ist also auch B in sich 
kompakt, also nach 15-2.81 abgeschlossen. Die Stetigkeit von/^ folgt aus 
24.1.1. 

43-1-2* Ist A eine Borelsche Menge m und f eine sMichte Bairesche 
Funktion auf A, so ist auch der Bereich B vonf^~’^^ eine Borelsche Menge und 
auch f^~^^ ist eine Bairesche Funktion, 

Nach 42-4-6 ist B eine Borelsche Menge. Sei A^ die Menge aller xsA 
mi%x>z; da nach 85-8-4 A^ 1/ eine Bairesche Funktion auf A,, ist nach 
85-9-8 dk die Funktion A^ 1/ darsteilende Menge eine Borelsche Menge 
in Wegen A a ® {B^) ist auch A^ e S&iBj), also ist A^^eine absolut 

Borelsche Menge, also nach 88-7-8 auch A^XB^, also nach 88-5-2 auchjf^. 
Die Menge (^) > z] ist nun die Projektion der Menge £ .4;^ X in 
den Baum Bii da Mg eine separable absolut Borelsche Menge, ist also nach 
42-4-5 auch (0 > absc^ut Borelsche Menge, also ist nach 85-2-8 

eine Bairesche Funktion. 
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Eine Prazisierung von 48-l*2 in dem Sinne, dafi die Umkehrfunktion einer 
6 |-Funktion gleichfalls eine 6|-Funktion ware, ist nicht moglich. Vielmehr 
gilt: 

43*1*3* Zu jedem f < <i>i gibt ea eine scMichte (i\-Funkti<m im 
deren Werimenge der ist, und deren Vmkehrjunktion (£| (Ej) ist 

Sei und |< 7 ; < cdi . Nach 88»9*3 gibt es eine Menge M'^E^, die 
genau eine S*^-Menge im i?i ist ; dann ist " = Ej^ — M' nach 33*4*2 genau eine 
95q-Menge im E^ ; da jede abzahlbare Menge eine S8^-Menge ist, sind M' und 
if" unabzahlbar; lassen wir aus if' und if" alle rationalen Punkte und 
die Punkte + 00 , — o© weg, so sind also auch die iibrigbleibenden Mengen 
if*, M** unabzahlbar und M* ist nach 88-4-51 genau eine S5’'-Menge, M** 
genau eine 93,j-Menge im E^ . Nach 42»8-2 gibt es abzShlbare Teile A*, A** 
von if* und if**, so daB N* == if* — A* und N** = M** — A** schlichte 
stetige Bilder des dabei ist = N* + N** + -4, wo ^ eine abzahl- 
bare, die Punkte + 00 , — 00 sowie alle rationalen Punkte des enthaltende 
Punktmenge bedeutet, die Mengen N*, N**, A disjunkt sind, xind N* 
genau eine S’^-Menge, N** genau eine S,^-Menge im jR^ ist. — Seien I* bzw. 
I** die Menge aller positiven bzw. negativen irrationalen Punkte des jR^; 
nach 24-2-12 und 24-2*2 sind J*, J** homoomorph dem jR^; also istN* bzw. 
N** schlichtes stetiges Bild von J* bzw. J**; d. h. es gibt eine schlichte 
stet^e Funktion /♦ auf J*, deren Wertmenge N* ist, und eine schlichte 
stetige Funktion /** auf i**, deren Wertmenge N** ist. Wir definieren 
nun eine schlichte Funktion f im E^ so, dafi I* 1/ = /*, /** 1/ = /**, 
und so, daB die Wertmenge von /der jRj ist. Zu dem Zweeke setzen wir: 
/ (4- 00 ) 5 = + CO, f ( — cx>) =3 — 00 , und haben, da / fur die irrationalen y 
durch /* 1/ = /*, I** bereits definiert ist, noch / fur alle ratio- 
nalen Punkte des E^ zu definieren. Seien zunSchst rj , rg , . . . , . die 

samtlkhen nicht ganzzahligen rationalen Zahlen, und sei ((ar„)) eine 
Folge irrationaler Zahlen mit — »*n ^ J dann sei / (rj) die erste ins Inter- 

val! (/ (ail) — - 1, / (Xj) 4- 1) faUende Zahl r„ , und wenn die Funktionswerte 
/ (fj) , . . . , / schon bekannt sind, so sei / (r^^) die erste ins Interval 

(/ ^ fallende, von/(rj) (r^^i) verschiedene Zahlr«. 

Hierdurch ist / auch fiir alle nicht ganzzahligen rationalen x definiert. 
Fiir die Funktionswerte / (ar) bei ganzzahligem x wahlen wir nun die 
samtlichen, bisher noch nicht als Funktionswerte von/verwendeten Zahlen 
der abzahlbaren Menge A (unter gewiB alle ganzen Zahlen VOTkommen). 

Hierdurch ist / als schlichte Funktion im definiert, deren Wert- 
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menge der ist. — Nun zeigen wir, daB nach 87-1-21 

geniigt es zu dem Zwecke, zu zeigen: / ist stetig in jedem irrationalen 
Punkte des i?j . Sei also S ein irrationaler Punkt des , und sei etwa 
5 > 0; da /* 1 / = /* und /* stetig war, geniigt es, zu zeigen : fiir jede Folge 
rationaler Punkte mit gilt / Nun batten wir oben mit 

rj , rg , . . . , r„ , . . . die samtlichen nicht ganzzahligen rationalen Punkte des 
bezeichnet, und ((a:„)) war eine Folge irrationaler Punkte mit 0. 

Ist dann so folgt aus p,-*- ^ auch JP, also, da die und Jc 

irrational und — stetig: und da \f{rn)--fM\ 

< ~ war, gilt auch /{r„ ) {«), d. h. (S), w. z. b. w. — Nun ist 

n *' 

nur mehr zu zeigen, daB/^"^^ £ (E! {Bj), Dazu geniigt es nach 35*2«21 zu 

zeigen, daB (y) > 0] ^£ Nun ist (??) > 0] die Menge 

aller Werte von f {x) fiir «> 0; und da /*!/ = /* und N* die Wert- 
menge von /* ist, entsteht [/^~^^{^)>0] aus N* durch Hinzufiigen 
abzahlbar vieler Punkte, ist also nach S3-4-51 ebenso wie N* genau eine 
iB'^-Menge im B^; wegen ?;> f ist also (^)> bl 33* (^i)^ z- b. w. 
Literatur: W. Sierpiiiski, Fund. math. 3 (1922) S. 26. 

2. Die eine Fnnktion darstellende Menge. Wir betrachten nun 
nochmals die in § 35, 9 eingefuhrte eine Fnnktion / darsteliende Menge 
= ^]. Wir konnen nun sehen, daB die Umkehrung von 85*9-3 fiir 
f > 1 nicht gilt. Sei in der Tat / die Fnnktion von 43*1-3 und ihre 
Umkehrfunktion; da /£(S| (Bj), ist nach 35-9*3 die / darsteliende Menge 
[/(^) = 932(^1 X^i); da = x] =^[/(f) = ^], ist also auch 

die darsteliende Menge eine i 82 -Menge in BjXBj, aber es gilt, wenn 
( nicht Wohl aber gilt: 

13*2-1. Ist f eim Funktion auf der separahUn, absolnt armlytischen Menge 
E, und ist [f (x) = eine avalytiscke Menge in E xBi, so ist f eine Bai- 
resche Fnnktion in E. 

Sei M = [f{de) = ^], die Menge aller (ar, y)eM mit y> z und if' 
die Menge aller (x, y)eM mit y ^ z. Als Durchschnitt von M und der 
in X offenen (bzw. abgeschlos^nen) Menge aller {x, y)E ExB^ mit 
y> z (bzw. mit y ^ z) ist if* (bzw. if') anaJytisch in J 2 ? X jRi; da F x 
nach 40-7*3 absolut analytisch, sind also nach 40*4*31 auch if* und if' 
absolnt analytisch. Da die Projektionen von if* und if' in den Raum E 
die Mengen [fi^) > If (^) ^ ^3 Mengen nach 40*6*1 
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absolut analytisch. Da i? = {/(^) > z] + [/(:g) ^ 2 ], sind also naoh 
43.1-21 [/(z) >z] und [/(i) ^ z] Borelsche Mengen in E, also ist nach 
SS'S'S / eine Bairesche Funktion in E. 

13*2-2. 1st E separabel und absolut analytisch, und ist M eine in ExR^ 
analytische Menge, in der es zu jedem xeE genau einen Punkt (x, y)e M 
gibt, so ist M eine Borelsche Menge in ExBi. 

Durch die Menge M ist eine Funktion auf E definiert, fur die [f(:c) = 

= Jfcf ist; nach 48-2*l ist / eine Bairesche Funktion auf E,. nach 85*9-3 ist 
also M eine Borelsche Menge in ExEi- 

43»2-S« 1st E separabel und absolut analytisch, und ist A eine beziiglich 
E eindeutige arudyiische Menge in ExE^ , so gibt es eine Bairesche Funktion 
f in E, so daB, wenn B die Projektion von A in den Eaum E bedeutet: 
lBlf(x)^y]^A. 

Nach 40*4*2 ist A auch analytisch in B x i?i ; nach 40«6«1 ist B absolut 
analytisch, Ordnen wir jedem xsB das einzige ysEi mit {x, y)eA zu, 
so entsteht eine Funktion g auf B, die nach 43*2*1 eine Bairesche Funktion 
auf B ist. Nach 85«S*4 gibt es eine Bairesche Funktion / auf E, so daB 
B 1/ = g; dann ist [B l/(:6) = = il. 

Ist A eine beziiglich E eindeutige komplementar-analytische Menge in 
ExEj, so gilt ein analoger Satz nicht: Sei E ein separabler Youngscher 
Raum, dessen insichdichter Kem ist; dann gibt es nach 40*9*2 eine 
analytische Menge B in E, die keine Borelsche Menge ist; nach 42*6*3 gibt 
es eine Borelsche Menge C? in B x , so daB B die Projektion von 
in den Raum B, Die Menge ist eindeutig beziiglich B und nach 42*B-2 
komplementar-analytisch in B X Bj . Gabe es nun eine Bairesche Funktion/ 
in B, so daB [B l/(:r) — ^] = 0^**^ so wire nach 8o«9*3 [/(i) = eine 
Borelsche, also auch eine analytische Menge in B X B^; und da nach 40*7.2 
B X Bjl analytisch in Ex Ex ist, ware auch Gi”! = (B X Bj) . [/ (£) = ana- 
lytisch in E X Ex, also nach 42.1*81 auch eine Borelsche Menge in B X B^, 
und da nach 20*2*71 Ex Ex eine Youngsche, also absolut Borelsche 
Menge, ware nach 33*5*2 auch eine absolut Borelsche Menge; 
also ware nach 42*4*5 B eine Borelsche Menge in E, entgegen der An- 
nahzne. 

Sind B und G Mengen in B XB^ , so bezeichnen wir als den unter 0 
gelegenen Teil von B, in Zeichen: BuC , die Menge aller Punkte 
{x, y) s B, zu denen ^ einen Punkt (a/, y^sC mit x' ^ x, y'>y gibt^ 
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43*24* Ist E separabel und voUdandig, sind B und C analytiache 
{bzw, Borelsche) Mengen in ExBj^ und ist C eindeutig bezuglich E, ao id 
BuC eine analytiache (bzw. Borelache) Mange, in ExRi» 

Sei C' die Projektion von C in den Baum E\ nach 40*^11 (bzw. 42*4*5) 
ist C' eine analytiscbe (bzw. Borelscbe) Menge in E\ also ist nach 40* 7*2 
(bzw. 33*7*2) C'xBi eine analytiscbe (bzw. Boreische) Menge in ExBi* 
Nach 43*2*8 gibt es eine Bairesche Funktion / in E, so dafi [C' lf{d)== 

— C; nach 85*9*2 ist lf(d) > eine Boreische Menge in ExBi* J>n BuC 
= B . (C'xBi ) . \f{d) > ^], folgt die Behauptung. 

3. Implizite Fnnktionen* Wir setzen B^^B^xBi, allgemein fiir 
n ^ 1: = B^xBii dann haben die Punkte des Baumes die Ge- 
stalt (^1 , ^2 ^ » t/n) “ii' yi a .Bj (» = 1, 2, . . . , n). Sei nun ein metrischer 

Baum ; wir betrachten den Baum ExB^; seine Punkte haben die Gestalt 
{^>yi»y 2 > * • y«> are y,a (» = l, 2, • . . , n). 

Seien fj (x, yj , y^, . ^ , y«) (y = 1, 2, — , m) Bairesche Funktionen auf 
ExBn- betrachten das System der m Gleichungen: 

(3) /j (*. yi . y* . • • - . Vn) = 0 (i = 1, 2, . . . , . 

Setzen wir / = l/i 1 + I/a | + * • - + j/n K ®o nach 85*1*8 und 89*6*1 
auch / eine Bairesche Funktion auf E X Bn » System (3) ist vdllig 
aquivalent der einen Gleichung: 

(S‘i) yi* yts y«) = o. 

Wir beschranken also die Allgemeinheit in keiner Weise, wenn wir statt 
des Gleichungssystems (3) eine einzige Gleichung (3*1) betrachten. 

4$-3*l* lat f eine Bairesche Funiticn auf E X Bn > ao iat die Mange M 
aUer der QUichung (3*1) genugenden Punkte ven Ex Bn eine Borelache Menge 
in ExBn* 

Setzen wir (x^y^, ya* * * *^ so ^ die Menge alkr ueExBn 

mit /(«) 0; d^ Behauptung folgt also aus 85*2*81. 

Wir sagen: im Punkte a;* si? ist y^ durch die Gleichung (3*1) eindeutig 
definiert, wenn es mindestens einen dieser Gleichung gentigenden Punkt 
(**» yi> Pt* wenn fur je zwei dieser Gleichung 

genllgHde Pnnkte (**, yi , Sg , . . . , (**. y", y") yj = yj' . 

Sei Cj die Mex^ alkr xeE, in denen y^ durch (3*1) emd^x^g definkrt 
kt; ist mdnen wir jeikm xeCf den durch (3*1) definierten 
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Wert von zu, so cntsteht eine Funktion {x) auf , die wir die durch 
(3*1) definierte implizite Funktion yj(x) nennen; die Menge 
heiBt dann der Bereich der impliziten Funktion yy (a;). 

43 * 3 * 2 . Iff E separabd und volUtandig, urid iat f eine Baireache Funktion 
auf E Xli„, so iat der Bereich Cj der durch (3-1) definierten imjdiziten Funk- 
tion yy (x) Different tweier analytiacher Mengen in E. 

Sei M die Menge aller der Gleickung (3-1) genugenden Punkte 
Vif Vt » • • • * Vn) ^ ^ XEn und if' die Projektion von M in den Raum 
Ex Ml der Punkte {x, yy) ; nach 48-3*l ist M eine Borelsche Menge In Ex Bn 
^{ExRi)X Bn -- 1 > separable absolut analytische Menge ; also ist nach 

40*^1 M' eine separable absolut analytische Menge ^ExRi', bezeichnen 
wir noch mit if" die Projektion von if' in den Raum E, so ist also auch if" 
absolut analytische Nach 41-4-7 ist nun die Menge N alter x e if", die bei 
der Projektion von if' in den Raum E mindestens zwei Urbilder in if' 
haben, absolut analytisch. Da offenbar Gy — if" — N, ist die Behauptung 
bewiesen. 

Wirsa^n: yy ist durch (3d)durchweg eindeutig definiert, wenn y,- 
fiir jedes x*sE, zu dem es uberhaupt einen der Gleichung (3*1) genugenden 
Punkt («♦, yj , y 2 , - . . , y„) e ^ X gibt, eindeutig definiert ist. 

43 * 3 * 3 « Iat E aeparabel und voilsidndig, iat f eine Baireache Funktion auf 
Ex Bn, und i^ yy durch die Gleichung (3*1) durchweg eindeviig definiert, 
ao id der Bereich Oj der durch (3*1) definierten impliziten Funktion yy {«) eine 
ancdytiache Menge in E, und yi (ar) iat eine Baireache Funktion auf Gy . 

Ist M die Menge aller der Gleichung (3*1) geniigenden Punkte von 
ExB^,6Q ist Gy die Projektion von M in den Raum da if nach 48-8-1 
eine Borelsche Menge in ExB^, also eine separable, absolut analytische 
Menge ist, so ist Gy nach 40^1 eine separable, absolut analytische Menge. 
•— Die die Funktion y. (x) darsteilende Menge [yy (d) = ist offenbar 
die Projektion von if in den Raum ExB^ der Punkte {x, y ^) ; sie ist also 
nach 48*6*1 eine absolut analytische Menge, also auch eine analytische 
Menge in Gy X > mithin ist y^ (a;) nach 48-2-1 eine Bairesche Funktion auf Gy. 

4S«3*4. Id E atparabd und voBdandig, iat f eine Baireache Funktion auf 

X jR» , und gM ea zu jedem xeE hckhatena einen der Gleichung (3*1) ge- 
nUgenden Punkt (x, y^, y^, . yJsExBj,, ao iat der Bereich € der n 
durch (3*1) definierten impliziten FunJdtonen yy (a?) (i = 1, 2, . . . , n) eine 
Borelache Menge inM, und jede dieser FunMionen iat eine Baireache FutikHcm 
auf G, 
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Sei M die Menge aller der Gleichung (3'1) genugenden Punkte von 
und if' die Projektion von M in den Raum E; fiir den Bereich von [x) 
gilt dann: = if' (j = 1, 2, . . . , n). Da nach 48-8-1 M eine Borelroke 
Menge in ExB^, also eine separable^ absolut Boielsche Menge, und da 
es zvL jedem a; e if' genau em {x, y^, y^, . , . , y „) e M gibt, ist aber if' 
nach 42-4*5 eine Borelsche Menge in — Da3 die y^ (z) Bairesche Funk- 
tionen auf C == if' sind, ist in 48*8«8 enthalten. 

Literatur: H. Lebesgue, Joum. de math. (6) I (1905) S. 192. N. Lusin, 
Le 9 , 8. 1. enBembles analytiques S. 222. P. Novikoff, Fund. math. 17 (1931) S. 8. 

§ M. liUsMsclie Siebe. 

1. AbzShlbare Siebe* Seien E und K beliebige Mengen, und Wt ein 
System von Teilen der Menge E; jedem heK sei eine Menge 
zugeordnet. Wir bezeichnen das System^} Sailer (ib s Z) als Lusinsches 
Sieb in •wenn jeder Menge if* {hsK) eine reelle Zahl y (if*) zugeordnet 
ist, und zwar so, daU fur ib 4= i' auch y (if*) #= y (if*') ist; die Zahl 
y (if*) nennen wir die Hdhe von if*. Ist K abzahlbar, so nennen wir 
S ein abzahlbares Sieb. Ist das System der Mengen if* von S bei 
Ordnung nach wachsender Hdhe wohlgeordnet, so heifit das Sieb S wohl- 
geordnet. 

Die Menge aller ze Z, die einer Mengenfolge ((if***)) aus S mit abnehmen- 
den Hdhen (y (if*»+i) < y (if*»)) angehdren, bezeichnen wir als die durch 
das Sieb S erzeugte Menge; w^en 7*1*4 kann das auch so ausge- 
sprochen werden: damit ein Punkt xsE za der durch S erzeugten Menge 
gehdre, ist notwendig und hinreichend, daB die Menge ailer if*e S mit 
a?fiif* (bei Ordnung nach wachsender Hdhe) nicht wohlgeordnet sei. 
Ist das Sieb & wohlgeordnet, so ist also die durch B erzeugte Menge = A. 

Zwei Siebe heifien Equivalent, wmin sie dieselbe Menge erzeugen. 
Entsteht das Sieb £' aus 2 durch W^^lassen eines (bei Ordnung nach 
wachsender H^ie) wcdilgeordneten Teilsystemes, so sind 2 and 2' Equi- 
valent. 

Das Sieb heiBt regulEr, wenn es in ihm keine Menge kkinstor 

Hdhe gibt, oder — was dasselbe heiEt — wenn es zu jeder Menge if**£ 2 
unendli<^ viele if*e 2 mit y (if*) < y (if**) gibt. 

41*14« Zu jedem meld weMyeordneteu Siebe 2 gild es ein aquivaUnies 
regtddres Sieb 2'. 

Zwei za vezsehiedmsen h gehdd^ if* gelt^ iza folgesden als 

vmddeden, aueh wenn sie aus denselben Eimnenten bestehen. 
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Sei S, dae System aller 2 mit y (if*) 1st 2 nicht regular, so 
gibt es Zahlen z, ffir die 2z Ordnuxig nach wachsender Hdhe) woiil* 
geordnet ist; sei das Supremum dieser 2 ; da 2 uiclit woblgeordnet, ist 
2^ < 4 - 00; offenbar ist 2 *^ woblgeordnet, also sind 2 ' = 2 — 2 *^ und 2 
iquivalent und es ist 2 ' 3 ^ dann gibt es unendlich viele 

if* £ 2 ' mit y (if*) < y (if*'); denn gabe es nur endlicb viele, so ware 
das Sj^tem aller if* £ 2 mit y (if*) ^ y (if*') wohlgeordnet, was wegen 
y (if*') > 2 e unm^licb ist; also ist 2 ' regular. 

Jede dutch ein ahzdhlbares regulates 8ieb 2 3)1 erzeugte Menge 

isi eifte analyiische Menge uber Wl- 

Wir konstruieren aus 2 ein Suslinsobes Schema 0 in folgender Weise. Die 
Mengen if„^ erster Stufe von 0 sekn die samtlichen abzahlbar vielen Mengen 
if* (he K) von 2; die Nachfolger if^^n, der Menge if„^ erster Stufe seien die 
sfimtlicben Mengen von 2, deren H5hen <^(if^^) sind; die Nachfolger 
^ Menge zweiter Stufe if«,«, seien die s&mtlichen Mengen von 2, 
deren Hohen < y (M^^^ sind usf. Dann ist offenbar die durch das Sieb 2 
erzeugte Menge identi^ mit dem Kerne A (0) des Suslmschen Schemas 0. 

Hkrvon gilt fdgende Umkehrung: 

44*1«S* Ist 91 ein Iting, so tcird jede analytische Menge A uber 3)^ erzeugt 
dutch ein abzdhlbares regulates Sieb in 3K, 

Nach 46*3l*2 gibt es ein moxK)toz^ Suslinsches Schema 0 in 3)1, be- 
stehend aus den Mengen . so daB 4 ^ <®). Sei , y,J 

(% = 1, 2, . . .) eme Fudge disjunkter Intervalle des JS^ mit y.^ < y.^.i; sei 
. y*, 2, . . .) eine F«dge disjunkter ^iteirdle aus [y'^ , y, J 

“ity^^<y^^^i; sei y^^ J(% = 1.2,...)^ Folge disjunkter 

aus mit yi,.,,*,+i iwf. Setzen -wir 

= » 80 'vrird aus dem Suslhischen Schema 0 ein 

regulSres abzfihlbares Sieb 2. Sei die durch das Sieb 2 erzeugte Menge; 

wir zeigen, da0 jf. — Sei a £ ^ ; daim gibt es eine Indizesfblge ((9^))» 

so daB as da 

< ist auchae Sm umgekehrt a £ ^^; dann gibt es in 2 

eine Mengenfolge (( Jf^)} mit abnehmenden Bdhen y (M^), so daB a sM^ 
ffir alle y; jede Menge M' ist eine dar Mengen sie habe 

dielndizes n^, nl , . , wegen yiM'^+iX y{Ml) ist ^ fast aHe 
n][ baben ska denselbmi W#rt ebenso haben fast aOe n^ denselben 
Wert 14 usf,; da 6 matsobcm, kt dann asM^m, as usf.; es kt also 
asM^^ fdr aSe k, d. h. es kt ae Ji. 

Diteratar: K. Dasia, Fuad. math. 10(1937) 8. 1. W. Sierpiilaki, l^aad. iaa^« 
11 (1923) 8. 10, 0* Karatowaki a. S, SspUraja, Fmid. math, 19 (im> 8. 160. 



§ 44. Lusinsche Siebe. 


393 


2. Anal3iiselie Siebe. Sei nun insbesondeie E ein metriscber Baum, 
B eine beliebige Punktmenge in ExE^; die samtlichen Schicbten 
(y s Bi) von B bilden, wenn y als die Hdhe von betrachtet wird, 
ein Lusinsches Sieb £ (B), das wir als das durcb die Menge B gelieferte 
Sieb bezeichnen. Die durch das Sieb £ (jB) erzengte Ponktmenge A^E 
heiSt die durch B gesiebte Menge; sie besteht aus alien xsE, zudenen 
es in B eine Folge von Punkten (x, y^) mit yj > y* > . . . > y„ > ... 
gibt. 1st B^B' und A die dutch B gesiebte, A' die durch gesiebte 
Menge, so ist ^.<4^. 

Ist B eine analytische, bzw. Borelsche, bzw. abgeschlossene Menge in 
ExBi, so nennen wir das Sieb fi(B) ein analytisches , bzw. Borel- 
sches, bzw. abgeschlossenes Sieb in E. 

44*2*1* let E aeparabd uvd vcUstdndig, so Ut die durch ein amlyUschea 
Sieb £(B) in E erzeugte Menge A analytiach in E, 

Da B X Bj separabel und vollstandig, gibt es nach 40*a*4 eine eindeutige 
stetige Abbildung Q des B^ auf ExBi. Nach $3*8«1 gibt es eine Folge ein- 
deutiger stetiger Abbildungen des B^ auf sich selbst, so daB zu jeder 
Punktfolge ((^)) des B 0 ein f a mit P^ {t) = (n 1, 2, . . .) gebort; wir 
setzen Qn = Bn\Ql <htnn ist auch eine eindeutige stetige Abbildung des 
Bo auf BxBj. Sei (a:„(f), y„(t)) {x^{t)eE, y,(«)aBi) der BildpunktC»(<) 
von ^ a Bo ; wegen der Steti^keit von ist fOr je zwei Indizes n, n' die Menge 
aller teB^ mit x^if) ^ abgeschlossen; also ist auch die Menge F 

slier t mit x^(t) ^ x^{t) x^{t) ^ abgeschlossen im B^; w^n 

der Stetigkeit von ist femer die Menge aller i mit y^ {t) < y^,(t) offen 
im Bq; also ist die Menge G aller t mit y^ {t) > ys (f) >. * •> y» (<)>-• • 
ein im Bo- Wir setzen nun 0 ^ F ,G . D {B); da (B) nach 

40*5*1 analytisch im B^, ist also auch C anal 3 ?tisch im B^. Fur alle teO 
ist (f) =: iEj (f) =...== (<)=.. .; hkiduich ist jedem f a O ein Punkt 

X {t) (s= Xi{i) ^ x^it) ^ • .) von E zugeordnet; die so definierte Abbildung 
0* von C ist eindeutig und w^n der Stetigkeit der stetig. Wir zeigen, 
daB A {(7). Sei te C; we^n € (B) ist dann (t ) a B, d. h. 

(»(<)» yn(f))eB, und wegen (7g<?ist yi(f)>y,(f)> - ->y»(Q> 
somit ist x{t)eA; damit ist gezeigt, daB Q* (O)^ A. Sei nun um- 
gek^irt xsA; dann gibt es in B eine Fdge von Punkten = {x, y^) 
(»= 1, 2, . . .} mit yi> y^> . ..> y„> sd nach Defi- 

niticm der P^ gibt es ein f a B^ , so daB fur alk n; dann ist {t) 

= 5^; mhhin ist te DQ~^(B)i wegen (i) = ar, y* {<) = ist femer 

Zi(e) = a:i(f) = ...==:a?„ («) = ... und yi (0 > y* W > - • • yii(f)> • • • * 
also ist teF.G; somit ist teC; und ^ Xj^(t) ^ ^ x^ (Q 
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= ... = « ist a; (Q == jc, d. h. xaQ*{€); damit ist gezeigt, daB auch 
A ^Q*(C), Also ist A = Q*(€), w, z. b. w. — Da Q* eindeutig und 
stetig und € analytisch im also separabel und absolut analytisch, ist 
nacb 40*6*5 aucb A absolut anal 3 ^isch. 

Die Umkehrung von 44*2*1 ist in den Satzen 44*8*1, 44*8*11 entbalten. 

Literatur: N. Lusin, Leg. s. 1. ensembles analytiques S. 180, 

3. SpezieQe Borelsche Siebe. Ist S {B) ein Borelsches Sieb in E, 
und ist jede Schicht (xeE) von B abz&hlbar, so nennen wir S(J5) 
ein spezielles Borelsches Sieb in E, 

44«3*1* Jede arudyiische Menge A des metriachen Baumea E wird erzevgt 
dutch ein afezidlea Bordachea Sieb in E, 

Sei © ein monotones, aus in E al^eschlossenen Mengen 
bestehendes Suslinsches Schema mit A (@) — A. Ordnen wir der Menge 
^ beim Beweise von 44*1*8 die Zahl zu und ist 

^ Menge aller («, y) fi -E X mit a: e n. . . . » 3^ == n, . . . » 

so ist abgeschlossen in ExBi; die Summe B aller 

(jb = 1, 2, . . ; , njb — 1, 2, . . .) ist also ein in X Bx; scmit 

ist S (B) ein spezielles Borelsches Sieb in E, und die durch S (B) erzeugte 
Menge ist, wie beim Beweise von 44*1*8 gezeigt, die Menge A. 

44*S*11* Jede analgtiache Menge A dea metriachen Baumea E wird er- 
zeufi durch ein abgeaehloaaenea Sieb in E. 

Sei JB die im Beweise von 44*8*1 definierte Menge, ihre abge- 
schlossene HuUe, und A* die durch £(B^) erzeugte Menge; wir werden 
zeig^, daB A = A'* Da A die durch S (B) erzeugte Menge und B g B^, 
ist AQA^; es ist also nur mehr zu zeigen, daB A' ^A, d. h. wir haben 

zu zeigen: ist (x, y,) (v=: 1, 2, ) eine Folge von Punkten aus B® mit 

yi>yj> ... >y^> so ist a?sA. Da(a?, y^sB® gibt es in B eine 
Polge von Punkten (a?', y') (r = 1,2, . . .), sodaB yi>y' > , . . > y' > . . . 
und x'-^^x, Jeder Punkt (x^, y') gehort zu einer der Mengen •••»*> 
sie habe die Indizes nx,n^, . . . , wegen y, ist auch ^ nj, 
fast alia haben also denselben Wert 94 ; ebenso haben fast alle den- 
selben Wert 14 ^ Suslinsche Schema der Mengen • »i; 

monoton war, »t also x^aM^* fur fast alle r, fhr fast alle v usf. 

Da die Mengen abgeschlossen und xl-*x, ist also xeM^, 

uaf. ; es ist also xaM^*M ^*^ . . . d. h. es ist 

xaAt w. z. b. w. 
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Sei B irgendeine Menge g Ex und A die durch das Sieb S (B) er- 
zeugte Menge. 1st dann xs E — A, so gibt es in der Schicht B^p von B 
keine Punktfolge (x, y^) (n = 1, 2, . . .) mit i/j > y 2 > . . . > > . . .; 

d. h. die Menge B^^^ ist, nach wachsenden y geordnet, wohlgeordnet; 
ihre Ordinalzahl bezeichnen wir mit wegen BS^^ S ist nach 8^4*8 

< <Wx . — Sei nun M QE A\ gibt es ein f ♦ < o>i , so daB f ^ ^ f * 
fur alle xeM, so heiBt die Menge B (das Sieb 2 {B)) limitiert auf Jf. 
Eine auf E — A limitierte Menge B (ein bmI E-- A limitiertes Sieb 2 (B)) 
heiBe limitiert. 

Wir bezeichnen im folgenden mit die Menge aller Funkte 

((n,)) des R^ , deren erste h Stellen die Werte Ttj , 7i2 , . . . , % haben. Ferner 
bezeichnen wir, wenn QE, B^ExRi, alsdensich nach A projizie- 
renden Teil von B, in Zeichen Bp A, die Menge aller (x, y)eB, fur die 
xeA, Ist A eine Borelsche Menge in E und B eine Borelsche Menge in 
ExRi, so ist auch Bp A eine Borelsche Menge in E xEj , denn nach 
83-7-2 ist .4 X jRi eine Borelsche Menge in X i?i , und BpA^B,{Ax i?i). 

44«3«2. 1st E mparabel und vollstdndig, 2 (B) ein spezielles Borelschea 
Sieb in E und A die dutch 2 (B) erzeugte Menge, so ist 2 (B) limitiert auf 
jeder zu A fremden analytischen Menge M in E. 

Wir nehmen an, 2 (B) sei nicht limitiert auf M, und leiten daraus einen 
Widerspruch her. Nach 42«5*4 ist B = 5 B, , wo die B, beziiglich E ein- 

V 

deutige Borelsche Mengen in B X Bj bedeuten ; ist dann Bu B^ der unter B^ 
liegende Teil von B (§ 43, 2), so gibt es, da B nicht limitiert auf M, nach 
8*4-l einen Index Vj , so daB auch BuB^^ nicht limitiert auf M\ dann 
ist B^^ unabzahlbar. Nach 40**>*4 gibt es eine eindeutige stetige Abbildung 
P des Bq auf M, und nach 42«8*2 gibt es eine schlichte stetige Abbildung 
Pj des Rq auf eine Menge BS^^ Q B^^ , so daB B^^ — B^^^ abzahlbar; dann 
ist auch BuBf^^ nicht limitiert auf M; und da M =:F(Rq) = S P(In )9 
J5<») = P,(J2,)=SP,(7,;), «dso: 

(£ « JS<‘>) p Jf = 5 (5 a P, (/„/)) p P (/,,), 

gibt es zwei Indizes n^, so daB BuPi (J^j) nicht limitiert auf P (In)* 
Da nach 42*8*8 Pj (/„j) eine Borelsche Menge, ist nach 43*2*4 auch 
BuP^ (In) eine Borelsche Menge in B X Bj . Nach 42*5«4 ist BuP^ (/„j) 
=: S Bf)^ , wo die bezf^lich E eindeutige Borelsche Mengen bedeuten; 

V 

da BuP^ (In) nicht limitiert auf P(/a^) ist, gibt es einen Index so daB 
auch B u nicht limitiert auf P (In) ist. Nach 42*S*2 gibt es eine 
schlichte stetige Abbildung P 2 des Bo auf eine Menge B^‘^ £ so daB 
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J5(i) _ J 5 < 2 ) abz&blbar; daim ist ^Bu iind es ist auch B u 

•'i 

nicht limitiert auf P(J„.); wegen: 


PH,) = SP(/,. J, £<*> = P. w = S P,(V,«) 

ft* *" t 


ist: 


(Bu P<*>) p P (J,,) = S JBuPt (/.»„")) PP(A.».) : 

Wf I Hx > Wf 

w^n P, ( J,« ,«) £ Q P tt Pj {/,') ist auch : 

Bu P* {/.» .«) g P« Pi (/«;) (= S P« Pi 

also: 

p « P, (/< = S (P« Pi(/«'..';. Bu P, 

At 

mithui: 

{B u p P (!„' j^^)*Bu Pj p P (7,1^ , 


*•* ***» **x » ♦*» 


tind da nicht limitiert auf P(7«^), gibt es Ihdizes n^, n{', 

*4's so dafi PttPi(J„j^j).PtfrP2(7nj'n'/) limitiert auf P(7«^n,)- In- 
dem wir so waiter schlieSen, erhalten wir eine Folge schlichter stetiger 


Ahbildungen Pj , Pj , , 


i » 


des Bq auf Mengen B^^^ ^ B, die 


beziiglich B eindeutig sind, und fur die gilt, sowie 

Indizesfolgen ((a*)), ((»i))> » • • •> ((»*^))* . . so daU die Menge: 

BttPj (7,;.j . . . P2(J</ BuP^ (7„(*V*> . , . ^f)) 

nicht limitiert auf P (7,^11^ •*•»«*) ^ Punkt ((wt)) des Pq und ti 

der Punkt ((»^^)) des Po (i = 1, 2, ...) , femer re* der Punkt P{t^)eM 
der Punkt Pi(f 4 )cP<^. Da PitP* (7„(«),j<0 . . fur 
nicht limitiert auf P{7„^„^_ ^ht es sicker eine Folge von Punkten 
(«*, yu)ePi{hfnf^..nf) mit a:2eP(7,^,^,.,„^); w^n der Stetigkeit 
von P gilt dann orjb-^jc*; da auch SfJ) sP* (7,i<*l»5f>. ..n^) fur alle le, 
folgt aber aus der Stetigkeit von P^ auch x^^xl\ also ist x\^x* , also 
Pafi)«(«*, yD. Ba P<*^^>gP«P<^> und Pi(«i)sP<<>, . ist femer 
Vi- haben somit gefonden: ist 2(P) nicht limitiert auf M, 
so giht ee in P eine Punktfolge (a:*, y^) (» = 1, 2, . . .) » so daS x*€M, 
Vi+i < Vi- Bann aber wturde x* zu der durch 2 (P) erzeugten Menge 
J. gehdren, im Widerspruche zur Annahme M QB — A« 

Literatur: W. Sierpiiiski, Fund* math. 17 ( 1931 ), S. 77 . K. Lusin, Le^. 
8 . 1 . ensembles analytiqueB S. 183 . 

4. Die K<mstiiiaeiitei. Sei wieder P eine beBel^ Pn]d:tm6nge m 
BxBi und 2(P) das durch sie gehelerte Sieb. Wie in § 42, 6 bezekdmen 
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wir die Menge aller Minimalpunkte einer Menge M ^ExRi mit 
Wir definieren nun zu jeder Ordinalzahl f eine Menge durch: 

(4) ifo = 5: = S (£,)<->. 

Setzen wir noch = 0^ , so ist = Die Ptojektion 

von C| in den Baum E bezeichnen wir mit Cj . Offenbar ist B^ 2 » 

Oj 2^/ S < S' • Mengen sind eindeutig bezuglich JS?; ist a:s OJ 
und (ar, y)eCf, {x, y') e J5^/ (f < {'), so ist y<y'; insbesondere : ist 
x£Cl,{x,y)eC^, (a;, y') s (f < f'). so ist y < y' . 

Wir setzen noch: 

(T/ = D c: , 

wobei fur f = 0 zu setzen ist: D Cl = E; dann ist C! = Ct* , fur alie 

ti<s ^ 

44*4*1* 1st xsCy , so hat die Schkht B^^^ von B die Ckstalt: = 

+ {B^)f\ wo Wt, noch wachsenden y geordnet, eine wdkigeordneU Menge 
der Ordinalzahl f Ul. 

Ist a; s Cj* , so gibt es zu jedem rj C.^ genau einen Punkt (x, y^) e Cyj , 
wobei y^ < y^, fur rj <ri' «f); die hienge der Punkte y^ (??<?) 
ist also wohlgeordnet^ und hat nach 7»$«1 die Ordinalzahl Da B^ 
= 5 = S C,, ist + If^. 

I7<^ *7<$ 

44-4-2- Furi:^€o^ist€r^ ^A. 

Dies folgt aus 44-4*l und 8*4*3. 

Nun setzen wir: = (7^* — ^ . Wegen 44*4*2 ist jK^ = il fiir f IS: u>i . 

Die Mengen (( <a)i) heiBen die Konstituenten von E bezuglich 
des Siebes 2 (B). Das System der Konstituenten (f < <a{) ist disjunkt. 
444-3* Es ist E ^ S Kt» 

i<»i 

Denn w^en Cj* = ist = S (0^* — C^*i) + = S K^ + (T*^\ 

5<®i i<*oi 

die Behauptung folgt also aua 44*4«2. 

44-4-4* Ist A die dutch das 8ieb S {B) erzeugte Menge und xe so id, 
damit xe A sei, notwendig und himeichend, dafi (B^ff 3 A set, 
Notwendig: Ist {B^)f^ = yl, so ist nach 44^1 wohlgeoidnet, also 
xeE — A, Hinreichend: Wegen a;s jK!‘^(=s Cj* — ^+i) “i* 
d. h. xr^eCl; es ist also d. h. = -d; ist al«) 

(B^)f^ 3 so gibt es in kein kleinstes y, somit ist B^^^ nicht 

wohlgeoidnet, also a; e 4. 

4 4 - 4 -4 1 * Id A die dutch das Sieb S (JB) erzeugte Menge, so ist — A die 
Menge aller xsE, fur die die Schkht bei Ordnung nach wachsenden y 
wMgeordnet von der Ordincdzdbl S id* 

I^es fc^ unmittelbar aus 44*4^ imd 44*4«1. 
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44*4*5* E separabel und vollstdndig und ist 2 (B) ein spezidles Bord~ 
dchea Sieb in E, so ist B^ (f < eine Borelsche Menge in E 

Dies foigt wegen 49*^21 aus der Definition (4) der Mengen B^ durch 
transfinite Induktion. 

44*4*51* Ist E separabel und vollstdndig und ist 2 (B) ein spezieUes BoreU 
aches Sieb in E, so ist jede Konstituente {£ < ooi) eine Borelsche Menge 
in E. 

Wegen 44*4*e und 42*6*21 sind die Mengen C| == Borelsche 

Mengen in Ex Bi* Da eindeutig beziiglich E, ist nach 42*4*5 auch die 
Projektion Oj von in den Baum E eine Borelsche Menge in E, also auch 
D also auch 

fi<i 

44*4*6* 1st E separabel und vollstdndig, ist 2 (B) ein spezidles Bordsches 
Sieb in E, ist A die durch S (B) erzeugte Menge und M eine zu A fremde 
analyiiscke Menge in E, so gibt es ein f * < Oj , so dafi MK^ = A fur f f *. 

Dies foigt aus 44*8*2 und 44*4*41, 

44*4*7* 1st E separabel und vollstdndig und ist 2 (B) ein spezidles Bord- 
aches Sieb in E, so ist, damit die durch 2 (B) erzeugte Menge A eine Borelsche 
Menge in E sei, naitcendig und hinreichend, dap S {B) limiUert sei. 

Xotwendig: Ist A eine Borelsche Menge in E, so auch E — ^ ; die Be- 
hauptung ist also enthalten in 44*8*2. Hinreichend: 1st S {B) limitiert^ 
so gibt es wegen 44*4*41 ein f ♦ < <e^ , so daB — ^=5.4 fur f>f*; 
dann ist nach 44*4*8 E — ^ = S iKt — A). Bezeichnen wir mit Bl 

die Ptojektion von B^ in den Baum E, so ist nach 44*4*4: — A = 

Kf — B], Nach 44*4*51 ist eine Borelsche Menge in E; nach 44*4*5 
und 42*4*5 ist Bj eine Borelsche Menge in E, also auch — A, also auch 
E — Af also auch A, 

Iiiteratur: N. Lusia, Le 9 . s. I. ensembles analytiqnes S. 187. N. Lusin u. W. 
Sierpihski, Journ. de math. (9) 2 (1923) S. 53. 



li[Mliti%e and Ei^finzongen. 

Am Schlnsse von § 25, 4 (S. 181} ist einzufugen: 

254*2. Ist / eine Furiktwn auf der sepamblen Menge A, so gibt es nur 
abzdMbar vide Funhtionswerte van f, die Maxima {bzw. Minima) sind. 

Sei Hj, Hn, . . . ein abzahlbares ausgezeichnetes System in A 

offener Mengen (§ 13, 1). Ist y ein Maximum von /, so gibt es ein ae A 
nnd eine Umgebung U^, so daB f(a) =s y und f(x) ^ y far alle xe A ; 
also gibt es anch einen Index so daB und f(x)^y fur alle 

ist auch z ein Maximum von /, so gibt es ebenso ein a's A und 
einen Index n^, so daB f(a')^z, sH^^, f{x) fur alle xsE^^. Ist 

z^y, so ist offenbar d. h. verschiedenen Maxima von / sind 

verschiedene Indizes n zngeordnet; also gibt es nur abzahlbare viele 
Maxima von /. 

Literatur: W. Sierpiilski, C. R, Vars- 1912, S. 236; Prace mat.-fis. 27 
<1916) S. 17. 

Zu § 30, 2 (S. 234): Satz 80*2*1 bat zu lauten: 

39 * 2 * 1 . Ist Ae2f(©), so ist @(0) (©)«,; ist A£2f(@), so ist 

@(<5)95(6)^. Ist so ist 3(6) isthe^i^), so 

Zu § 30, 2 (S. 236): In 80*2*8 und 80*2*81 ist die Voraussetzung Bs^ 
binzuzufiigen. 

Zu § 31. Die in der lateiatur zu § 31 angefdbrte Abhandlung von 
SierpiAski ennoglicbt es, einige Satze dieses Paragraphen einfacher 
und systematischer zu beweisen. 

Man kaon § 31, 5 (Das Mengensystem Ttl) und § 31,6 (Das Mengen- 
system 2]I2*) unmittelbar an § 31, 1 soblieBen, indem man den Beweis von 
81*6*1 durcb den folgenden ersetzt; 

Aus 8*7*4 folgt SSDUi SR*. Bteibt zu zejgen SK* SW* £ 9K*, 
d. b.: ist AeWlgSPs so ist auch AeWt*. Sei also Ae2Rs9l‘; daon kt 
A~DBl=:SO^mitBieSB^Ci«3)l^;ble^ni8twmte^B<===SJB^t,C^==JpC^Jt 
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mit C^eai, und nach S4*2 kaon angenommen werden: 

S Bft. Wir nefcsen: = P^, 

+ P,,+ ... +P,,. Dam iat C.cSK. « geniigt also, zu zeigen: 
^ssUmQ,, d. h.: ist as A, so ist auch aeQ, fOr fast alle n, 

n 

imd iat so ist auoh a^eQ^ fSr fast alle ». — Sei also as A; 

dann gibt es ein %*, so dafi aeCfai dann ist auch asC^mj^ fur alle 
k ; femer ist as fUr alle $ ; su jedem t gibt es also eiu so daB a s 
fiir k^k^; setsBen wir jfe* ==inax (hj, h,, . . so ist also asB^j, fur 
♦♦ und k'^h^i also ist acP^** ffur k^k*, also auch aeQ^ 
fiir a ^ Sel sodaun dann gibt es ein i*, so daB 

a^sBi ^ ; dann ist auch a^sB^^^ fur alle &, also auch a^sF^j^ fur f ^ t* 
und a& k; femes ist a^^eCi fiir idle i; zu jedem t gibt es also ein 
so daB fur k^h; setzen wir l;*»max(hi,h,, . . so ist 

also » = 1, 2, und h^h*; also ist a'^eP^j^ fiir 

*«= 1,2, . . i* und 1? und da, wie schon gezeigt: fiir 

i t* und alle k, ist a^sQ^ fur n'^k^^ 

Zn Beginn rtm § 31, 2 fBge man die Definition ein: Das Funktionen- 
sp^'stem @ auf B heiBe (abweiohend Ton der in der Algebra iibliohen 
l^etminok)^} ein Ring, man aas/^sS und/^e® folgt: max (/i, /{)£€, 
joinlfg , Dam gilt: 

tl«24« Isi @ em Pftng, so auck & und @x- 

In dm S&tasen 21*2-2, Sl-2-21, 81-24 und in Formal (2) S« 242 kann 
die Vorauasetzung, € sei autaak, ersetst werden durch die Voraussetzung, 
€ sei m Bing. 

Auf S. 244 fil^ man dan Sats eM: 

$14-t. M 6 ein Sinnf, so amek 

In dm S&tcen tl-2-ft, Sl-Ml Imnn die Voraussetzung, @ sei autark, 
ersetst werden dmeh die Voraussetzung, @ sei ein Bing. Naoh Satz 
S844I1 fuge man em: 

Wir bez^huen ein Fonktion^UEyBtw fur daa ®][ @ ist^ ab ein 

/<- System. Dann gilt: 

S1*S*S2» IH Q ^ Bing, so ud&l das MesnsU fs-Sgskm uber 

Nach 21*M1 ist ^ /i-Syston. Set £ ein ^-System ubor @, d. h. 
6g2=«£j; aus 6^1 foigt SjgSj, also ©igs. 

Auf S. 246 fSge man den Sats ein: 

S144* Isi 6 em Bing, so mub €*. 

Die SBtse tl*4-2, il»4-4 sind su ersetzen duroh: 

314*2. Ist @ ein Singt so ist 
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Ber Beweis, daB g @2 , bleibt msgeSnderfc. Es ist noch zu zeigezi, 

daS d.h.: isfc/eSj®*, so ist auch /« ©*. Seialso/€ 82^^5 

«kimi8t/ = lim/; = Mm/;'. wo/;8©»,/"e^ 

hierin ist -weiter = mit 

Wir setzen; min (/,'*, .. /, = max (jri,, 
?8«> •• •> ?*»)• ist/,e®, es genugt also, zu zeigen: f = Umf„, 

n 

d. h.: ist u <f(x), so ist anch u<f^{x) ffir fast alle «, nnd ist u^fix), 
so ist auoh u>f^{z) fur fast alle ». — Sei also u <f(x ) ; daun ist auoh 
u<fi(x) fiir fast alle i; sei etwa a</^i(z); dazm ist auch t(><f^tjk(x) 
fur alle h; femer ist u<fi{x) fiir alle i; zu jedem i gibt es also ein 
ki, so daB w</ijfc(x) fur k^kii setzen wir ifc* =max (ij, Ic^, . , 1;^*), 
so ist also fur *= 1 , 2 ,..., ** nnd k^k*; also ist 

ti<g^jg{z) fur k:^k^, also auch «</„(z) fur » ^ max (*♦, ib*). Sei 
sodann u >f(z); dann gibt es ein **, so daB u >f^*(x); dann ist auch 
u >fimji{x) fur alle k, also auch u > g^iz) fur * und alle k; femer 
ist ii >f^'(x) fur alle i ; zu jedem i gibt es also ein ki, so daB u >fi'i(x) 
fiir k^kii setzen wir k* = max (ifej* ifeg? • - ^i*) > ^ w 

fur * = 1 , 2, . . . , *♦ und k'^k*; also ist w > gii.{x) fur * = 1 , 2 , . . . , *♦ 
und k'^h*; und da, wie schon gezeigt: u > g^j^(x) fur * ^ *♦ und alle k, 
ist n >f^{x) fur w :> ifc* . 

In den Satzen 81*4*41, 81*4*5 kann nun die Vcxraussetzung, % sei autark 
und additir, ersetzt werden durch die Voraussetzung, 3; sei ein Ring. 
Der Beweis von 81*4*5 ist zu ersetzen durch: 

Nach 81*8*0 ist ein Ring, also nach 81*4*2: (5^)* = (Xjlg . . 

Hierin ist (3:1)2 = ((^l)^)i ; nach 81*8*8 ist (3:];)^ = 3:’, also (ij)^ = = 3:2 J 

ebenso ist (31)* = 3?. Also ist nach 81.4*8: , 

Sodann fuge man ein: 

31-4-51. Ist © ein Ring, so ist (©♦)' = ©*, = ©g . 

Da nach 81*4*2 ©*£@ 2 ^ ^ (©*)^£(0^)^; da hierin @* = {©i)^ urd 
© 3 ^ nach 81*2*0 ein Ring, ist nach 81*2*21: (©*)^ = ©*, also (©*)^S©*. 
Da a^ch umgekehrt ©*=:(©j)' g(©*)^. 

31*4*52. Isi © ein Ring, so ist ^*-ein System. 

Denn nach 81*4*51 ist (©♦)1 = © 2 ®*> 81*4*2 (©♦)1 = ©*. 

In 81*4*0 kann die Voraussetzung, 3 sei autark, ersetzt werden durch 
die Voraussetzung, 3 sei ein Ring. 

Zu § 32, 2 (S. 252, 253); In Sa^ 82*2*1 kaim die Voraussetzung, © sei 
autarky ersetzt werden durch die Voraussetzung, © sei ein Ring. In 
Satz 82*2*11 kann die Voraussetzung, © sei vOllig autark, ersetzt werden 
durch Voraussetzung, © sei ein Bing und ein /i-System. 

Hftlin, BMlIe FusktildMa. ^ 26 
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Zu § 34, 1 (S. 277): Neben 34*1*2, 84*1*21 treten die ganz ebenso zu 
beweisenden S8tze: 

34*1*28« Xsi © ein Bing, ao ist furjedes 1^2 auch Q^und ein Bing. 

34*1*22. lat © tin Bing und SOrenzzahl, soistauch daaSf/etem (1-11) 
ein Bing. 

In 84*1*8 , 84*1*81 , 84*1*82 kaxm die Voraiissetzung, © sei autark, er- 
setzt werden durch die Voratissetzuiig, © sei ein Ring. 

Neben 84*1*4 tritt: 

34*148. /^© ein BtTig, so ist fur jedes f ^ 1 ©^ und ©^ tin /iSystem. 

Denn nach 84*1*8 und 84*1*82 isfe (©^}i = — & , also nach 

84*1*1: = 

Zu I 34,2 (S. 279, 280): Aus 84*1*20 folgt: 

34*2*21* Ist © ein Bing, so ist fur jedes f ^ 1 auch ©| ein Bing. 

In 84*2*8 und 84*2*81 kann die Voraussetzung, © sei autark, ersetzt 
-warden durch die Voraussetzung, ©sei ein Ring. Aus 84*2*8 folgt dann: 

34*2*32. Ist © ein Bing, so ist fur jedes | ^ 1 6| ein (i-System. 

In 84*2*8 und 84*2*81 kann die Voraussetzung, © sei autark und ad* 
ditiv, ersetzt w^en durob die Vo^ussetzung, © sei ein Ring. 
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Yemacbiftsaiguxig von 3k-Hengen 202, 
von Mengen erster Kat^ozie 204. 
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quasigleichm&Bige Konvergenz 213. 

Eadins einer Kugel 48. 

Band, Bandxnenge, Bandpunkt 59. 
rationaler Pnnkt des 50. 
rechtsseitig stetige Funktion 210. 
rechtsseitige obere, untere rednzierte 
Scbranke, Schrazikenfunktion 209; 
r. reduderfce HuUe einer Punktion 
209. 

recbtaseitiger Grenzwert 209; r. 

Hfiufungspnnkt 171, 208. 
rednzierte Hiille einer Funktion 196; 
r. Ktigel 48; r. Schranke, Schianken- 
funktion 197, 300; r. Schwankung, 
Scbwankungsfunktion 199, 300; r. 
Umgebung 47, 48. 

rednziertes d^adisches Biskontinuum 
173. 

reelle Funktion 28, 180, 
reflexive Belation 20. 
regul&rer Baum 86. 
regul&res Sieb 391; r. SnsHnscbea 
Schema 345. 

Relation 3. 

relativ abgeschloesene, offene Mengen 
61. 

Be.lativbegriffe 61, 68. 
relative 62. 

residua] in einem Piznkte 136. 
Residualmenge 134. 

Bing von Funktionen 400, von Hen- 
gen 11; d-Bing, o'-Bing 16, 260. 

cr-£5rper 16, 262,266; <r-ProxeB15; 
cr-Bing 16, 260; <;- System 15, 241, 
260, 266. 

Schicht einer Menge 147. 
sohlichte Abbildung (Belation) 4; 

schl. Funktion 378. 
sohlichtes stetiges Blld 374. 

Sohnitt 32. 

Sohrankenfunktionen 190, 300; 

Sohr. bei Vemachl&ssigung von 3H- 
Hengen 201, 300. 

Sohr&nkungstransformation 178. 
Schwankung, Schwanknngslnnk- 
tion 191, 300, 301; Schw. bei Ver- 


j nachl&ssignng von SH-Mengen 201, 
I 300. 

separable Menge 78. 
separierte Menge 73, 85. 
separierter Bestandteil 74. 
sich auf a zusammenziehende Um- 
gebungsfolge, Folge offener Mengen 79. 
Sieb 391; durch B geliefeites S. 393. 
spezielles Borelsches Sieb 394. 
Stellen eines Systembmches 25. 
stetig bei Vemachlfissigung von 2)1- 
Mengen 202; st. bis auf eine 271-Menge 
203, 302; st. bis auf eine Menge erster 
Kategorie 204, 290; st. geordnete 
Menge 32. 

stetige Abbildung 154; st. Frweiterung 
einer Abbildung 156; st. Funktion 88, 
89, 183, 184, 191, 192, 296; st. Kon- 
vergenz 222. 

stetiger Ordnungstypus 32. 
stetiges Bild 159. 

Stetigkeitseigenschaften Baire- 
scher Funktionen 289. 
Stetigkeitspunkt 183; St. partiell 
stetiger Funktionen 332. 

Strecke des des R^^ 98. 

Stack 58, 88. 

Stufe; Abschnitt, Menge a-ter St. in 
einem Suslinschen Schema 339; Inter- 
val! n-ter Stufe im R^ 376; Menge 
n-ter Stufe in einem dyadischen 
Schema 120. 

Sum me von Anssagen I; v. MSchtig- 
keiten 21 ; v, Mengen 6, 7; v. Ordinal- 
I zahlen 36; v. Ordnungstypen 31. 

I Supremum einer Folge Bairescher 
Funktionen 315; einer Funktion 180; 
einer Zahlenmenge, Zahlenfolge 179. 
Suslinsches Hengensystem 343; S. 
Schema 339. 

symmetrische Relation 20. 
symmetrisches Funktionensystem 
239. 

Systembruch 25. 

Teil einer Menge 2; eines metrisohen 
Eaumea 48; eines top<^ogi8ohen Ban- 
mes 47. 
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Teilabbildting 156* 

Teilfolge 6. 

Teilfunktion 180, 206. 
topologische Asdome 46; t. Menge 
(topologiscber Kaum) 46. 
total impeifekte Menge 140, 359; t. nn- 
gleichm&Oige Konvergenz 218; t. im* 
stetige Fixation 193. 
transfinite Induktion 38; tr. Ordinal- 
zabl 36. 

transitive Relation 20. 
trennbar dnrch offene Mengen 86; 
S6-trennbar 369; S^-trennbar 

267; S8|-trennbar 266, 274. 
Treppenfnnktion 266, 283. 
triadiscb rational 25. 

(?i)-tnpel 5. 

uberall von zweiter Kategorie 133. 
uberdeckendes System 81. 
tJberdeckungssatze 81, 96. 
■Oberdeckungssystem 81. 
Umgebnng eines Pnnktes 47, 48; einer 
Menge 51. 

Umgebnngsfolge: sick anf a zu- 
sammenziehende U. 79. 
Umkebrfunktion 385* 
unabzAhlbare Menge 24; n. Vielfach- 
beit eines Pnnktes einer Abbildung 
361; n. V. e. Wertes einer Funktion 
365. 

nnendliche Vidiachbeit eines I^anktes 
einer Abbildung 361, 379; u. V. e. 
Wertes einer Funktion 365, 379; u. 
Zahl 177. 

unendlicher Baum 70; u. Systembruoh 
25. 

ungerade Ordinalzahl 39. 
ungleichm&Bige Konvergenz 218. 
UngleiohmftBigkeitsgrad einer 
Funktionenfolge 217. 
uniforme Konvergenz 211. 
Universalmengen 271, 352. 
unmittelbar folgendes, vOTangehendes 
Element 29; u. folgende Ordinalzahl 
37; u. vorheigehende 0. 38. 
UBStetige Funktion 183. 


Unstetigkeitspunkt 183; U. erster 
Art 210; Verteilung der U. einer 
Funktion 192. 

unter C gelegener Teil einer Menge 388. 
untere K&herungsgrenze einer Mengen- 
folge 104; u. Schranke,u. Schianken- 
funktion 190, 300; u. xeduzierte 
Schranke, u. r. Schrankenfunktion 
197, 300; u. Schranke, u. Schianken- 
funktion bei Vemachlassigung von 
3)7- Mengen 201, 300. 
u n t er er N&herungspunkt einer Mengen* 
folge 104. 

unterhalb stetige Abbildung 148; 

n. St. Funktion 296, 298. 
Iinverdichtete Menge 83. 
unverdichteter Teil einer Menge 83. 
unvollstS^ndige Grenzfunktion einer 
Funktionenfolge 321. 
unzusammenh&ngende Menge 97. 
Urbild 3. 

Urbildmenge 3, 4; U. bei elndeud- 
gen stetigen Abbildungen 160; bei 
oberhalb, unterhalb stetigen A. 152; 
bei stetigen A. 155; U. einer Funktion 
232; eines Funktionensystems 234; 
U. stetiger Fuxiktionen 187. 

Verdiohtete Menge 83. 
verdichteter Teil einer Menge 83. 
Verdichtungspunkt einer Menge 82. 
Vergleichung von M&chtigkeiten 41. 
Vernacbl&ssigung von 27- Mengen 
200 . 

Vervollst&ndignng eines Baunwe 115, 
voile Menge 2. 

vOllig autarkes Funktionensystem 238, 
244; V. uniforme Konvergenz 211. 
vollst&ndige Menge 113. 
vor 29. 

V org&nger in einem Sushnsohen Sche- 
ma 339. 

Wabrbeitswert 1. 

Wertebereich einer Fankiwmenfolge 
225. 

Wertmenge em^ FunkiSmr 368, 378. 
woblgeordnete Menge 34. 
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vohlgeordnetes Sieb 391. 
Wohlordnung88stz 39. 

Youngsche Menge 126, 175. 

Z&hlklaEse 43. 

zusamxnengesetzte Abbildung (Re- 
lation) 3; z. Funktion 184. 
zusammenh&ngende Abbildung 151; 


z. Menge 97; z. M. des 98, des Rx 
180. 

Zusammensetzung Bairescher Funk- 
tionen 288; Z. eindeutiger stetiger 
Abbildungen 160; Z. oberhalb, unter- 
halb stetiger A. 154; Z. stetiger A. 
155; Z. stetiger Funktionen 184. 
zweite Kategorie s. Kategorie. 
zwiscben 29. 



Yerzeichnis der yerwendeten Symbole* 

A (die leere Meiige) ‘2. 

{a} (die nur aus dem Elemente a bestehende Menge) 2. 

, 02 > . . . « o^} (die aus deu Elementen bestehende Menge) 2. 

((y»i)) IPolge der Elemente yg, y„, 5. 

as A (o ist Element der Menge A) 2. 
a'^sA (a ist nicht Element der Menge A) 2. 

[^(f)] (die dutch die Aussagenfunktion 9? (a:) definierte Menge) 2. 

[9?(i, j?)] (die durch die Aussagenfunktion (p(x,y) definierte Relation) 3. 
[/(^) > y]. < y]. tf(^) ^ y]. If(^) ^ yi.,[/(!^) = y] (Menge aller *, 

in denen f(x) > y ist, usf .) 187, 232. 

I/(^) > if] . [f(^)< if] . im ^ 3?1. !/(<«) P ] . [/(^) = ^] . [/(^e) <y (^)] 

(Menge aller Punkte (x, y), in denen f(x)'>y ist, usf.) 294. 

P\Q (die aus P und Q zusammengesetzte Relation) 3. 

(die zu E inverse Relation) 3. 

(die Umkehrfunktion von /) 386. 

A IP, A 1/, A 1 311, A 1 © (die auf A eingeschrankte Abbildung P, Funk- 
tion / usf.) 156, 180, 253, 254. 

A gP, P3A (A ist Teil von P) 2. 

AC-®> P^A (A ist echter TeU von P) 2. 

A C P 86. 

A'^P (A und P sind aquivalent, gleichmaohtig) 20. 

A P (A und P sind ahnlich) 30. 

A::s:P (A und P sind homoomorph) 169. 

— A (Komplement einer Menge) 2, 46. 

A + P , A P, A. P, A — P (Summe, Durchschnitt, Differenz zweier 
Mengen) 6. 

A X P (^odukt zweier Mengen) 9, 141. 

A^ (Potenz von Mengen) 10. 

S A^, S A^, SA„, S A*„ (Summon von Mengen) 7. 

t»i «ft<ir fft Jt.n ’ 

D Af, D A|,^, Ai ^ (Purohschnitte von Blengen) 7. 

M mtM n ' 
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k 

P A^t P (Produkte von Mengen) 9. 

a+b, a.b, ab, a® (Summe, Produkt, Potenz von Machtigkeiten) 21, 22. 
2^ U (Summe, Produkt von M&chtigkeiten) 21, 22. 

miM MtM 

(Summe von Zahlen) bedeutet lim («! +^2 + • • • + ®n)i sind alle 

p n 

a, ^ 0 Oder ^ 0 so eadstiert dieser Limes immer ; er kann anch 
= +00, Oder == — CO sein. 

max (a^ , aj , . . . , a,), min («! , Oj , . . . , «n) groBte, kleinste unter 
den Zahlen , a^, . . « , a,.). 

sup a? Oder sup A (Supremum der Zahlenmenge A, d. h. kleinste Zahl, 
die von keinem zeA iiberscliritten wird) 179. 
inf z Oder inf A (Infimum der Zahlezunenge A^ d. h. groBte Zahl, die 
von keinem xeA imterschritten wird) 179. 
supa„, inf (Supremum, Infimum der Zahlenfolge d. h. kleinste, 
bzw. groBte Zahl, die von keiner Zahl a„ der Folge liberschritten, 
bzw. unterschritten wird) 179. 

/ (^)» baf f{x) (Supremum, Infimum einer Punktion) 180. 

X4A X* A 

JJanAi^, Lim .d,t, Lim -4* (Limes superior. Limes inferior, Limes einer 

M *« 

Mengenfolge) 17, IS. 

lim lim Jl«, lim A^ (obere Naherungsgrenze, untere Naherungsgrenze, 

K ~ n 

Xaherungsgrenze einer Mengenfolge) 104, 105. 
lim a„ (Limes einer Folge von Ordinakahlen) 44. 

N 

lim a,, o„ a,, -► + oo, a» — oo(Grenzpunkt einer Punktfolge) 109,179, 
lima,i, lima,, (Limes superior, inferior einer Zahlenfolge, d. h. Supre- 

M 

mum, bziw. Infimum aller Zahlen z, fur die z, bzw. a^ ^ z fur 
unendlioh viele n) 179. 

lim f{z), f{x) -pb fax z-*a (Grenzwert einer Funktion) 181. 
lim /(a?), lim f{z),f{a — 0),/(a+0) (einseitige Grenzwerte einer 
Funktion) 209. 

lim/(ar), lim/{a;) (limes superior, inferior einer Fonktionenmenge) 227. 

a <^a', a <41^ <a, A <!,A* (a vor a' usf.) 29. 

(a-te Zahlklasse) 43. 

K (MSehtigkeit des Kontinuums) 26. 

Kg (Machtigkeit der Menge der naturlichen Zahlen) 23. 

43. 
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o> (OrdnuDgstypus der Menge der naturlichen Zahlen) 30. 

0 )^ (Anfangszahl der Zahlklasse ZJ 43. 

Wi (Asiangszahl von Zj , kleinste nicM abzahlbaie Ordinalzahl) 44. 
a* (der zu a inverse Ordnungstypus) 30. 

?7 (Ordnungstypus der Menge der rationalen ZaMen) 31. 

X (Ordnungstypus der Menge der reellen Zalden) 32. 

If (a) (Menge der Ordinalzahlen < a) 36. 

4 - 00 , — oo (unendliche Zahlen) 177. 

S(a), 8(J) (ScluranlningstransfQrmation) 178» 180. 

8“^ (a) (inverse Schiankungstransformation) 178. 

(Bairescher Nullr«xm) 50, 78, 104, 112, 114, 172. 

(euklidisohe Gerade) 49, 114. 

178. 

(euklidischer Raum von n Dimensionen) 49, 78, 99, 145, 

B^ 389. 

B^ (Hilbertscher Raum) 50, 78, 99, 114. 

89, 145. 

(a, b) (offenes Intervall des jB^, des Bi, d. h. Menge aller der Un- 
gleichung a<x<,b geniigenden Zahlen). 

[a, 6] (abgeschlossenes Intervall d^ des Bj^, d. h. ^enge aller der 
XJngleichung a :^x^b geniigenden Zahlen). _ 

[a , 6) , (a, b] (halboffene Intervalle des B ^ , des B ^ , d, h. Menge aller 
der Ungleichung a^x<b bzw. a<.x^b geniigenden Zahlen). 

(% > » • • • » » ^2 » • * • > ^n) * >%»•••> > ^2 » • • • > ^ > 

[%> ® 2 » * • • > • • • > ^n) > * • • > ®ii> ^ 2 > • • • » ^iJ (offene 

abgesohlossene, halboffene Intervalle des BJ 146. 

U^, (Umgebung des Punktes a, der Menge A) 47. 

U' (reduzierte Umgebung von a) 47. 

(Umgebung q der Menge B) 51. 

^Bq (ftl^^blossene Umgebung g der Menge B) 55. 

’^om Mittelpunkte a und Radius g , Umgebung g von a) 48. 
(reduzierte Kugel, r. Umgebung g v, a) 48. 

^aQ (Abgeschlossene Kugel) 54. 
ab (Entfemung, Abstand zwei^ Punkte) 47. 

II a — 6 II (Abstand zweier Punkte des Bj) 178, 

aB, AB (Entfemung, Abstand eines Punktes von einer Menge, zweier 
Mengen) 51. 

d (A) (Durchmesser ^ner Menge) 52. 
d(A,B) (obere Entfemung zw^br Mengen) 52. 
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e (^ , ^) (Abweicbung zweier Mengen) 52, 

(abgeschlossene Hiille von A) 57. 

(Menge der Haufungspunkte von A) 66. 

A^ (f-te Ableitung von A) 76. 

(f-te Koharenz von A) 75. 

A* (Menge der Verdichtnngspunkte von A) 83. 

Ag (Begrenzung von -4) 59. 

Aj^ (Menge der zu A gehorenden Haufungspunkte von A) 68, 

A I (offener Kem von A = Menge der inneren Punkte von A) 55. 

Aj (Menge der isolierten Punkte von A) 68. 

Ai (insichdichter Kem von A) 74. 

Ar (Rand von A) 59. 

Ag (sepaiierter Besfcandteil von A) 74. 

A^^ (unverdichteter Teil von A) 83, 

Ap (verdichteter Teil von A) 83. 

(Menge der Minimalpunkte von A) 383. 

Aj Ajj (Menge aller Punkte, in denen A von erster, zweiter Kategorie 
ist) 131, 

Am (Menge aller Punkte, in denen A residual ist) 136. 

BuC (unter 0 gelegener Teil von B) 388. 

Bp A (sich nach A projizierender Teil von B) 395. 

(der der dyadischen Polge ((ib,)) zugeordnete Punkt einer duroh ein 
dyadiscbes Schema dargestellten Menge) 120. 

}{a)^f{a) (obere, untere Schranke von /in a) 190. 

/^(a),/^(a) (obere, untere reduzierte Schranke Yonfm a) 197, 

/i («) , fl («) , fl («) , f\ (a) (einseitige reduzierte obere, untere Schranke 
von / in a) 209. 

(obere, tmtere Schranke von / in a bei Vemachlassigung 
von SK-Mengen) 201. 

Pf (a ) , P®(a) (Hiille von / in a) 188. 

Ff (o) , F^ (a) (reduzierte HuUe von / in a) 196. 

-P/- (fit) > Fj^ (a) , Pi (a) , P\ (a) {ein£»itige reduzierte Hiillen von / in a) 
m, 209. 

Fj^^ (a) , F^^ (a) (Hulle von / in a bei Vemachlassigung von SK-Mengen) 

201 . 

a)/ (A) (Schwankung von / auf A) 191. 

«>;(«), a}(a) (Schwankung von /in a) 191. 
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(o] (a ) , (a) (reduzierte Scbwankung von / in a) 199. 

(a) (Scbwankung von f in a bei Vemacblassigung von 3Ji-Mengen) 201. 
(a) (Ungleicbmafiigkeitsgrad einer Funktionenfolge im Punkte a) 217. 
a (a) (Grenzschwankung einer Funktionenfolge, einer Funktionenmenge 
im Punkte a) 223, 227. 

Fa, G, 60. 

(kleinstes o-, 5-System uber 2)^1) 

19, 

m, 241. 

Wto 247. 

(System der Borelscben Mengen f-ter Ordnung iiber ®) 258. 
(kleinstes /i- System iiber 249. 

9K| (System der ambigen Borelscben Mengen f-ter Ordnung iiber 2)^) 261. 
211 j 5 (Borelscbes System iiber 2)1) 260. 

2)1 jL (System der analytiscben Mengen iiber 2)1) 342. 

2)1* (durcb den A-Proze6 aus 2)1 entstebendes System) 250, 399. 

241. 

0., 247. 

8^ (System der Bairescben Funktionen f-ter Ordnung iiber 0) 277. 
<S| (System der ambigen Bairescben Funktionen f -ter Ordnung uber 0) 279. 
(B\ (kleinstes /^-System iiber 0) 244, 400. 

Sjs (Bairescbes Sj’stem iiber 0) 278. 

0* 246, 400. 

(F ) , ©^ {E) (System der Borelscben Mengen f-ter Ordnung 
in E) 264, 267. 

©|, ©|(J^) (System der ambigen Borelscben Mengen f-ter Ordnung in E) 
264, 267. 

©^, ©^(JSr), © (E) (System der Borelscben Mengen in E) 266, 267, 344. 
® » (System der stetigen Funktionen in E) 284. 

Ef, (l^(E), (1${E) (System der Bairescben Funktionen |-ter Ordnung 
in JE) 284, 287. 

E|(i^) (System der ambigen Bairescben Funktionen f-ter Ordnung 
in E) 284, 287. 

(System der Bairescben Funktionen in E) 285, 287. 

21 (JS) (System der analytiscben Men^n in E) 344. 

$t{E) (System der komplementar-analytiscben Mengen in E) 352. 
i(<S), ^(0), 5(^), ^(6) 234. 

♦), ©(*,2)1), 0(2)1, m 235. 

J[(@) (Kem des Suslinseben Schemas 0} 339. 












